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“Costuma-se dizer que o tempo tem apenas uma

dimensdo e o espaco, trés. Mas também se diz que
0 espago € infinito e o tempo, eterno. Por que ndo
imaginar, entao, que o espaco também seja eterno

e o tempo, infinito?”

William Rowan Hamilton (1805 — 1865)

Na Estatistica, muitos conceitos, como a saide de uma pessoa, suas habilidades
intelectuais ou mesmo sua personalidade, ndo podem ser adequadamente descritos por
um unico numero. Em situagées como essas, € necessario recorrer a diversas medidas
simultaneamente, organizadas de forma a capturar diferentes dimensoes do fenémeno em
estudo. Essa necessidade de reunir diversas medidas em um tnico objeto matematico nos
conduz a nocao de vetor. Neste capitulo, retomaremos o conceito de vetores sob a oOtica
geométrica, inicialmente compreendidos como segmentos orientados, independentes de
qualquer sistema de coordenadas. Em seguida, veremos como a introdugao de um sistema
de referéncia nos permite representa-los por coordenadas em R", facilitando o estudo de

suas propriedades algébricas e geométricas.

1.1 O espaco Euclidiano

H& mais de dois mil anos, Euclides sistematizou o conhecimento geométrico de sua
época na obra Os FElementos, onde figuras, linhas e segmentos eram os principais objetos
de estudo. Naquela geometria classica, os segmentos serviam para representar distancias e
relagoes de proporg¢ao, ainda sem a linguagem de coordenadas. Nesta secao, retomaremos
esse espirito inicial para construir a primeira nogao de vetor, tal como ensinaria a escola
Euclidiana: como segmentos orientados, independentes de qualquer sistema de referéncia.
Caro e gentil leitor, prepare-se para caminhar ao lado de Fuclides nessa aventura.

Para iniciar nossa jornada ao lado de Euclides, o leitor deve se recordar de que sua
geometria tratava apenas do espaco tridimensional, aquele em que vivemos e percebemos
diretamente. A noc¢ao de espagos com mais de trés dimensoes, bem como a ideia de infinito,
surgiria somente séculos depois, com mateméaticos como René Descartes e Bernhard
Riemann. Assim, neste primeiro momento, seguiremos a filosofia classica de Euclides,
apresentando os espacos E?, E? e E'. Para aceitd-los plenamente, é necessario estar de
acordo com os postulados que Euclides estabeleceu em sua obra Os FElementos, os quais

serviram de alicerce para toda a geometria por mais de dois milénios.




O espaco Euclidiano E? é o espaco tridimensional que segue as regras estabelecidas
por Euclides. Nele podem ser definidos sélidos (tais como o cubo e a esfera), figuras
planas (tais como o quadrado e o tridngulo), além de pontos e retas. Por outro lado, o
espaco Euclidiano E? corresponde ao plano bidimensional, onde se encontram as figuras
geométricas planas, como quadrados, retangulos e circulos, bem como pontos e retas que
neles se apoiam. J4 o espaco Euclidiano E' é unidimensional, representado por uma tnica
reta, na qual podem ser definidos apenas pontos e segmentos de reta.

Antes de prosseguirmos, vamos estabelecer algumas notagoes que utilizaremos ao longo
do texto. Os pontos de um espaco Euclidiano serao representados por letras latinas
maiusculas, como A, B, P ou (), as retas serdo indicadas por letras latinas minusculas,
como r, s ou t e, por fim, os planos serdao designados por letras gregas mintsculas, como
m, a ou 3. KEssas convencoes serao mantidas para garantir clareza e uniformidade na
apresentacao dos conceitos.

Grandezas escalares sao aquelas que podem ser descritas apenas por um nimero real,
eventualmente acompanhado de uma unidade de medida, como ocorre com a area, o
comprimento ou a massa. No entanto, muitas situacoes fisicas e geométricas nao podem
ser caracterizadas por um unico valor numérico. A intensidade de uma forca ou de uma
velocidade, por exemplo, s6 faz sentido quando conhecemos também sua direcio e seu
sentido. Grandezas desse tipo s@o chamadas de vetoriais e, para representa-las, recorremos
a segmentos orientados, que oferecem uma forma intuitiva de reunir intensidade, direcao e

sentido em um tunico objeto geométrico.

Definicao 1.1: Segmento orientado

Um segmento AB é dito orientado quando distinguimos os pontos que o determinam,
atribuindo a A o papel de origem e a B o de extremidade. Nesse caso, a notacdo

utilizada é E .

Geometricamente, um segmento orientado E é representado por uma seta que parte
do ponto A, denominado origem, e aponta para o ponto B, denominado extremidade. O
comprimento da seta indica o tamanho do segmento orientado, a reta suporte determina
sua direcdo e a ponta da seta define o seu sentido. Assim, cada segmento orientado
pode ser visto como um objeto geométrico que retine, de forma intuitiva, as nogoes de
intensidade, direcao e sentido. Na Figura 1.1, apresentamos a representagao geométrica de

dois segmentos orientados com mesma dire¢ao e mesma intensidade, porém com sentidos

—
opostos: 1@ e BA.
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Segmento orientado 1@ Segmento orientado BA

Figura 1.1. Representacao geométrica dos segmentos orientados.

Os segmentos orientados 1@ e Cﬁ possuem a mesma dire¢io quando a reta suporte
de 1@ (digamos a reta r) e a reta suporte de C? (digamos a reta s) sdo coincidentes
(r = s) ou paralelas (r//s).

D OB ¢
D‘EO‘ )
A ¢p B AB

A B

Mesma diregdo com retas coincidentes (r = s)
Mesma diregdo com retas paralelas (r//s)

Figura 1.2. Segmentos orientados com mesma diregao.

Os segmentos orientados AB (com reta suporte r) e CD (com reta suporte s) possuem

o mesmo sentido quando Ag e 023 possuem a mesma diregdo e

e ser e s sao distintas, devemos ter os segmentos AC' e BD com interseccao vazia;

mesmo sentido sentido contrdrio

Figura 1.3. Segmentos orientados com o mesmo sentido.

—
o ser = s (as retas suportes coincidem), ao tomarmos o segmento orientado A’B’ com
reta suporte ¢ paralela a r (porém distintas) e com o mesmo sentido de Ag, devemos

—> .
ter A’B’ com o mesmo sentido de C'D.
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Figura 1.4. Segmentos orientados com sentidos opostos.

Dados dois pontos A e B, o comprimento do segmento orientado /@ ¢é a distancia

entre os pontos A e B, i.e., um nimero real, o qual denotamos por d(A, B), tal que
(1) d(A, B) =0 quando A = B;
(i) d(A, B) > 0 quando A # B;

(1ii) d(A, B) =d(B, A);

(iv) d(A,C)+d(C, B) = d(A, B) se, e somente se, C' ¢ um ponto que pertence ao segmento
AB.

Assim, dizemos que os segmentos orientados ﬁ e @ possuem o mesmo comprimento
quando d(A, B) = d(C, D).

As grandezas vetoriais serdo representadas por segmentos orientados (veja Figura 1.5).
Para que duas dessas grandezas sejam consideradas iguais, serd necessario que os segmentos
que as representam tenham a mesma direcdo, o mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.
Surge entao uma questao natural: se duas grandezas vetoriais sao iguais, serda que os
segmentos orientados que as representam também precisam ser idénticos? A resposta é nao.
Dois segmentos orientados distintos podem representar a mesma grandeza vetorial, desde
que possuam a mesma direcao, o mesmo sentido e o mesmo comprimento. Nessa situacao,
dizemos que esses segmentos sao equivalentes. Assim, uma grandeza vetorial pode ser
representada por qualquer segmento orientado de uma classe de segmentos equivalentes, e

é exatamente essa classe que chamaremos de vetor.

1.1. O ESPACO EUCLIDIANO



Uma for¢a de 4 N Uma velocidade de 5 m/s

Figura 1.5. Grandezas vetoriais representadas por segmentos orientados.
Definicao 1.2: Segmentos orientados equivalentes

Dados os segmentos orientados /@ e C@, dizemos que E é equivalente a C@

quando
. E e C? possuem o mesmo comprimento;
. /@ e C@ possuem a mesma dire¢ao;

. /@ e @ possuem o mesmo sentido.

Definicao 1.3: Vetor

Seja zﬁ um segmento orientado. O conjunto de todos os segmentos orientados

equivalentes a 1@ ¢ denominado vetor representado por f@ :

Se A§ ¢ o segmento orientado escolhido como representante do vetor @ e C 13 é o
segmento orientado escolhido como representante do vetor o, entao podemos estabelecer

as seguintes definigoes:

e Quando A§ eC 13 sao equivalentes, dizemos que U e U sa0 iguais.

e Quando A§ e C 23 sdo paralelos (isto é, suas retas suporte sdo coincidentes ou

paralelas), dizemos que i e v sao ditos paralelos.

e Quando A§ e 013 possuem o mesmo sentido, dizemos que @ e U sao ditos ter o

mesmo sentido.
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o Quando A§ e C’l3 possuem o mesmo comprimento, isto é, d(A, B) = d(C, D),
dizemos que @ e U sao ditos ter a mesma norma (ou mddulo). Vamos escrever ||ul| e
||U]| para denotar, respectivamente, a norma do vetor # e a norma do vector ¥. No

caso em que U e U possuem a mesma norma (ou médulo), temos ||| = d(A, B) =

d(C, D) = [|v]].

—
e Quando A = B, o segmento orientado ﬁ = AA = B? trata-se de um tnico ponto.
Ao conjunto de todos os segmentos orientados dessa natureza, vamos denominar

vetor nulo, que denotaremos por 0.

Caro leitor, creio que esteja se deleitando com a teoria desenvolvida até aqui. No
entanto, é chegado o momento de fazermos uma breve pausa para treinar os conceitos

apresentados até o momento.

Exemplo 1.1

Em cada item, grandezas vetoriais fisicas sao representadas por dois segmentos
orientados no espaco Euclidiano E2. Os segmentos podem ter diferentes médulos,
dire¢bes e sentidos. Com base na descrigao de cada caso, diga em quais casos as

grandezes fisicas sao iquais.

(a) For¢a: Duas forgas sdo aplicadas sobre um mesmo objeto. As forgas sao

representadas pelos segmentos orientados /ﬁ e @:
/ |
D
A /
C

(b) Velocidade: Duas velocidades sao aplicadas sobre um mesmo objeto. As forgas

sao representadas pelos segmentos orientados 1@ e @:

%
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(c) Aceleragao: Duas aceleragoes sao aplicadas sobre um mesmo objeto. As acelera-

¢Oes sao representadas pelos segmentos orientados 1@ e @:

(d) Momento linear: Dois momentos lineares sdo aplicados sobre um mesmo objeto.

Os momentos lineares sao representados pelos segmentos orientados 1@ e CA’ﬁ:

D

(e) Deslocamento: Dois deslocamentos sdo aplicados sobre um mesmo objeto. Os

descolamentos sao representados pelos segmentos orientados zﬁ e B? :

C

SOLUCAO:

(a) Nesse caso, as forcas sao iguais, pois Ag e C’B sao segmentos orientados

equivalentes (mesma dire¢do, mesmo sentido e mesmo comprimento).

(b) Nesse caso, as velocidades sao diferentes, pois E e @ nao sao segmentos

orientados equivalentes, pois A§ eC 23 nao possuem mesmo sentido.
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(c¢) Nesse caso, as aceleragoes sdo diferentes, pois A§ e C 23 nao sao segmentos

orientados equivalentes, pois A§ e C 13 nao possuem a mesma direcao.

(d) Nesse caso, os momentos lineares sao diferentes, pois A§ eC 13 nao sao segmentos

orientados equivalentes, pois A§ e 013 nao possuem o mesmo comprimento.

(e) Nesse caso, os deslocamentos sdo iguais, pois A§ e B(% sao segmentos orientados

equivalentes (mesma diregdo, mesmo sentido e mesmo comprimento).

1.2 O espaco dos vetores

Todo objeto matemé&tico, uma vez definido, precisa de um lugar (um espago) para
performar sua existéncia. Esse lugar é o conjunto formado por todos os elementos de sua
natureza, um espaco que reine apenas os seus semelhantes. Dessa forma, vamos definir
V! como o conjunto de todos os vetores que podem ser representados por segmentos
orientados situados numa tnica reta, i.e., que pertencem ao espaco Euclidiano E'. De
modo andlogo, V2 é formado por todos os vetores representados por segmentos orientados
em um mesmo plano, ou seja, que sao elementos do espaco Euclidiano E?. Por fim, V3
¢ constituido por todos os vetores representados por segmentos orientados no espacgo
Euclidiano tridimensional E2. Os conjuntos V1, V2 e V3 sdo, respectivamente, os espacos
dos vetores de E', E? e E3.

Para compreender melhor os vetores que habitam os espacos V!, V2 e V3, precisamos
atribuir a eles um endereco. Esse endereco, que chamaremos de coordenadas, permite
identificar de forma numérica a posi¢do de um vetor dentro de seu espago. Entretanto,
como os vetores foram definidos a partir de segmentos orientados em E', E? e E3, é
natural que o conceito de coordenada surja primeiro para os pontos que determinam tais
segmentos. Assim como um ponto em E* pode ser localizado por meio de suas coordenadas
em um sistema de referéncia, também poderemos localizar o vetor em V¢ por meio das
coordenadas do segmento orientado que o representa.

Para estabelecer coordenadas em E', fixamos um ponto O (a origem) e escolhemos um
eixo orientado. Esse eixo pode ser posto em correspondéncia biunivoca com o conjunto

dos ntimeros reais R da seguinte maneira:

e a origem O fazemos corresponder o niimero 0;

« a cada ponto X situado a direita de O corresponde o ntimero real © = d(O, X)
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(positivo), em que d(O, X)) representa a distancia entre O e X;

o a cada ponto X situado a esquerda de O corresponde o ntiimero real x = —d(O, X)

(negativo).

Dessa forma, cada ponto P em E' ¢ identificado de modo tinico por um niimero real z,
que chamamos de sua coordenada. No plano E?, ao fixarmos dois eixos perpendiculares
orientados com origem comum O (duas retas reais perpendiculares), cada ponto @ é
identificado por um par ordenado de nimeros reais (x,y), as coordenadas de Q). Por fim,
no espaco 3, ao fixarmos trés eixos orientados (retas reais) mutuamente perpendiculares,
cada ponto R é identificado por uma tripla ordenada (z,y, z), as coordenadas de R. Tais
sistemas de coordenadas sao denominados sistemas cartesianos de coordenadas.

Chamamos de sistema cartesiano de coordenadas em homenagem ao filésofo e mate-
méatico francés René Descartes (1596 — 1650), que no século XVII propos uma maneira
inovadora de relacionar a Geometria com a Algebra. A ideia central de Descartes foi
atribuir a cada ponto do espago uma sequéncia ordenada de niimeros, obtida a partir de
distancias medidas em relagao a eixos perpendiculares entre si. Essa correspondéncia entre
pontos e nimeros permitiu traduzir problemas geométricos em equagoes algébricas e, de
forma reciproca, interpretar solugoes algébricas como figuras geométricas. Assim nasceu a
chamada Geometria Analitica, e em reconhecimento a essa contribuicao fundamental, o

sistema de coordenadas recebeu o nome de cartesiano.

Exemplo 1.2

Em cada situacao descrita a seguir, diga como podemos localizar os pontos
mencionados nos eixos de coordenadas estabelecidos. Represente geometricamente

cada situacao.

(a) Em E', considere os pontos P = (=3), Q@ = (0) e R = (2) sobre uma reta

orientada com origem em O.

(b) Em E?, considere os pontos A = (3,2), B = (—2,1) e C = (0, —2) sobre o plano

cartesiano com origem em O = (0, 0).

(¢) Em E3, considere o ponto D = (—2, 0, 3) sobre o espago cartesiano tridimensional

com origem em O = (0,0,0).
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Exem

plo 1.2

SOLUCAO:

(@) o

(c¢) Para

Se P = (—3), isso significa que, a partir da origem O, devemos andar 3

unidades no sentido negativo do eixo para chegar a P.

Se @ = (0), isso significa que, ao ficar parado na origem O ja chegamos em
Q.

Se R = (2), isso significa que, a partir da origem O, devemos andar 2

unidades no sentido positivo do eixo para chegar a R.

P QO R

*

O

Se A = (3,2), partindo da origem O, devemos andar 3 unidades no sentido
positivo do eixo z e, em seguida, 2 unidades no sentido positivo do eixo y

para alcancar A.

Se B = (—2,1), partindo da origem O, devemos andar 2 unidades no
sentido negativo do eixo x e, em seguida, 1 unidades no sentido positivo

do eixo y para alcancar B.

Se C' = (0, 2), partindo da origem O, devemos andar 2 unidades no sentido

positivo do eixo y para alcancar C'.

chegar a D = (—2,1,3), partindo da origem O, caminhamos 2 no sentido

negativo do eixo x, depois 1 unidade no sentido positivo do eixo y e, finalmente,
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3 unidades no sentido positivo do eixo z.

Com o exemplo anterior, o leitor deve ter percebido — ainda que de forma repetitiva e
talvez um pouco cansativa, mas necessaria — que cada coordenada de um ponto indica
quanto devemos avancar na direcao de cada eixo para localizar esse ponto no espaco.
Uma vez estabelecidas as coordenadas dos pontos nos espacos euclidianos, podemos
agora atribuir também um enderego aos vetores, a partir das coordenadas dos segmentos

orientados que os representam.

Definicao 1.4: Coordenadas de um vetor

Seja 7 um vetor cujo representante ¢ o segmento orientado E, em que as
coordenadas de A sdo (z,y, z) e as coordenadas de B sao (z',y/, 2'). As coordenadas
do vetor ¥ sio estabelecidades pela terna ordenada (' —x,y —y, 2 — z) de ntimeros

reais.

A definicao de coordenadas de um vetor pode soar um tanto estranha em um primeiro
momento, pois estamos atribuindo sequéncias ordenadas de niimeros a um objeto que é,
essencialmente, uma classe de segmentos orientados equivalentes. No entanto, o exemplo
a seguir tornara clara a razao pela qual essa é uma boa definicdo. Como todo segmento
orientado pertencente a um mesmo vetor é equivalente aos demais, o calculo de suas
coordenadas leva sempre ao mesmo resultado. Assim, ndo importa qual representante do

vetor seja escolhido: as coordenadas obtidas serao invariantes. Por essa razao, falar de um
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vetor ou de suas coordenadas é, em ultima andlise, a mesma coisa.
Exemplo 1.3

Seja ¥ um vetor de V3.

(a) Se escolhermos o segmento orientado /@ como representante de v, tal que as
coordenadas do ponto A sao (0,1,0) e as coordenadas do ponto B sao (1,2,0),

quais serao as coordenadas do vetor v de acordo com a defini¢ao?

(b) Agora, se escolhéssemos o segmento orientado ﬁ como representante de v, tal
que as coordenadas do ponto C sdo (1,2,0) e as coordenadas do ponto D sao

(2,3,0), quais seriam as coordenadas do vetor o7

(¢) E se escolhéssemos o segmento orientado O?, tal que as coordenadas do ponto
O sao (0,0,0) e as coordenadas do ponto P sao (1,1,0)?

SOLUCAO:
(a) Nesse caso, as coordenadas de ¢/ sdo (1,1,0), pois (1 —-0,2—1,0—0) = (1,1,0).
(b) Nesse caso, as coordenadas de ¢/ sdo (1,1,0), pois (2—1,3—-2,0—0) = (1,1,0).
(¢) Nesse caso, as coordenadas de ¥/ sdo (1,1,0), pois (1—0,1—0,0—0) = (1,1,0).

z

N

Note que para segmentos orientados equivalentes (mesma dire¢do, sentido e compri-
mento) pertencentes a um mesmo vetor, o cilculo de suas coordenadas leva sempre

ao mesmo resultado.

Espero que o leitor tenha apreciado o exemplo anterior sem qualquer tipo de moderacao,
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de modo que, neste momento, ja lhe seja evidente que, sempre que houver a liberdade de
escolher qual representante utilizar para um dado vetor, a opcao mais natural é tomar
aquele cujo segmento orientado tem origem na prépria origem do sistema de coordenadas.
Assim, as coordenadas do ponto extremo desse segmento coincidem exatamente com as

coordenadas do vetor, o que simplifica tanto a notagdo quanto a interpretacao geométrica.

1.3 O espaco das coordenadas

Como ja mencionamos, todo objeto matematico, uma vez definido, precisa de um lugar
(um espago) para performar sua existéncia. Por se tratarem de sequéncias ordenadas de
numeros reais, as coordenadas de um vetor pertencem a produtos cartesianos de conjuntos
de nimeros reais. Assim, para vetores em V! temos coordenadas em R, para vetores em
V2 as coordenadas estdo em R? e, para vetores em V3, as coordenadas pertencem a R3.

A cada vetor de V? conseguimos associar uma e apenas uma coordenada em R’; de
forma equivalente, a cada coordenada em R’ corresponde um e apenas um vetor em V.
Em outras palavras, existe uma bijecdo entre esses dois espacos e, portanto, falar de V* ou
falar de suas coordenadas é exatamente a mesma coisa. Se vocé me da um vetor, eu te
dou a sua coordenada; se vocé me da a coordenada, eu te devolvo o vetor correspondente,
e nao ha ambiguidade nesse processo.

Na Estatistica, quando estudamos um fenémeno, nao é comum que apenas uma ou
duas medidas sejam suficientes para descrevé-lo. Pense, por exemplo, em uma pesquisa
de saide: para cada paciente podemos registrar altura, peso, pressao arterial, frequéncia
cardiaca e diversos outros indicadores. Limitar essa descricao a apenas trés dimensoes
seria claramente insuficiente. Da mesma forma, em uma andlise econOmica, nao basta
observar apenas renda, gasto e poupanca; muitas outras varidveis podem ser necessarias
para compreender adequadamente a realidade em estudo. Isso pde fim a nossa caminhada
com Euclides pelo mundo da geometria tridimensional, pois, para os nossos propésitos,
devemos passar a enxergar cada vetor como um elemento de R", em que n indica a
dimensao do espaco em que ele estd inserido.

[sso mesmo: usamos sequéncias ordenadas de niimeros para modelar fend6menos reais, e
essas sequéncias sao justamente as coordenadas de vetores, que por sua vez correspondem
a conjuntos de segmentos orientados. Dessa forma, Geometria, Algebra e Estatistica
caminham lado a lado, colaborando entre si na tentativa de compreender, descrever e
analisar o mundo que nos cerca. Desse modo, a partir de agora, a definicdo de vetor
que nos interessa é a de uma sequéncia ordenada de ntimeros reais e as notagoes que

utilizaremos sao estabelecidas na defini¢ao a seguir.
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Definicao 1.5: Vetor

Sejam n um numero inteiro positivo. Uma sequéncia ordenada x1,xs, ..., x, de

numeros reais é denominada vetor. Essa sequéncia pode ser escrita como

x

X2

Tn

onde em x dispomos os nimeros em coluna e em ' dispomos os niimeros em linha.

Lé-se T como transposto.

Dessa forma, passamos a enxergar cada vetor como um elemento de R”, em que n
indica a dimensao do espaco em que ele esta inserido. Quando nos referirmos a um vetor
como um conjunto de segmentos orientados, isto é, um elemento de V", utilizaremos a
notacdo com uma seta sobre a letra, como em Z. Por outro lado, quando estivermos
tratando das suas coordenadas, ou seja, do vetor como elemento de R", adotaremos a
notacao em negrito, como em . Como ji comentamos, geometricamente, um vetor x
pode ser representado como um segmento orientado em n dimensoes, com componente
x1 ao longo do primeiro eixo, z2 ao longo do segundo eixo, e assim por diante, até x,, no

n-ésimo eixo. Para ilustrar, a Figura 1.6 apresenta esse caso para n = 3.

T3

X1

Figura 1.6. Representacdo geométrica do vetor ' = [1 3 2}.

Se x € R", entao vamos dizer que o vetor & possui ordem ou dimensao n. Por

exemplo, na Figura 1.6, o vetor & € R?, portanto, dizemos que ele possui ordem 3.
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Definicao 1.6: Vetores bastante utilizados na Estatistica

Seja n é um numero inteiro positivo.

(a) O vetor 0 € R" cujas entradas sdo todas iguais a 0, i.e.,

¢é dito vetor nulo de ordem n.

(b) O vetor 1 € R™ cujas entradas sao todas iguais a 1, i.e.,

1
1
1=
1
¢é dito vetor de uns de ordem n.
x —I
) ; —XT9
(¢) O vetor oposto ao vetor x = | | de R™ é o vetor —x =
Tn —Tn

Na Estatistica, os vetores desempenham um papel fundamental como forma de organizar
e armazenar dados. Sempre que coletamos informagoes sobre individuos ou unidades
experimentais, podemos reunir essas medidas em uma tnica estrutura ordenada, o que
facilita tanto a representagdo como os calculos subsequentes. Em alguns casos, um vetor
retne diferentes variaveis observadas em um mesmo individuo; em outros, contém varias
observagoes de uma mesma variavel em individuos distintos. Essa flexibilidade torna os

vetores uma das principais ferramentas matematicas para lidar com dados estatisticos.

Exemplo 1.4

(a) Dé um exemplo de um vetor de medidas de um mesmo individuo.
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Exemplo 1.4

(b) Dé um exemplo de um vetor de observagdes da mesma varidvel em diferentes

individuos.
SOLU CAO :

(a) Suponha que um pesquisador esteja interessado no estado de saide de um
paciente. Para isso, ele coleta quatro varidveis: altura (em cm), peso (em kg),
pressao arterial sistélica (em mmHg) e frequéncia cardiaca de repouso (em
bpm). Para um paciente especifico, digamos Joao, esses valores foram: altura =
175 cm, peso = 72 kg, pressao = 118 mmHg e frequéncia = 70 bpm. Assim,

podemos organizar as informagoes de Joao no vetor
z' =175 72 118 70|,

em que cada coordenada representa uma variavel diferente, mas todas associadas

ao mesmo individuo.

(b) Agora considere que o pesquisador deseja analisar a pressao arterial sistdlica
em um grupo de quatro pacientes (Jodo, Maria, Ana e Pedro). As observagoes
foram: 118 mmHg, 124 mmHg, 110 mmHg e 135 mmHg, respectivamente. Essas

medidas podem ser reunidas no vetor

no qual cada coordenada corresponde a um individuo diferente, mas todas

associadas & mesma varidvel.

1.4 Algumas propriedades basicas de vetores

Ao estudar vetores, percebemos que o espago das coordenadas R™, no qual representamos
os vetores por meio de sequéncias ordenadas de niimeros, e o espaco geométrico V", em
que os visualizamos como segmentos orientados, compartilham uma mesma estrutura de
operagoes. Em ambos os contextos, somar vetores ou multiplica-los por escalares (nimeros

reais) leva a resultados consistentes que obedecem a certas regras fundamentais. Essa
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coincidéncia nao é mero acaso: trata-se da manifestacdo de propriedades gerais que definem
o que chamamos de espaco vetorial. Assim, ainda que nossa intuicao inicial esteja apoiada
em representagoes geométricas ou em colegdes de coordenadas, o conceito de espago vetorial
¢ muito mais amplo: qualquer conjunto que satisfaca tais propriedades pode ser tratado
como um espago vetorial. Sem querer adiantar demais a conversa, retomaremos esse ponto

mais adiante, quando estudarmos o espaco das matrizes (ver Capitulo 2).

1.4.1 O espaco vetorial R"

Comecemos por estabelecer quando dois vetores sao iguais.

Exemplo 1.5

Considere os pontos A = (—1,—1) e B = (2,2). O segmento orientado AB & um
representante do vetor @. De forma andloga, tomando O = (0,0) e P = (3,3), o

segmento orientado O[3 é um representante do vetor 7.

(a) Podemos afirmar que os vetores 4 e ¥ sao iguais, i.e., $80 0 mesmo conjunto de

segmentos orientados equivalentes?

(b) Determine as coordenadas dos vetores i e . O que vocé observa?

SOLUCAO:

(a) Geometricamentes, temos

Yy
P=(3,3)
= (2,2)
7

B

x

0 = (0,
A=(-1,-1)

Como 1@ e O? sdo segmentos orientados equivalentes (mesma dire¢do, sentido

e comprimento), temos « igual a v, i.e., U = U
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Exemplo 1.5

(b) Em coordenadas,

“f] +-f]

Portanto, as coordenadas sao iguais, i.e., u = v.

Definicao 1.7: Vetores iguais

o Dois vetores w,v € V™ sao ditos iguais quando correspondem a segmentos
orientados equivalentes, isto ¢, que possuem o mesmo comprimento, direcao e

sentido.

e De maneira equivalente, em coordenadas, dados u, v € R”, temos u = v quando

u; = v; para todo i =1,2,... n.

Ao pensar em vetores como deslocamentos, é natural imaginar o movimento de uma
particula no plano. Se ela percorre primeiro um vetor e depois outro, o resultado é um

unico deslocamento equivalente, que corresponde a soma desses vetores.

Exemplo 1.6

Considere os pontos O = (0,0), P = (1,2) e @ = (2,1). O segmento orientado (ﬁ%

¢ um representante do vetor i, enquanto O() é um representante do vetor .

(a) Construa o paralelogramo OPRQ, em que R = (3,3).
(b) Qual segmento orientado vocé acredita representar a soma @ + U7

(¢) Determine as coordenadas de @, v e 4+ . O que vocé observa?

SOLUCAO:

(a) Geometricamente, temos:
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Exemplo 1.6

0:(0,0)[ v

(b) Note que o segmento orientado ﬁ é equivalente ao segmento orientado @
Assim, se uma particula parte de O, desloca-se até P e depois segue por
ﬁ, alcancara o ponto R. De maneira analoga, como Cﬁ é equivalente a
OP, uma particula que va de O até () e em seguida percorra Cﬁ% também
chegara a R. Portanto, o segmento orientado O? representa o vetor u + ¥, pois
descreve o deslocamento resultante de seguir consecutivamente os caminhos que

representam u e .

(¢) Em coordenadas,

ff ol el

Portanto, a soma de vetores em R"™ corresponde a soma coordenada a coordenada.

Definicao 1.8: Soma de vetores

e Dados 1,7 € V", a soma 4 + U é definida como o vetor representado pela

diagonal do paralelogramo construido a partir de 4 e .

o De maneira equivalente, em coordenadas, a soma u + v dos vetores u,v € R" é

definida como

U1 V1 (51 + V1

U2 V2 Ug + Vo
utv=| |+ | =

Up Un Uy + Un
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Ao pensar em vetores como deslocamentos, é natural imaginar o que acontece quando
repetimos o mesmo deslocamento varias vezes. Se uma particula percorre duas vezes o
vetor 1, o resultado é um deslocamento equivalente a percorrer um unico vetor que tem o
mesmo sentido, mas comprimento dobrado. Essa ideia nos conduz a noc¢ao de multiplicagao

de um vetor por um escalar.

Exemplo 1.7

Considere os pontos O = (0,0), P = (1,2) e Q = (2,4). O segmento orientado
O? ¢ um representante do vetor 4. O segmento orientado O(@), por sua vez, é um

representante do vetor 2.

(a) Represente geometricamente 4 e 2.
(b) O que vocé observa quanto a diregao, sentido e comprimento desses vetores?

(¢) Determine as coordenadas de @ e 2.

SOLUCAO:

(a) Geometricamente, temos:

():(QO)[

(b) Observamos que 24 tem a mesma dire¢ao e sentido que i, mas o comprimento

[ ~f)

Portanto, multiplicar um vetor por um escalar corresponde a multiplicar cada

é o dobro.

(¢) Em coordenadas,

coordenada do vetor por esse escalar.
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Definicao 1.9: Multiplicagdo de um vetor por um escalar

e Dado v € V" e a € R, definimos a como o vetor que possui a mesma direcao
de , sentido igual ao de @ se a > 0 (oposto se o < 0), e comprimento |«| vezes

o comprimento de .

o Em coordenadas, se u € R", definimos

(51 auy

U2 QU9
au = o | =

Unp AUy,

A operacao de subtragdo de vetores nada mais é do que uma combinagao das operagoes

j& definidas de soma e multiplicagdo por escalar. De fato,
u—v=u+(—-1)v,

i.e., a soma de um vetor multiplicada por um escalar (—1).

Definicao 1.10: Subtragao de vetores

o Dados u,v € V", a subtracdo @ — v é o vetor obtido ao somarmos # com o

—

oposto de 7, isto é, @ — U := 4 + (—1)v.

o De maneira equivalente, em coordenadas, dados u, v € R", definimos

Uy U1 U — U
U2 V2 Ug — V2
Un, Un, Up — Up

As operacoes de soma de vetores e multiplicacdo por escalar obedecem a um conjunto

de propriedades fundamentais, que enunciamos a seguir sem demonstracao.
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Resultado 1.1: Propriedades em V"

Sejam u,v,w € V" e a, f € R. A soma de vetores e a multiplicacdo por escalar em

V™ satisfazem as seguintes propriedades:

A. Propriedades da soma de vetores

£y

1. Comutatividade: 4+ v =7+ 4.
2. Associatividade: (4 + ¢)+ W = d+ (U + o).

3. Elemento neutro: @+ 0 = .

4. Elemento oposto: i+ (—ii) = 0.

B. Propriedades da multiplicacao por escalar
1. Associatividade: «(fu) = (af)u.
2. Distributividade em relagao ao escalar: («a+ §)u = ai + .
3. Distributividade em relagdo ao vetor: «(d + ) = ot + av.

4. Elemento unidade: 14 = .

Resultado 1.2: Propriedades da soma e da multiplicagcao por escalar
Sejam uw,v,w € R"” e a, f € R. Valem as seguintes propriedades:
A. Propriedades da soma de vetores
1. Comutatividade: u+ v =v + u.
2. Associatividade: (u+v)+w=u+ (v+w).
3. Elemento neutro: u + 0 = w.

4. Elemento oposto: u+ (—u)=0.

B. Propriedades da multiplicagcao por escalar
1. Associatividade: «(fu) = (af)u.

2. Distributividade em relagdo ao escalar: (a+ §)u = au + fu.
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Resultado 1.2

3. Distributividade em relagao ao vetor: a(u+ v) = au + av.

4. Elemento unidade: 1lu = w.

O espago dos vetores V™ e o espago das coordenadas R™ munidos com a soma e o produto
por escalar definidos como anteriormente, por possuirem as propriedades enunciadas nos
Resultados 1.1 e 1.2, sao denominados espacos vetoriais. Qualquer conjunto munido com
uma soma e um produto por escalar que possua tais propriedades serd denominado espaco

vetorial.

Exemplo 1.8

Considere os seguintes vetores de R3:

Determine o vetor & € R3 tal que

32u+x) =2x — v.

SOLUCAO:

32u+x)=2x—vebutdr=2x—v
& 6u+3x — 2 = —v

S 6u+x=—v

& x = —v — 6u.
Substituindo os vetores dados:
4 3 —4 —18 —22
x=—|(0l—-6|-1|=|0|+] 6 |=] 6
1 0 —1 0 -1
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1.4.2 Produto interno, norma e angulo entre vetores

Querido e gentil leitor, até aqui exploramos operagoes fundamentais como a soma de
vetores e a multiplicagao por escalares, que garantem a estrutura de espago vetorial. No
entanto, muitas vezes desejamos ir além dessas operagoes basicas e comparar vetores em
termos de direcao, angulo ou comprimento. Para isso, introduzimos uma nova operacao,
chamada produto interno, que associa a cada par de vetores um niimero real. Esse nimero
nos permitira quantificar nogdes geométricas como ortogonalidade, projecao e magnitude,
estabelecendo uma ponte entre a algebra vetorial e a geometria.

Embora continuemos a recorrer, quando conveniente, a nocao geométrica de vetores
em V" para reforcar a intuicao, a partir deste ponto as defini¢oes e propriedades que nos
interessam serdo sempre formuladas em termos dos vetores de R™. Sempre que este autor
julgar necessario, retomaremos a perspectiva geométrica para esclarecer interpretagoes e

conexoes visuais.

Definicao 1.11: Produto interno canénico do R"

O produto interno de dois vetores u € R" e v € R" é definido como a soma do

produto de suas entradas, isto é,

U1
n
T .
U V= U o Up| | :U1U1+U2U2+‘“+Unvn:Z’Uivi'
i=1

Un

Observacao: Note que u'v = v'u.

As relagoes abaixo decorrem diretamente da definicdo do produto interno e serao

enunciadas sem demonstracao.
Resultado 1.3: Propriedades do produto interno
Sejam u,v,w € R" e a € R. Valem as seguintes propriedades:
I (u+v)'w=u"w+v w.

2. (au)"v =a(u'v).

1.4. ALGUMAS PROPRIEDADES BASICAS DE VETORES




Resultado 1.3

4. u'u > 0 para todo u # 0.

Exemplo 1.9
Sejam os vetores u, v € R? tais que

f] [

Determine o vetor w € R? tal que

ww=-1 ¢ v w=3.

SOLUCAO:

T
, temos

Tomando w =
Yy

uw=-1= [1 2} [x] =—-1l=2+2y=-1

Y
r+2y=-—1,
—r+y=3.

(z—2)+2u+y)=—-143 = 3y=2 = yz%.

va=3:>[—1 1] H =3=-—r+y=3.

O sistema a resolver é

Somando as equagoes, temos

Substituindo em —z + y = 3, segue que

—x—i-%:?) = —x:% = r=—

Wl
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Exemplo 1.9

Portanto,

O produto interno é uma operagao que enriquece o espago vetorial: com ele, podemos

falar de comprimento de vetores, de angulos entre vetores e de ortogonalidade.

A norma de um vetor © € R” é o niimero real nao-negativo dado por

n
lull = o +ud ot = | u? = VuTu,
i=1

Exemplo 1.10

Considere em V2 o vetor # representado pelo segmento orientado que tem origem
em O = (0,0) e extremidade em P = (3,4).

(a) Qual é a norma de @ ou, equivalentemente, a norma de u?

(b) Como essa norma se relaciona com o comprimento do segmento Oﬁ?

SOLUCAO:
(a)

Jull = VTP
=v9+16

(b) Portanto, a norma do vetor @ é igual a 5, que corresponde exatamente ao
comprimento do segmento 075 no plano cartesiano (verifique, basta utilizar o

teorema de Pitdgoras).
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T2

T |--------------+

X
T

]| = /% + 23

Figura 1.7. Representagao geométrica da norma (ou comprimento) do vetor x.

Exemplo 1.11

Seja u € R™ um vetor e a € R um escalar.

(a) Determine o vetor w € R tal que ||u| = 0.
(b) Determine a norma do vetor cu.
¢) Responda as seguintes perguntas:
g g
1) O que ocorre com o sentido do vetor u quando o multiplicamos por um
q q p p

escalar o > 07

(17) O que ocorre com o sentido do vetor w quando o multiplicamos por um

escalar oo < 07

(i71) O que ocorre com o tamanho do vetor u quando o multiplicamos por um

escalar oo > 17

(iv) O que ocorre com o tamanho do vetor u quando o multiplicamos por um
escalar 0 < a < 17

(v) O que ocorre com o tamanho e com o sentido do vetor w quando o

multiplicamos pelo escalar o = ”71”?

SOLUCAO:

(a)

i=1

n n
|lul| =0 < ZU?ZO & Zu?zo & uf:O paratodoi=1,...,n
\ i=1
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Exemplo 1.11

< u; =0 paratodoi=1,....,n & u=0.

n n
law] = | > _(aw)? = |3 ouf = Va2, | 3 uf = |of[ul.
i=1 i=1

i=1
(¢) (1) Se a> 0, cria-se um novo vetor au com o mesmo sentido de wu.

(i1) Se a < 0, cria-se um novo vetor cr com o sentido oposto ao de u.

(13i) Se ao > 1, cria-se um novo vetor cu com tamanho maior que o de wu.
(iv) Se 0 < av < 1, cria~se um novo vetor au com tamanho menor que o de
u.
(v) Se a = ||TllH’ cria-se um novo vetor au com o mesmo sentido de u e cujo
tamanho é
foull = fallfull = o flull = 1
[

Definicao 1.13: Vetor unitario e normalizacao

o Todo vetor u € R” tal que ||u|| = 1 é dito vetor unitdrio.

o Todo vetor u € R™ pode ser normalizado, i.e., transformado em um novo vetor

cuja norma € igual a 1.

A normalizagao do vetor u é feita multiplicando-o pelo escalar m, isto é,

u

[l

que tem norma 1 (ver Exemplo 1.11).

Um vetor unitario nada mais ¢ do que um vetor com comprimento igual a 1, isto é,
|lu| = 1. Sua utilidade aparece especialmente quando nos interessa a dire¢do de um vetor e
nao o seu tamanho. Pense, por exemplo, em duas setas: uma pequena e outra grande, ambas
apontando exatamente para o mesmo lado. Apesar de terem comprimentos diferentes,
elas “mostram o mesmo caminho”. Ao normalizarmos os vetores, i. e., transforma-los em

vetores unitarios, eliminamos essa diferenca de escala e passamos a trabalhar apenas com
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a orientacao. Isso é muito 1til quando queremos comparar diregoes, ja que o tamanho
deixa de influenciar na analise, como se estivéssemos apenas observando para onde cada
seta aponta, sem nos preocuparmos com o quanto ela se estende.

O préximo conceito geométrico é o de angulo entre vetores. Para introduzir o conceito,

considere dois vetores genéricos do plano

X U1
T = , ey = .

Sejam O? e Oﬁ segmentos orientados representantes do vetor w e do vetor v, ambos
com origem na origem O = (0,0) e com extremidades P = (x1,22) e @ = (y1,%2),

respectivamente, tais como representados na Figura 1.8.

—4

)

Figura 1.8. Representacio geométrica do angulo @ entre dois vetores x e y de R2.

A partir da figura, € é o angulo entre os segmentos orientados O? e @, 0, é o angulo
entre o segmento orientado O? e o eixo das abscissas e 6, é o dngulo entre o segmento
orientado Oﬁ e o eixo das abscissas. O angulo 0 pode, portanto, ser representado como a
diferenca entre os angulos ¢, e #,. Considerando os triangulos retangulos OPR e OQS,

temos, pela definicao de cosseno e seno,

(9 ) T T . (9 ) T2
cos(ty) = = ; S1{ Uy )
Jrr+a2 ||

n (1 . Y2
cos(fy) = = ) sin(fy) = ——.
VY3 + Y3 lyll [yl

Como 0 = 05 — 04,

cos(6) = cos(fy — 1) = cos(bs) cos(#y) + sin(fs) sin(6;).

Substituindo as expressoes acima
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T1Y1 TaYa  T1Y1 + T2l

cos(0)

Al iyl el iyl el ly]
ou seja,
_ 'y

e llyll

Portanto, o angulo entre dois vetores pode ser determinado a partir do produto interno

cos(f)

entre eles, normalizado pelos seus comprimentos.

O dngulo entre os vetores u € R" e v € R" é o angulo 6 € R tal que

’U,T’U

s = Taloll

Exemplo 1.12

(a) Determine o dngulo 6 € R entre os vetores u € R” e —u € R".

(b) Seja
-1 4
|5 |3
S I S
—2 1

Determine o angulo 6 € R entre os vetores x e y.

(¢) Determine o angulo € R entre os vetores u € R" e v € R tais que u'v = 0.
SOLUCAO:
(@) )
u' (—u 1 &
cos(f) = =— ui = —1.
T =l ~ Tul?
Portanto,

0= (2k+1)m, VEk € Z.

(b) O comprimento dos vetores é
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Exemplo 1.12

SOLUCAO:

(b)

||| = \/(=1)2 + 52 + 22 + (—2)? = /34 ~ 5,83,
lyll = /42 + (=3)% + 02 + 12 = V26 ~ 5,10.

O produto interno é

'y = (—1)(4) +5(—3) +2(0) + (—2)(1) = —21.

Assim,
z'y —21 —21
cos(f) = = = ~ —0,706.

)= TeTlgl = VB1vE ~ 583510

Portanto,
0 ~ 135°.
() ]
cos(f) = vo _ 0 - 0.
Jwll lof|  [lull o]l

Logo,

9=(2k+1)%, Vk € Z.

Nesse caso, os segmentos orientados que representam @ e ¢ sao perpendicu-
lares (basta pensar no caso n = 2 para criar intuigao).

Os vetores u € R™ e v € R” sao ditos ortogonais quando

u v=0.
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T90°

u

Figura 1.9. Representaciao geométrica de dois vetores ortogonais w e v em R2.

A ortogonalidade entre dois vetores nao significa apenas que eles apontam para direcoes
distintas, mas sim que a diferenca entre suas dire¢oes é maxima no sentido de independéncia
geométrica: ao formar um angulo reto, um vetor ndo tem nenhum componente projetado
sobre o outro. E diferente do caso em que dois vetores formam 180F, pois ali eles continuam
sobre a mesma linha, s6 que em sentidos opostos. A intuicao é a de que vetores ortogonais
“abrem um novo eixo de variacao”, i.e., se um vetor descreve deslocamentos horizontais, o
outro descreve deslocamentos verticais, e nenhum pode ser construido a partir do outro.
E como caminhar em uma cidade planejada, onde uma rua vai do norte ao sul e a outra
do leste ao oeste; cada uma delas conduz a destinos diferentes sem interferéncia. Essa
propriedade é fundamental porque garante que a informagao carregada por cada vetor é
completamente independente. Na pratica, isso significa decompor fendmenos complexos
em partes mais simples, facilitando tanto os célculos quanto a interpretacao geométrica
dos problemas.

O conceito de angulo entre vetores é central na Estatistica, pois esta diretamente ligado a
ideias de correlacao, independéncia geométrica e projecao de variaveis em diferentes diregoes.
Por isso, enunciaremos e demonstraremos a seguir alguns resultados fundamentais, que
servirao de base para a compreensao de importantes resultados das disciplinas Estatisticas

que vocés verao nos proximos anos.

Resultado 1.4: Desigualdade de Cauchy—Schwarz em R"
Para quaisquer vetores u,v € R”, vale a desigualdade

uo| < Jlull|lv]-
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Resultado 1.4

DEMONSTRACAO:

Seja 6 € R o angulo entre os vetores u e v. Por definigao,

’U,T’U

cos(f)

el ol

Sabemos que, qualquer que seja 6 € R,

-1 < cos(f) < 1.

Logo,
u'v T
-1 < <1 & —Jull] <uwv < uflv]
[l [lv]]
Portanto,
o < Jlul o],
como queriamos demonstrar. O

Resultado 1.5: Desigualdade triangular em R"
Para quaisquer vetores u,v € R”, vale
lu+ol| < flul + vl

DEMONSTRACAO:

Pela definicado da norma induzida pelo produto interno, temos
lu+o]* = (u+v) " (u+v) = [Jul* +2u"v + [Jv]*.
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
u'v < [lull[lv].

Portanto,

1.4. ALGUMAS PROPRIEDADES BASICAS DE VETORES



Resultado 1.5

lu+ol* <l + 2llull [[o]] + [Jo]* = (Ju] + [l0])*.

Extraindo raizes quadradas positivas em ambos os lados, obtemos
lu+o| < [lull+ v,

como queriamos demonstrar. ]
A desigualdade triangular recebe esse nome porque pode ser interpretada geometrica-
mente: em qualquer tridngulo, o comprimento de um dos lados nunca excede a soma dos

comprimentos dos outros dois. Trata-se de um resultado classico da Geometria Euclidiana,

agora expresso em linguagem algébrica.

]l ]

A |lu + v|| B

Figura 1.10 Representagao geométrica da desigualdade triangular.

E fundamental que o leitor e a leitora desenvolvam a habilidade de demonstrar resultados
matematicos, pois esse exercicio estimula o raciocinio logico, a clareza de pensamento
e a capacidade de estruturar argumentos de forma rigorosa. Essas competéncias nao
se restringem ao campo da Matematica: elas se refletem em diversas esferas da vida
académica e profissional, ajudando na tomada de decisdes, na resolu¢do de problemas
complexos e na comunicacao de ideias com precisao. Nesse espirito, o préximo exemplo

sera apresentado como um exercicio de demonstracao.

Exemplo 1.13

Seja z € R™. Mostre que z é ortogonal a todo vetor v € R" se, e somente se,
z=0.
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Exemplo 1.14

DEMONSTRACAO:
Se z é ortogonal a todo vetor v do R", entao, em particular, isso vale para quando

v = z, logo

2lv=0=2"2=0=2=0.

Por outro lado, quando z = 0, temos, para todo v € R",

z'v=0v=0.

1.4.3 Distancia e projecao ortogonal entre vetores

Depois de compreendermos as ideias de angulo e ortogonalidade entre vetores, é natural
avangarmos para a nocao de distancia. Afinal, medir quao ?longe? dois pontos ou vetores
estao um do outro é tdo fundamental quanto entender a dire¢ao ou a independéncia entre
eles. Nesse contexto, uma norma em R"™ da origem a uma nocao de distancia em R",
permitindo quantificar de forma rigorosa a separacgao entre elementos. Essa nocao sera
central em Estatistica, pois fundamenta conceitos como proximidade entre observagoes,

agrupamento de dados e andlise de similaridade em espagos de alta dimensao.

Figura 1.11 Representacao da geométrica do vetor u — v, em que u e v sdo vetores de R?.
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A intuicdo geométrica da distancia Euclidiana é bastante clara: ela mede o comprimento
do segmento de reta que liga dois pontos ou, equivalentemente, a norma do vetor diferenca
entre eles. Se pensarmos em R?, dados dois pontos representados pelos vetores u e v,
podemos formar um triangulo em que o lado correspondente ao vetor u — v conecta
diretamente as duas posi¢oes. Assim, a distdncia Euclidiana nada mais é do que o
tamanho desse lado, ou seja, a menor distancia possivel entre w e v. Em R”, a ideia é a
mesma: mesmo que nao possamos “desenhar” o espaco em dimensoes maiores, a distancia
Euclidiana continua sendo a medida mais natural para quantificar o quao separados dois

pontos estao no espaco.
Definicao 1.16: Distancia Euclidiana em R"

Sejam u € R" e v € R". A distancia Fuclidiana entre w ¢ v ¢ um niimero real

d(u,v) maior do que 0 tal que

A funcao distancia d : R™ x R™ — [0, +00[ tal que
d(u,v) = lu—v|| = | > (u; —v;)?

=1

obedece a algumas propriedades fundamentais, que enunciamos a seguir sem demonstracao.
Portanto é um excelente momento para o leitor e a leitora testar suas habilidades de

demonstracao, tentando por si s6 provar as propriedades do Resultado 1.6.
Resultado 1.6: Propriedades da distancia em R"
Sejam u, v, w € R". A distancia Euclidiana d(-, -) satisfaz:
1. d(u,v) > 0.

2. Comutatividade: d(u,v) = d(v,u).

3. Desigualdade triangular:

d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).
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Exemplo 1.15

Considere os vetores do R?

(a) Calcule a norma de wu.
(b) Calcule a norma de v.
(¢) Determine o produto interno u'v.

(d) Determine o angulo € entre os vetores u e v.

(e) Calcule a distancia Euclidiana entre u e v.

(0,4)
I

SOLUCAO:

(a) Pela defini¢ao de norma,
Jul| = V32402 = V9 =3.

(b) De modo anéalogo,

|v|| = V02 +42 = V16 = 4.
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Exemplo 1.15

(¢) O produto interno é
uw'v=3-04+0-4=0,

i.e., u e v sao vetores ortogonais.

u'v
(d) Pelo fato de cos(f) = ———, temos
[l f|oll
0 T
COS(H)—37—O = 9—5

(e) A distancia Euclidiana entre u e v é

d(u,v) = |lu—v|| = /(3-0)2+ (0 —4)2 =9+ 16 = 25 = 5.

O Exemplo 1.15 é um caso particular de uma situacao mais geral, a qual exemplificamos
a seguir.

Exemplo 1.16: Teorema de Pitagoras em R"

Sejam u, v € R™. Mostre que

ulv <= du,v)=/|ul?+|v]>

Aqui utilizamos | para indicar que os vetores u e v sdo ortogonais.

SOLUCAO:
(=) Suponha que u | v. Entdo u"v = 0. Logo,
&*(u,v) = lu— | = [Ju]?* + [[v]|* = 2u"v = [Jul® + ||Jv]|*.

Portanto,
d(u,v) = \/[Jul* + [lv]]>.

(<) Reciprocamente, suponha que

d*(u,v) = [[ul* + [[v]*.
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Exemplo 1.16

Mas, em geral,

d(u,v) = [u— o] = [lu] + [[v]* - 2u"v.

Comparando as duas expressoes, obtemos —2u'v = 0, isto ¢é,
u v=0.

Portanto, v | v.
m

O resultado relatado no Exemplo 1.16 é precisamente o Teorema de Pitagoras expresso
em linguagem vetorial. Ele nos diz que, quando dois vetores sao ortogonais, a distancia
entre eles corresponde ao comprimento da hipotenusa do tridangulo retangulo formado,
cujo quadrado é a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos. Em outras palavras,
a classica relagao pitagorica da Geometria Euclidiana surge aqui de maneira natural a
partir do conceito de produto interno em R".

Caro e gentil leitor, agora vamos conectar a ideia distancia a outra nogao importante
dentro da Algebra Linear: a de projegio ortogonal. Para isso, comecemos por analisar a

Figura 1.12 a seguir.

Figura 1.12. Representacao geométrica da projecao ortogonal do vetor w sobre o vetor v
e do complemento ortogonal w fruto dessa projecao.

Note que se uma particula estd no ponto O para que ela possa se deslocar até o
ponto P, ela pode percorrer o segmento orientado (ﬁ% que representa o vetor w ou,
equivalentemente, ela pode se deslocar até o ponto P’ por meio do segmento orientado O P’
e, em seguida, percorrer o segmento orientado ]_3—’]_)3 para chegar ao ponto P. Dessa forma,
se o segmento orientado O—_>P’ é o representante do vetor proj,(u), o qual chamaremos
projegcao ortogonal de u sobre v, e ﬁ ¢é o segmento orientado representante do vetor

rej, (u), que denominaremos complemento ortogonal da projecio de u sobre v, entdo pe-
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la regra do paralelogramo (que usamos para definir soma de vetores), temos
u = proj, (u) + rej, (u).

Agora, vamos determinar a projecao do vetor u sobre o vetor v analisando a triangulo
retangulo OP’'P da Figura 1.12. Seja 6 € R o dngulo formado entre os segmentos orientados

? ~ - A A
OP e OP'. Logo, pela defini¢ao de cosseno em tridngulos retangulos, temos

cos(6) — IIPrij;'('mll_

Por outro lado, o cosseno do angulo formado entre o vetor u e o vetor v é

UT’U
h =2
0s(0) = ullol
oo Ty ||proj,(w)] T
u'v proj, (u , u'v
Falllol = Jul & MProbsll =gy

Note que o vetor proj,(u), que projeta o vetor u sobre o vetor v, esta sobre a mesma
reta suporte do vetor v, i.e., possui a mesma direcdo de v e, nesse caso, o0 mesmo sentido
também. Logo, proj,(u) = awv, para alguma o > 0, i.e., o vetor projecao proj,(u) sé

possui um tamanho diferente do vetor v. Para determinar «, fazemos

proj, (u)

[l

Logo, o vetor proj,(u) que projeto o vetor u sobre o vetor v é dado por

[proj, (w)[| = [law]| < [lproj, (w)|| = |af[[v]] & o =

proj,(u) = ’711 = Tl Tl

Antes de formalizarmos as defini¢oes, vale a pena interpretar geometricamente a ideia
de projecao. A projecao ortogonal de u sobre v pode ser pensada como a “sombra” de u
lancada sobre a reta que contém v. E como se disséssemos que, se © vivesse na mesma
reta suporte de v, entao a sua versao nessa reta seria exatamente a projecao. Por outro
lado, o complemento ortogonal (ou vetor rejeigao) representa a parte que “faltou” para que
u fosse idéntico a sua projegao: é o residuo que permanece perpendicular a v. Uma boa
analogia ¢ imaginar uma luz que incide sobre w na direcao perpendicular a v: a projecao
¢ a sombra sobre a reta, enquanto o complemento ortogonal é a distancia que separa u

dessa sombra.
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Definicao 1.17: Projegao ortogonal de um vetor do R” sobre outro

Sejam u € R" e v € R"™.
e O tamanho do vetor projecao de u sobre v é definido como

.
Hprojqu = M

o O wvetor projecio de u sobre v ¢ definido como

’U,T’U

v.
[ o]

Proj,u =

Definicao 1.18: Complemento ortogonal de uma projecao ortogonal

Sejam u € R" e v € R™. O complemento ortogonal (ou vetor rejei¢io) de w sobre
v é definido como
rej,u = U — pProj,u.

Exemplo 1.17

(a) Determine a projegao ortogonal do vetor

1
sobre o vetor de uns 1 = L]

e L Y

e, em seguida, o complemento ortogonal dessa projecao.

(b) Determine a projegao ortogonal do vetor

3 1
xr = [4] sobre o vetor de uns 1 = L]

e, em seguida o complemento ortogonal dessa projecao.

c ual é o tamanho da projecdo ortogonal entre dois vetores u e v do R™ que sdo
(c) Q projeg g q

ortogonais? E o tamanho do complemento ortogonal?
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1.5 Aspectos geométricos de uma amostra por meio de
conceitos de vetores

Dados multivariados surgem sempre que um investigador, buscando entender um
fenémeno fisico ou social, seleciona e observa p > 1 varidveis em n individuos, objetos ou
unidades experimentais. Consequentemente, os dados multivariados podem ser exibidos da

seguinte forma:

Variavel 1 (X;) Varidvel 2 (X3) --- Variavel k (Xj) --- Varidvel p (X))
Ttem 1: T11 T12 tee L1k s T1p
Item 2: To1 Too . Tok , Tap
Item j: Tj Tjo e Tk e Tjp
Item n: Tn1 T2 e Tnk T Lnp

em que xj; representa o valor da k-ésima varidavel X}, observada no j-ésimo item, para
todo1 <j<nel<k<np.

Assim, cada item da amostra pode ser representado por um vetor cujas entradas
correspondem aos valores observados das varidveis em estudo. Esse ponto de vista
geométrico é fundamental, pois permite explorar propriedades algébricas e espaciais dos
vetores, facilitando a interpretagdo de distancias, angulos e projecoes entre observacoes,
bem como a estrutura global do conjunto de dados.

Antes de prosseguirmos com a analise geométrica, é importante fixarmos algumas
notagoes que serao utilizadas ao longo do texto. Denotaremos por x; € R™ o vetor de
observagoes xj; da k-ésima varidvel Xy, 7 = 1,2,...,n, isto é, o conjunto de todas as
respostas registradas para aquela variavel em cada uma das n unidades amostrais. De forma
complementar, representaremos por ) € R? o vetor de observacoes xji, correspondente
ao j-¢ésimo individuo, £ = 1,2,...,p, ou seja, o conjunto de valores que esse individuo
apresenta para cada uma das p variaveis observadas. Essas duas perspectivas, por variaveis
e por individuos , serao fundamentais para compreendermos tanto a estrutura dos dados
quanto as interpretagoes geométricas que delas decorrem.

Quando trabalhamos com muitos dados de uma sé vez, fica dificil enxergar padroes
s6 olhando para os nimeros brutos (observacdes). E ai que as estatisticas descritivas
entram em agao - elas sdo como resumos numeéricos que capturam as informagoes mais

importantes de forma organizada. A média, por exemplo, nos diz qual é o valor central do
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conjunto, enquanto medidas como a variancia mostram o quanto os dados variam em
torno dessa média. Nesta secao, vamos focar em trés tipos desses resumos: (i) os que
mostram onde os dados se concentram (como a média), (77) os que indicam o espalhamento
dos valores (como a variancia), e (i) os que revelam relagdes lineares entre varidveis
(covariancias e correlagbes de Pearson). Sao ferramentas simples, mas poderosas, para

comecar a entender qualquer conjunto de dados.
1.5.1 O vetor de médias amostrais e a projecao ortogonal

Quando coletamos n medigoes iy, Tok, ..., Ty da varidvel X calculamos a média

amostral xj, da seguinte maneira

Tip+ T+ T 1T
T = = Z.’Bjk,
n =
qualquer que seja k = 1,2,...,p. A média x; representa um valor central de X; na

amostra coletada. As p médias amostrais podem ser organizadas em vetores.

Definicao 1.19: Vetor de médias amostrais em R”

Considere que n observagoes Ty, Tog, - - -, Tnk foram realizadas em cada uma das
variaveis X, k =1,2,...,p. O vetor de médias amostrais é o vetor & € RP tal que
T
_ T
T =
Lp

Exemplo 1.18

Considere uma pesquisa interessada em estudar duas variaveis de interesse: saldo
da conta bancéria (X;) e valor da fatura do cartao de crédito (X3). Considere ambas
as variaveis medidas em milhares de reais. Os vetor de observacgoes referentes as

variaveis sao dados a seguir:

4 1
x = |—1 e o= |3
3 5
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Exemplo 1.18

(a) Determine os vetores de observacdes £V, z(® e 2 referentes as unidades

amostrais.
(b) Determine o vetor de médias .

(c¢) Represente, em um sistema cartesiano de coordenadas em E?, os vetores de

observagoes referentes as unidades amostrais juntamente com o vetor de médias.

(d) Represente, em um sistema cartesiano de coordenadas em E3, os vetores de

observagoes referentes as variaveis.
SOLUCAO:

(a) Os vetores de observagoes referentes as unidades amostrais sao:

BV b B S e I L
1 3 5

(b) O vetor de médias é:

_ 3 2
T = = .
1+3+5 3
3

(c) Os vetores de observagoes referentes as unidades amostrais juntamente com o

vetor de médias podem ser representados em E? da seguinte maneira

Fatura

D

(@1
S

=~

@

2)

[\

—_
<9

Saldo
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Exemplo 1.18

(d) Os vetores de observagoes referentes as variaveis podem ser representados em

E? da seguinte maneira

o)

€

X4

Exemplo 1.19

Considere uma pesquisa interessada em estudar duas variaveis de interesse: valor

de mercado atual de uma casa (X;) e tamanho de uma casa (X3). Considere a varidvel

X, medida em milhares de reais e a varidvel X5 em m?2.

400 100
100 20

T = (§ T = .
700 200
900 150
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Exemplo 1.19

(a) Determine os vetores de observacoes M), £ x®) e xWreferentes as unidades

amostrais.
(b) Determine o vetor de médias .

(c¢) Represente, em um sistema cartesiano de coordenadas em E?, os vetores de

observagoes referentes as unidades amostrais juntamente com o vetor de médias.

(d) Represente, em um sistema cartesiano de coordenadas em E* os vetores de

observagoes referentes as variaveis.
SOLUCAO:

(a) Os vetores de observagoes referentes as unidades amostrais sao:

2 _ 400 C. 100 RO 700 e 2= 900 .
100 50 200 150

(b) O vetor de médias é:
_ 525
T = :
125

(c) Os vetores de observagoes referentes as unidades amostrais juntamente com o

vetor de médias podem ser representados em E? da seguinte maneira:

1.000 Tx7a1 1
y I valor de 1mercado
o (4

jan}
an}

o

D
jan}
an}

N
S
[@n)
=

[\]
jan}
an}

—

‘amanho

50 100 150 200 250
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Exemplo 1.19

(d) Af é pedir demais! Nao conseguimos representar os vetores de observagoes

referentes as varidveis, pois em E* perdemos o apelo geométrico.

Apos termos definido o vetor de médias e explorado alguns exemplos, podemos agora
interpretar esse conceito de forma geométrica. Considere o vetor de observagoes associado
a variavel Xy, dado por

L1k
L2k
L —

Lk

Quando projetamos xj sobre o vetor de uns 1, estamos essencialmente calculando quanto
do “contetido” de x;, estd alinhado com a direcdo de 1. Em outras palavras, se os valores
observados x; da variavel X pertencessem a mesma reta suporte do vetor de uns 1, entao
ele seria o vetor projecdo de xj sobre o vetor de uns 1. O tamanho dessa projecao é

proporcional & média amostral. De fato,

1

||pr0j1wk|| ||1 Zl‘]k nxk;

em que Ty ¢ a média das observagoes de Xj. Ja o vetor projecao é dado por

x. 1

1= ZL‘kl
R

proj; &y =

Portanto, a média amostral T, pode ser entendida como o miiltiplo do vetor de uns
necessario para que xy seja projetado na direcao de 1. Em outras palavras, a média é o
fator de escala que transforma o vetor de uns no ponto que melhor representa @x; sobre

essa reta de referéncia.

Exemplo 1.20

(a) Determine a projegao ortogonal do vetor

N[ =

1
x = sobre o vetor de uns 1 = L]

IS

e, em seguida, o complemento ortogonal dessa projecao.
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Exemplo 1.20

(b) Determine a projegao ortogonal do vetor

1
T = E] sobre o vetor de uns 1 = L]

e, em seguida, o complemento ortogonal dessa projecao.
SOLUCAO:

(a) A projecao ortogonal de @ sobre 1 é dada por

. xz'1l
projy (z) = Wl-

Temos L1 3

T 2 2 2

l1=—+4+-=- 1f=1"+1"=2.

zl=c+ =7 |1l +

Portanto,
i@ — 4[] 31 :

O complemento ortogonal é

I T

2
1
0j1(z)
T — Proj
T
1
Note que
3
proj; () = rl = gl.
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(b) A projegao ortogonal de & sobre 1 é dada por

, z'1l
projy (z) = NE L

Temos
x'1=3+4=T7, 112 =12+1*=2.
Portanto,
=Tt ;
ro == =
projy 2 1 7
2

O complemento ortogonal é

3 7 1
. 2 2
x—projy(®) = | | = | | =
4 T 1
2 2
2
T
‘. & — proj
proj; ()
1
Note que
7
proj;(x) =zl = 51.

1.5.2 O vetor de desvios

Ao estudarmos a média amostral, vimos que ela pode ser interpretada como a projecao
dos dados sobre o vetor de uns. A média fornece, em certo sentido, uma “posicao central”
dos dados. Agora vamos dar um passo além: em vez de olhar apenas para essa posi¢ao

central, queremos analisar como cada observacao se afasta da média. Para isso, introduzi-
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introduzimos o vetor de desvios, que nada mais é do que o vetor que contém as diferencas
entre cada observagao e a média da variavel correspondente. Em termos geométricos, isso
equivale a centralizar os dados. Quando temos duas varidveis (R?) envolvidas no estudo,
centralizar os dados significa deslocar a nuvem de pontos de forma que a média fique
posicionada exatamente na origem do sistema de coordenadas. Isso significa transladar o
grafico de dispersao para que o “centro” dos dados coincida com o ponto (0, 0).

Essa ideia de centralizacao é fundamental em Estatistica. Ao trabalhar com os dados
centralizados, eliminamos o efeito do deslocamento absoluto e passamos a enxergar apenas
as variagoes em torno da média. Isso serd essencial, por exemplo, quando estudarmos
medidas de dispersao, correlagdo entre varidaveis e, futuramente, a padronizacao, em
que além de centralizar dividimos os desvios pelo desvio-padrao para obter variaveis
comparaveis em diferentes escalas. Nas proximas defini¢goes, formalizamos o conceito de
vetor de desvios e mostramos como ele se organiza tanto para cada variavel quanto para

cada unidade amostral.

Definicao 1.20: Vetor de desvios

Considere uma pesquisa interessada em estudar as variaveis X, X, ..., X,. Para
todo k =1,2,...,p, o vetor d;, € R" tal que

Tk — Tk

Top — Tk
d, =

Tnk — Tk

é o vetor dos desvios das observagoes da variavel X em relacao a sua média 7.

Assim, dj nos mostra como cada valor da variavel X, se afasta da média. Outra
maneira de enxergar a centralizacao é olhar nao variavel por variavel, mas sim unidade
por unidade, isto é, observar como as p variaveis de um mesmo individuo se ajustam em

relacdo as suas respectivas médias.
Definicao 1.21: Vetor de observacoes ajustado pela média

Considere uma pesquisa interessada em estudar as varidveis X, Xs,...,X,. O

vetor de observacies ajustado pela média x'0) € RP para a unidade amostral j é
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Definicao 1.21

Em outras palavras, ') corresponde ao vetor de caracteristicas do individuo j, mas
centralizado em relagdo as médias de cada varidvel. Geometricamente, isso significa que o
ponto ') representa a posicio ajustada do individuo j em um sistema de coordenadas

cujo centro é a média das variaveis.

Exemplo 1.21

Considere uma pesquisa interessada em estudar duas variaveis de interesse: saldo
da conta bancaria (X7) e valor da fatura do cartao de crédito (X3), ambas medidas

em milhares de reais. Os vetores de observacoes referentes as variaveis sao:

(a) Determine os vetores de desvios da média para cada uma das varidveis.

(b) Represente no sistema cartesiano de coordenadas o grafico de pontos localizando

w(l)’ w(2)7 w(g) ex.
(¢) Represente no sistema cartesiano de coordenadas o grafico de pontos localizando
w/(l)’ .’1}/(2), wl(?)) ex.
SOLUCAO:

(a) Como Ty =2 e Ty = 3, temos:

4 -2 2 1-3 -2
di=|-1-2| =1]-3 e dy=1|3-3| =
3—2 1 5—3
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Portanto, os vetores de observagoes ajustados pela média sao:

21 — 2 : 2@ — —3 , '3 — 1 , T = 0 )
—2 0 2 0

2@ 7

)

Podemos agora fazer uma conexao direta com a se¢do anterior, em que discutimos a

projecao ortogonal de um vetor de dados sobre o vetor de uns. Recorde que, para a varia-
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vel X}, o vetor de observagoes é
Tk

Lok
L =

Tnk

Sua projecao sobre o vetor de uns é dada por
proj, (zx) = 71,

em que Ty ¢ a média amostral da varidavel Xj.

O que acontece se retirarmos de x; exatamente essa projecao? O vetor resultante é
T — Til,

que, por definicao, é o vetor de desvios

Tk — Tk

Tog — Tk
d, =

Tk — Tk

Portanto, o vetor de desvios d; pode ser interpretado como o complemento ortogonal
da projecao de x; sobre o vetor de uns 1. Em outras palavras, decompomos o vetor
de observagoes em duas partes: uma componente alinhada a diregdo de 1 (a média
multiplicada pelo vetor de uns) e uma componente ortogonal a essa dire¢ao (os desvios em

relacdo a média). Essa decomposicao é ilustrada geometricamente na Figura 1.13.
2

Ly

dj,

o] 71

Figura 1.13. A decomposicao do vetor de observacoes x, da varidvel X em duas
componentes: o vetor z;1, que a projecao ortogonal de xj sobre 1, e dj, que ¢é o vetor de

desvios.
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Assim, cada vetor de dados pode ser decomposto em
Ty = Tl + d,

mostrando claramente a relacdo entre média e desvios: a média concentra a informacao
sobre a posi¢ao central, enquanto o vetor de desvios concentra a informacao sobre a

variabilidade em torno dessa posic¢ao.

Exemplo 1.22

Considere o mesmo problema do Exemplo 1.21. Decomponha os vetores de

observagoes relativos as variaveis @ e @, em suas componentes de médias e de desvios.

SOLUCAO:

Para a variavel X, temos

T, =711 +dy,
com
1 2 4 2 2
T11=211| = |2], di=|-1|— 12| =1]-3
1 2 3 2 1
Para a variavel X5, temos
Ty = Tol + ds,
com
1 3 1 3 —2
T2l =3 (1| = |3], dy= (3| —13|=1]0
1 3 5 3 2
Portanto, a decomposicao final fica:
2 2 4 3 —2 1
T = 2|+ |-3|=|-1], To= 3|+ |0 | =1|3
1 3 3 2 5

Essa decomposicao mostra a ideia discutida de que cada vetor de dados pode ser
escrito como a soma de uma parte totalmente alinhada com o vetor de uns (a média)

e uma parte ortogonal a ele (os desvios).
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1.5.3 Variancia amostral e a norma do vetores de desvios

Na segao anterior, introduzimos o vetor de desvios como a parte do vetor de dados

que representa o quanto cada observacgao se afasta da média. Cada entrada de d; mede,

portanto, essa distancia individual em relacao a média 7. Naturalmente, surge a seguinte

questao: como podemos resumir em um tnico nimero o “tamanho global” dessas variagoes

em torno da média? A resposta estd na varidncia amostral. Ela nada mais é do que

uma medida associada ao comprimento (norma) do vetor de desvios. Quanto maior for a

norma de dj, maior serd a variabilidade dos dados da varidvel X em torno da sua média.

Essa é justamente a ideia central por tras da variancia, i.e., transformar a informagao de

todos os desvios em uma medida tnica de dispersao.

Definicao 1.22: Varidncia amostral

Considere uma pesquisa interessada em estudar as variaveis X, Xo, ..., X,,. Quando
coletamos n medicoes x1x, Tog, . . . , Tnx da variavel X, calculamos a variancia amostral

o da seguinte maneira

n

1
- 2 _ E : )2 _
Skk —*HdkH = — (xjk—xk) y /{—1,2,...,}?.
n n =
7=1
Em outras palavras, a variancia amostral da variavel X, é proporcional ao quadrado

da norma do seu vetor de desvios em relacao a média.

E importante destacar trés pontos sobre o calculo da variancia amostral:

1. Divisor n vs n — 1: Embora tenhamos usado n no denominador, muitos livros
utilizam n — 1. Essa diferenca é especialmente relevante quando trabalhamos com
poucos dados (pequeno n), pois o termo n— 1 corrige uma tendéncia de subestimacao
da variancia real da populacao. As duas versoes da varidncia amostral serdo sempre

diferenciada.

2. Notacgao si,: Quando organizamos as variancias de multiplas variaveis em uma
matriz (ver proximo capitulo), usamos a notagao sy para a varidncia da k-ésima
variavel. Isso ajuda a identificar claramente a posi¢cdo de cada medida na tabela,
mantendo a equivaléncia s; = s;. Por exemplo, numa pesquisa com peso (Xi)
e altura (X3), terfamos s1; para a varidncia dos pesos e Sgo para a variancia das

alturas.

3. Desvio-padrao ,/sg;: Enquanto a varidncia (sg;) mede a dispersdao nos dados em
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unidades ao quadrado (ex.: cm? se medirmos altura), o desvio padrio (\/sp) traz
essa medida de volta para a escala original dos dados (cm, no caso da altura), o

permite uma comparacao direta com os dados originais.

Assim, pensar a varidncia como proporcional ao tamanho do vetor de desvios ajuda a
enxergar a interpretacao geométrica: vetores de desvios mais longos representam variabili-
dade maior, enquanto vetores mais curtos representam dados mais concentrados em torno

da média.

Exemplo 1.23

Considere o mesmo problema do Exemplo 1.21, no qual observamos as variaveis
X (saldo da conta bancéria, em milhares de reais) e X, (valor da fatura do cartao
de crédito, em milhares de reais) em n = 3 individuos. Os vetores de observacoes

relativos as variaveis sdo, respectivamente,

(a) Para cada uma das varidveis, determine o tamanho do vetor de desvios.

(b) Utilize o item (a), para encontrar a varidncia amostral e o desvio-padrao amostral

de cada variavel.

(¢) Qual varidvel apresenta maior variabilidade? Essa comparagao da variabilidade

das duas variaveis ¢é justa? Por qué?

SOLUCAO:

(a) Os vetores de desvios sao dados por

dk:zck—fkl, ]{721,2

Para a variavel X, temos

Logo,
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4-—-72 2
d=|-1-2| =|-3].
3—2 1

Assim, o tamanho do vetor de desvios é

ldu]| = /22 + (=3)2 + 12 = V14,

Para a varidvel X, temos

Logo,

Assim, o tamanho do vetor de desvios é

ldall = \/(=2)2 + 02 + 22 = V.
(b) A varidncia amostral é dada por
1 2
Skk = _Hdk:” ) k= 1,2,
n

e o desvio-padrao amostral por

1
VSer = —=||dgl|.
Skk \/ﬁH Al
Para X;:
1 14 1
S11 = 5(14) = ? ~ 4, 67, V11 = %\/ﬁ ~ 27 16.
Para Xs: . g 1
=-8)=5~2 = —=Vv38=~1,63.
s =2(8) =3 X267, Vo \/g\/é ,63
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(¢) Comparando as variancias e desvios-padrao, concluimos que a varidvel X (saldo
da conta bancéria) apresenta maior variabilidade do que X, (valor da fatura do
cartao). No entanto, essa comparagao nao é inteiramente justa porque as duas
varidveis estao medidas na mesma unidade (milhares de reais), mas poderiam
estar em escalas diferentes. Por isso, em situagoes gerais, é comum utilizar

medidas relativas como o coeficiente de variagao.

Comparacao dos comprimentos dos vetores de desvios

>

|| =

Exemplo 1.24

Considere o mesmo problema do Exemplo 1.19, no qual observamos as variaveis X3
(valor de mercado atual da casa, em milhares de reais) e Xy (tamanho da casa, em
m?) em n = 3 diferentes individuos. Para esses individuos, os vetores de observagoes

relativos as variaveis sao, respectivamente,

400 200
L1 = 100 € Lo = 100
700 300

(a) Para cada uma das varidveis, determine o tamanho do vetor de desvios.
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(b) Utilize o item (a), para encontrar a varidncia amostral e o desvio-padrao amostral

de cada variavel.

(¢) Qual varidvel apresenta maior variabilidade? Essa comparacao da variabilidade

das duas variaveis é justa? Por qué?
SOLUCAO:

(a) Os vetores de desvios sdo dados por

d, = x — T 1, k=1,2.

Para a varidavel X; (valor de mercado da casa), temos

400 4 100 + 700 1200

Logo,
400 — 400 0
dy = |100 —400| = |—300] .
700 — 400 300

Assim, o tamanho do vetor de desvios é

ldy || = /0% + (—300)2 + 3002 = /180.000 ~ 424, 26.

Para a varidvel X, (tamanho da casa), temos

200 + 100 + 300 600

To = = — = 2 .
Logo,
200 — 200 0
dy; = [100 —200| = |—100] .
300 — 200 100

Assim, o tamanho do vetor de desvios é

lds]| = /02 + (—100)2 + 1002 = v/20.000 ~ 141, 42.
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(b) A varidncia amostral é dada por
1 2
Skk = _||dk|| 5 k= 1725
n

e o desvio-padrao amostral por
S = .
V/ Skk N dy,
Para Xi:

1 1
S11 = 5(180.000) = 60.000, VS11 = ﬁ(424'26) R 244, 95.

Para Xs:

1 1
= —(20.000) = 6.666, 67 \/S99 = —=(141.42) =~ 81, 65.
5922 3( ) 3 ) 522 \/g( ) 9

Comparacao dos comprimentos dos vetores de desvios de X; e X,

di) ||d:|| = /180,000
dj, [|do| = /20,000

y

Comparando as duas varidveis, observamos que X; (valor de mercado da casa)

apresenta maior variabilidade, tanto pela variancia quanto pelo desvio-padrao.
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No entanto, essa comparacao direta nao é justa, pois as duas variaveis estao
em unidades e escalas diferentes: X, estd em milhares de reais, enquanto X,
estd em metros quadrados. Varidncias maiores podem simplesmente refletir a
unidade de medida utilizada e nao necessariamente maior dispersao relativa.
Para uma comparacgao justa, é necessario recorrer a medidas adimensionais,

como o coeficiente de variacao.

1.5.4 Covariancia amostral e o produto interno entre vetores de

desvios

Na se¢ao anterior, vimos que a variancia amostral de uma varidavel X pode ser entendida
como uma medida da intensidade dos desvios em relacao a média, isto é, estava diretamente
associada a norma do vetor de desvios dj. Essa interpretagao geométrica mostra que
quanto maior for o comprimento de dj, maior sera a variabilidade da variavel.

Um passo natural agora é estudar a relagao entre duas variaveis, digamos X; e X. Para
isso, em vez de considerar apenas o tamanho de um vetor de desvios, analisamos o produto
interno entre dois vetores de desvios, d; e di. Do ponto de vista geométrico, o produto
interno esta ligado ao angulo entre os vetores: se eles apontam em dire¢oes semelhantes, o
produto interno sera positivo; se apontam em diregoes opostas, sera negativo; e se forem
ortogonais, o produto interno sera nulo. Do ponto de vista estatistico, essa ideia se conecta
diretamente a nocao de covariancia, que mede a tendéncia da nuvem de pontos em um
diagrama de dispersao: valores positivos indicam que as variaveis tendem a crescer juntas,
valores negativos indicam que uma cresce enquanto a outra diminui, e valores proximos de

zero sugerem auséncia de relagao linear.

Definigao 1.23: Covariancia amostral

Considere uma pesquisa interessada em estudar as varidveis X, Xs, ..., X,. Quando
coletamos n medigoes x1, Tog, - . . , Tni da variavel Xy, calculamos a covariancia amos-

tral entre duas dessas variaveis, digamos X; e X, da seguinte maneira

1 1&
Sik = *d;rdk = — Z(ZL‘]Z — Tz)(l']k — fk),
n ni=
emquet=1,2,...,pek=1,2,...,p. Em outras palavras, a covariancia amostral

1.5. ASPECTOS GEOMETRICOS DE UMA AMOSTRA POR MEIO DE CONCEITOS DE
VETORES




Definicao 1.23

entre as variaveis X; e X é proporcional ao produto interno dos seus vetores de

desvios d; e d,.

dk’, dZ
i
Angulo agudo Angulo reto Angulo obtuso
Crescente Sem tendéncia Decrescente

Figura 1.14. A covariancia amostral e o angulo entre os vetores de desvios. O angulo
agudo entre os vetores de desvios implica que o produto interno entre eles sera positivo e
a nuvem de dispersao tera tendéncia crescente. O angulo reto entre os vetores de desvios
implica que o produto interno sera zero e a nuvem de dispersao nao tera um padrao linear
evidente. O angulo obtuso entre os vetores de desvios implica que o produto interno entre

eles sera negativo e a nuvem de dispersao terd tendéncia decrescente.

Exemplo 1.25

Considere o mesmo problema do Exemplo 1.21, no qual observamos as variaveis
X (saldo da conta bancéria, em milhares de reais) e X, (valor da fatura do cartao
de crédito, em milhares de reais) em n = 3 individuos. Os vetores de observagoes

relativos as variaveis sao, respectivamente,

(a) Determine o produto interno entre os vetores de desvios associados as varidveis

X1 e X5. Apresente a interpretagao geométrica do valor obtido.
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(b) Utilize o item (a), para encontrar a covaridncia amostral entre X; e Xy. Apre-

sente a interpretacao estatistica do valor obtido.

(¢) Represente em um plano cartesiano dos vetores desvios associados as varidveis
Xl e XQ.

(d) Faga o diagrama de dispersdo relativo as varidveis X; e Xy, i.e., represente,
em um sistema de coordenadas de E?, os vetores de observacoes referentes as

unidades amostrais.
SOLU CAO:

(a) Primeiramente, calculamos os vetores de desvios de cada varidvel.

Para X; (saldo da conta bancéria), temos

7:—:7:2‘
. 3 3
Logo,
4—2 2
d1: —1-2|=1(-3
3—2 1

Para X, (valor da fatura do cartao de crédito), temos

L Lsts 0,
3 3
Logo,
1-3 2
dyy=|3-3| =10
5 — 2

O produto interno entre os vetores de desvios é

didy = (2)(—2) + (=3)(0) + (1)(2) = =4+ 0+ 2 = 2.

Interpretagcao: O produto interno negativo indica que os vetores de desvios

formam um angulo obtuso.
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(b) A covaridncia amostral é dada por

1 1 2
T
812:—d d2:— —2) = ——.
“ddy = (-2 =
Interpretacao: O valor negativo da covariancia amostral sugere que se existir
uma relagao linear entre as variaveis X; e Xy a nuvem de dispersao tera uma

tendéncia decrescente.

(c)

Observagdo: A figura ilustra a ideia de angulo obtuso entre os vetores, consistente

com o produto interno negativo.

(d)

Fatura do cartido de crédito

a:f?’)

) S ‘

.w(l)

> Saldo bancario

Observacao: O diagrama de dispersao que outras medidas devem ser calculadas

para estar mais certos da tendéncia linear da nuvem de dispersao.
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Considere o mesmo problema do Exemplo 1.19, no qual observamos as variaveis X;
(valor de mercado atual da casa, em milhares de reais) e X, (tamanho da casa, em
m?) em n = 3 diferentes individuos. Para esses individuos, os vetores de observagoes

relativos as variaveis sao, respectivamente,

400 200
x1 = | 100 e x = [100
700 300

(a) Determine o produto interno entre os vetores de desvios associados as varidveis

X e X5. Apresente a interpretagdo geométrica do valor obtido.

(b) Utilize o item (a), para encontrar a covaridncia amostral entre X; e Xy. Apre-

sente a interpretagao estatistica do valor obtido.

(¢) Represente em um plano cartesiano dos vetores desvios associados as variaveis
Xl e XQ.

(d) Faga o diagrama de dispersdo relativo as varidveis X; e Xy, i.e., represente,
em um sistema de coordenadas de E?, os vetores de observacoes referentes as

unidades amostrais.

SOLUCAO:
(a) Primeiro, determinamos as médias amostrais:

_ 400+ 100 + 700 ~ 200 4 100 + 300

1 3 = 400, X 3 = 200.
Os vetores de desvios em relacao as médias sao
400 — 400 0 200 — 200 0
d; = [100 —400| = |—300] , dy; = [100 —200| = |—100
700 — 400 300 300 — 200 100

O produto interno entre eles é

dldy =00+ (—300)(—100) + (300)(100) = 60.000.
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Interpretacao: O produto interno positivo indica que os vetores de desvios

formam um angulo agudo.

(b) A covaridncia amostral é proporcional a esse produto interno, i.e.,

1 1
s1 =~ d/ d, = 5 + 60.000 = 20.000.

Interpretacao: O valor positivo da covaridncia amostral sugere que se existir
uma relagao linear entre as variaveis X; e Xy a nuvem de dispersao tera uma

tendéncia crescente.

()

d,

Observagdo: A figura ilustra a ideia de angulo agudo entre os vetores, consistente

com o produto interno positivo.
(d)
Valor de mercado (R$ mil/100)

€3

T

F-—-—------

» Tamanho da casa (m?/100)
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1.5.5 Correlacao amostral e o cosseno do angulo entre vetores de
desvios

Na secao anterior, vimos que a covariancia entre duas variaveis pode ser interpretada
como o produto interno entre os respectivos vetores de desvios em relacdo as suas médias.
Agora, vamos um passo além: ao normalizar esse produto interno pelos comprimentos
(normas) dos vetores envolvidos, obtemos uma medida adimensional que indica o grau
de alinhamento entre esses vetores. Essa medida é a correlacdo amostral, que pode ser
interpretada geometricamente como o cosseno do angulo 6;, formado entre os vetores de

desvios d; e d.

Definicao 1.24: Correlagdao amostral

Considere uma pesquisa interessada em estudar as varidveis X, Xs, ..., X,. Quando
coletamos n medigoes x1, Tag, - . . , Tnr da variavel X}, calculamos a correlagao amos-

tral entre duas dessas variaveis, digamos X; e X, da seguinte maneira

(01x) d/ d, Sik

Tk -— COS(U; = = s

' Nl
emque:=1,2....,pe k=12 ...,p. Em outras palavras, a correlagao amostral

entre as variaveis X; e X é o cosseno do angulo 6;;, entre os respectivos vetores de

desvios d; e d;,.

O coeficiente de correlagao é uma versao padronizada da covariancia onde o produto
das raizes quadradas das variancias fornece a padronizacao. Observe que a correlacao
amostral r;;, possui o mesmo valor se n ou n — 1 é escolhido como o divisor comum para
Siiy Skk € Sik-

Do ponto de vista geométrico, a correlacao mede o grau de alinhamento dos vetores d;

e dj, sobre uma mesma reta suporte:

o valores proximos de 1 indicam que os vetores sdo quase colineares (quase possuem a

mesma reta suporte) e apontam para o mesmo sentido;

o valores préximos de —1 indicam que os vetores sdo quase colineares (quase possuem

a mesma reta suporte), mas apontam para sentidos opostos;

o valores proximos de 0 sugerem que os vetores sao quase ortogonais, ou seja, nao

apresentam alinhamento evidente.
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Do ponto de vista estatistico, a correlacio mede a tendéncia linear da nuvem de
dispersao formada pelas observagoes das variaveis X; e X.:
o valores préximos de 1 indicam concentragao dos pontos em torno de uma reta

crescente;

o valores proximos de —1 indicam concentracao dos pontos em torno de uma reta

decrescente;

o valores proximos de 0 indicam auséncia de tendéncia linear evidente, com os pontos

dispersos sem padrao direcional claro.

Embora os sinais da correlacao e da covariancia sejam os mesmos, a correlacao é
geralmente mais facil de interpretar porque sua magnitude é limitada. Para resumir, a

correlacao r;, entre duas variaveis X; e X, tem as seguintes propriedades:
e 1 = +1: relagao linear perfeita positiva;
e 0 <17y < 1: relacao linear positiva;
o 1 &~ 0: auséncia de relacao linear;

o —1 <7y < 0: relacao linear negativa;

r;. = —1: relacao linear perfeita negativa.

Neste texto, desde que mencionado o contrario, vamos assumir as seguintes interepre-

tagoes para a correlagdo r (populacional ou amostral) entre duas variaveis:

Tabela 1.1. Convencao a respeito da interpretacao da magnitude da correlagao amostral.

Intervalo Forcga Interpretacao

0,9 <|r| <1,0 Muito forte Relagao linear quase perfeita
0,7<|r| <0,9 Forte Relagao linear evidente

0,5 <|r| <0,7 Moderada  Relagao linear perceptivel
0,3<|r| <0,5 Fraca Relacdo linear ténue

0,0 <|r| < 0,3 Muito fraca Relagao linear desprezivel

E importante ressaltar que em dreas como fisica, correlagdes abaixo de 0,9 podem ser
consideradas “fracas”, enquanto em ciéncias sociais, acima de 0,5 ja sao significativas Os
valores da Tabela 1.1 sdo apenas referenciais, sempre considere o tamanho da amostra (n),
um teste de significincia (p-valor) e uma andlise grafica (grafico de dispersao).

A covariancia e correlagdo sao como “6culos para enxergar relagoes lineares” — elas s6

detectam padroes retilineos entre variaveis e podem ser enganadas por dados atipicos.
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Associagoes nao-lineares podem existir e nao serem reveladas por essas estatisticas descri-
tivas. Mesmo com essas limitagoes, quando usadas no contexto certo (dados sem padroes
complexos nem valores extremos), oferecem uma medida numérica valiosa para entender

como variaveis se relacionam.
Exemplo 1.27

Considere o mesmo problema do Exemplo 1.21, no qual observamos as variaveis
X (saldo da conta bancaria, em milhares de reais) e X, (valor da fatura do cartao
de crédito, em milhares de reais) em n = 3 individuos. Os vetores de observacoes

relativos as variaveis sao, respectivamente,

(a) Determine o cosseno do dngulo 015 entre os vetores de desvios associados as

variaveis X7 e X5. Apresente a interpretacdo geométrica do valor obtido.

(b) Utilize o item (a), para encontrar a correlagdo amostral entre as varidveis X; e
X,. Interprete o valor obtido. Apresente a interpretacao estatistica do valor
obtido.

(c) Comente o grafico com os vetores de desvios e o diagrama de dispersao cons-

truidos no Exemplo 1.25.

SOLUCAO:
(a) Do Exemplo 1.21, segue que os vetores de desvios em relagdo as médias sao

2 —2

O cosseno do angulo 0,5 entre esses vetores é dado por

d!d,
0r0) = —L =
cos(hiz) = 131 el
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Exemplo 1.27

Calculamos
didy = (2)(=2) + (=3)(0) + (1)(2) = -2,
ldi || = /22 + (=3)2 + 12 = V14,
lda]| = /(—2)2 + 02 + 22 = V8.
Portanto,

-2 -2
VB V12

Geometricamente, isso indica que os vetores de desvios d; e dy formam um

cos(b12) ~ —0, 189.

angulo obtuso, ou seja, possuem tendéncia de apontar em direcoes opostas.

A correlacdo amostral entre X; e X5 é dada exatamente por
r12 = cos(f12) =~ —0, 189.

Do ponto de vista estatistico, esse valor sugere que a nuvem de dispersao
formada pelas observagoes de X; e Xy possui uma tendéncia linear decrescente

desprezivel (muito fraca).

No grafico dos vetores de desvios (Exemplo 1.25), observamos que d; e ds nio
estao ortogonais, mas formam um angulo ligeiramente obtuso, confirmando o
valor negativo da correlacao. Ja no diagrama de dispersao das variaveis X; e
X5, a disposicao dos pontos sugere uma relacao levemente decrescente, mas sem
padrao linear evidente, o que é coerente com a interpretacao estatistica obtida

no item anterior.

Exemplo 1.28

Considere o mesmo problema do Exemplo 1.19, no qual observamos as variaveis X;

(valor de mercado atual da casa, em milhares de reais) e Xy (tamanho da casa, em

m?) em n = 3 diferentes individuos. Para esses individuos, os vetores de observagoes

relativos as variaveis sao, respectivamente,
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Exemplo 1.28

400 200
x1 = | 100 e xo= |100].
700 300

(a) Determine o cosseno do dngulo 015 entre os vetores de desvios associados as

variaveis X7 e X5. Apresente a interpretacdo geométrica do valor obtido.

(b) Utilize o item (a), para encontrar a correlagdo amostral entre as varidveis X; e
X5. Interprete o valor obtido. Apresente a interpretacao estatistica do valor
obtido.

(c) Comente o grafico com os vetores de desvios e o diagrama de dispersao cons-

truidos no Exemplo 1.26.

SOLUCAO:
(a) Primeiro, calculamos as médias amostrais:

400 + 100 + 700 200 + 100 + 300
T] = a 5 i = 400, Ty = i 5 i = 200.

Os vetores de desvios em relagao as médias sao

400 — 400 0 200 — 200 0
d; = [100 —400| = [—300], dy = [100 — 200| = [—100] .
700 — 400 300 300 — 200 100

O cosseno do angulo 6,5 entre esses vetores é dado por

d| d,
cos(fyp) = —————
RERTANCAR
Temos
d! dy = (0)(0) + (—300)(—100) + (300)(100) = 60.000,
Iy | = /02 + (3002 + 3002 = v/180.000,
lds]| = /0% + (—100)2 + 1002 = +/20.000.
Logo,
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Exemplo 1.28

60.000 ~60.000
V/180.000 - +/20.000  60.000

cos(bh2) =

Geometricamente, isso significa que os vetores de desvios d; e ds sdo colineares

e apontam para o mesmo sentido.

(b) A correlacao amostral entre X; e Xo é dada por
T2 = COS<612) =1.

Do ponto de vista estatistico, isso indica que as variaveis X; e X5 apresentam
uma associagao linear perfeita e positiva: a nuvem de dispersao se concentra

exatamente em uma reta de inclinacao positiva.

(¢) No gréfico dos vetores de desvios (Exemplo 1.26), observamos que d; e dy sao
multiplos exatos um do outro, confirmando a colinearidade e o valor cos(f2) = 1.
Ja no diagrama de dispersao, os pontos estao perfeitamente alinhados sobre uma
reta crescente, ilustrando de maneira clara a correlacao linear perfeita entre as

duas variaveis, i.e., 712 = 1.

Querido leitor, finalizo esta secdo com um alerta sobre algumas possibilidades de
diagramas de dispersao quando 5 ~ 0. Como ja mencionamos, quando a correlacao
amostral é proxima de zero, a nuvem de dispersao nao possui uma tendéncia linear

perceptivel. Isso pode significar:

(1) os pontos apresentarem um padrao nao-linear;
(74) os pontos nao apresentarem nenhum padrao evidente; ou

(77i) os pontos se concentrarem em torno de uma reta constante.

X2 X2 X2

Xl X1 Xl

(1) Padrao nao-linear (77) Sem padrao (7i1) Reta constante
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1.6 Distancias entre vetores e a Estatistica

Caro e gentil leitor, nesta se¢ao, exploraremos como a nog¢ao geométrica de distancia
entre vetores se conecta de forma natural com problemas estatisticos praticos. Ao con-
siderar uma amostra de observagoes de variaveis quantitativas, cada individuo pode ser
representado por um vetor em R?, como, por exemplo, V) = [a:jl Tjo - wjp]T. A
partir dessa representacao, medidas de proximidade entre vetores permitem desenvolver
métodos importantes em Estatistica. Dois exemplos fundamentais sao: (i) o método
do vizinho mais proximo, no qual a classe de um novo individuo é prevista a partir da
comparacao de sua posi¢do com os vetores de uma amostra conhecida, e (ii) a detecgio de
outliers, que pode ser feita avaliando a distancia de um vetor de observagoes em relagao ao
vetor de médias amostrais . A compreensao dessas ideias reforca a ponte entre conceitos
algébricos de vetores e aplicagoes estatisticas, mostrando como nogoes geométricas podem
fundamentar técnicas de andlise de dados.

Nao é objetivo deste autor apresentar tais métodos em todos os seus detalhes, mas sim
em suas versdes mais simples, de modo a exemplificar a relacio entre a Algebra Linear
e a Estatistica. Em cursos mais avancados, o leitor podera se aprofundar e apreciar os

aspectos mais refinados de cada método.

1.6.1 O método do vizinho mais préximo

O método do vizinho mais proximo ¢ uma das formas mais simples e intuitivas de
realizar classificacdo estatistica. A ideia central é representar cada individuo da amostra

como um vetor de observagoes em RP, isto é,

em que n é o nimero de individuos e p é o nimero de varidveis medidas. Cada vetor %)
esta associado a uma classe conhecida, denotada por y\¥) € {1,2,...,C}, em que C é o
numero de classes possiveis.

Quando surge uma nova unidade, representado pelo vetor &* € RP, cuja classe y* é
desconhecida, o procedimento consiste em calcular as distancias entre &* e cada vetor da

amostra ). A nova unidade sera classificada na mesma classe de seu vizinho mais pré-
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ximo, isto é, o vetor ) que estiver mais préximo de &* segundo uma métrica de distancia,

comumente a distancia Fuclidiana:

p
d(z*, aV) = |la* — 20| = | D (e} — 25)?.
k=1
2
z®
[ ]
aj(())
[ ]
® )
m(S).
(2)
xr .___.*
£
[ ]
A0 .

Figura 1.15. Ilustracao do método do vizinho mais préximo em R2. Nesse caso, =* é a
mais proximo de (2.

Esse raciocinio pode ser estendido para considerar nao apenas um, mas os k vizinhos
mais proximos de x*, atribuindo sua classe por meio de uma votagao majoritaria. En-
tretanto, neste curso, apresentaremos o caso mais simples, em que k = 1, suficiente para

ilustrar a relacao entre nogoes geométricas de vetores e procedimentos estatisticos.
Exemplo 1.29

Considere o problema de classificacao de clientes do iFood em duas categorias:

1, se o cliente é Premium,
Y =
0, se o cliente é Economico.

Para cada cliente, foram medidas trés variaveis descritivas:
e Xi: nimero de refei¢oes pedidas por semana;

o Xy: valor gasto mensalmente no iFood (em reais);

e Xj3: numero de pedidos realizados no més.

A base amostral disponivel contém n = 8 clientes, cujas informagdes estdo sumari-

zadas na tabela a seguir.
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Exemplo 1.29

ID Refeicoes/sem Gasto mensal (R$) Pedidos/més Classe

1 4 850 85 1
2 ) 900 90 1
3 6 700 70 1
4 4 750 75 1
5 8 250 25 0
6 9 300 30 0
7 7 200 20 0
8 8 400 40 0

O objetivo é prever se novos clientes sdao Premium ou Economicos, a partir de
seu perfil de consumo. Para isso, serd utilizado o método do vizinho mais proximo,
classificando cada novo cliente de acordo com a classe do cliente mais préoximo da

amostra em termos de distancia Euclidiana.

Suponha que acompanhamos o perfil de compra de trés novos clientes (préxima
tabela), e desejamos classificé-los segundo essa regra de que clientes similares compar-
tilham da mesma classe.

ID Refeigoes/sem Gasto mensal (R$) Pedidos/més Classe verdadeira

9 5 820 82 ?
10 9 280 28 ?
11 6 650 65 ?

(a) Utilizando apenas a varidvel Xs, classifique os trés novos clientes de acordo com

o método do vizinho mais proximo.

(b) Utilizando as varidveis X e Xs, classifique os trés novos clientes de acordo com

o método do vizinho mais proximo.
(¢) Compare as distancias obtidos no item (a) com aquelas obtidas no item (b) e
comente sobre o poder de decisao de cada variavel no processo de classificacao.
SOLUCAO:

(a) Utilizando apenas a varidvel X5 (gasto mensal no iFood), a distancia Euclidiana

entre dois clientes i e j é
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Exemplo 1.29

d(@¥),2¥) = |28 — 2§,
Cliente 9: a:§9> = 820. Calculamos
Az, 25y = |2, — 820, j=1,2,....8.
Cliente d (ng ) a Classe
z® 30 1
z®? 80 1
z® 120 1
z@ 70 1
z®) 570 0
z© 520 0
(0 620 0
z® 420 0

O cliente 9 esta mais proximo do cliente 1, logo classificamos o cliente 9 como

Premium (classe 1).

Cliente 10: x§1°> = 280. Calculamos

Az, 289) = |20 — 280, j=1,2,....8.
Cliente d(:cgj ), xs Classe
z) 570 1
22 620 1
2 420 1
) 470 1
z®) 30 0
2(6) 20 0
2 80 0
z®) 120 0

O cliente 10 estd mais proximo do cliente 6, logo classificamos o cliente 10 como

1.6. DISTANCIAS ENTRE VETORES E A ESTATISTICA



Exemplo 1.29

Econémico (classe 0).

Cliente 11: xgll) = 650. Calculamos

(xS, ai") = |zjo — 650, j=1,2,....8.

Cliente d(:cgj),xéll)) Classe

(M 200 1
) 250 1
) 50 1
@ 100 1
2 400 0
(0 350 0
z() 450 0
z®) 250 0

O cliente 11 esta mais proximo do cliente 3, logo classificamos o cliente 11 como

Premium (classe 1).

Assim, as classificagdes previstas com base apenas em X5 sdo:

Cliente Classe prevista

9 1
10 0
11 1

(b) Utilizando as varidveis X; (refeigdes por semana) e X» (gasto mensal), repre-

sentamos cada cliente pelo vetor bidimensional

20 — |T]
T2

A distancia Euclidiana entre ) e um novo cliente ) é

d(zD, ™) = /(21 — a1)? + (272 — 13)2
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Exemplo 1.29

5
Cliente 9: = = )
820

d(z?, @) = /(21 — 5) + (zj2 — 820)2.

Cliente d(z¥,2{”) d(z®, z®) Classe
(M 30 30,02 1
) 80 80,00 1
) 120 120,00 1
z® 70 70,01 1
z®) 570 570,01 0
z(©® 520 520,03 0
z(M 620 620,01 0
z® 420 420,01 0

O cliente 9 esta mais proximo do cliente 1, logo classificamos o cliente 9 como

Premium (classe 1).

9
Cliente 10; (19 = )
280

A2, 209) = \ /(e — 0 1 (22 — 280)%.

Cliente d(z¥,2{"") d(z®, £19) Classe

e
e
E)
2@
NG
£
)

+®

570
620
420
470
30
20
80
120

570,02
620,01
420,01
470,03
30,02
20,00
80,02
120,00

o O O O = = = =
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Exemplo 1.29

O cliente 10 esta mais proximo do cliente 6, logo classificamos o cliente 10 como

Econémico (classe 0).

6
Cliente 11: (V) = )
650

d(@, &) = /(2,1 = 6)° + (wj — 650)”.

Cliente d(z5,2{"") d(z®,2(1V) Classe

(M 200 200,01 1
() 250 250,00 1
() 50 50,00 1
@ 100 100,02 1
z(®) 400 400,00 0
(%) 350 350,01 0
(™) 450 450,00 0
z(®) 250 250,00 0

O cliente 11 esta mais proximo do cliente 3, logo classificamos o cliente 11 como

Premium (classe 1).

Assim, as classifica¢oes previstas com base em X; e X, sao:

Cliente Classe prevista

9
10 0
11

(¢) Comparando os resultados obtidos:

« Utilizando apenas X, (gasto mensal), os trés novos clientes foram classifi-
cados corretamente: cliente 9 como Premium, cliente 10 como Economico

e cliente 11 como Premium.

« Utilizando X7 e X5 em conjunto, as classificagoes permaneceram as mesmas,

mas os valores das distancias mudaram apenas ligeiramente.
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Exemplo 1.29

A razao para isso esta na diferenca de escala entre as variaveis. Enquanto X;
varia em valores pequenos (nimero de refeigoes por semana), Xs assume valores
muito maiores (gasto mensal em reais). Assim, a contribuicao de X, domina
o céalculo da distancia Euclidiana, fazendo com que ele tenha maior poder de
decisdo no processo de classificagdo. Em resumo, neste exemplo, a variavel
X, exerce mais influéncia ndo porque seja necessariamente mais informativa,
mas porque sua escala é maior. Isso ilustra a importancia da padronizacao das
varidveis em métodos baseados em distancia, para evitar que variaveis em maior

escala predominem artificialmente na classificagao.

Considere que observamos uma amostra de tamanho n da variavel X}, cujas observagoes

SA0 T1k, Lok, ..., Tnk. Definimos a versao padronizada dessa variavel como

em que Ty ¢ a média amostral de X} e sg, é a variancia amostral de Xj.
Nesse caso, a média amostral da variavel padronizada é z, = 0 e a variancia amostral é

skk(2) = 1. De fato, por um lado

=Y Zip=— > (xjp—=
’ ni4 " ni V/Skk ﬁ ni4 " ©)

Como Y%, (zj, — 7x) = 0, concluimos que
% = 0.

Por outro lado, a variancia amostral da variavel padronizada é

3

n
2
Skk - Z Zjk — Zk
Jj=1

Como z = 0, temos

Skk:

Substituindo a defini¢ao de z;;, temos
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_ 2
() = 13 () = L DS - )

Mas, pela definicao de si, temos %Z;Ll(%k — Zp)% = spp. Logo, spr(z) = 25 = 1.

Exemplo 1.30

Considere o mesmo problema do Exemplo 1.29. Classifique os novos clientes
utilizando o método do vizinho mais préximos e as variaveis X; e X, padronizadas.
E possivel observar uma contribuicao mais significativa da variavel X; no processo de

classificacdo apods a padronizacao?

SOLUCAO:
Considere os trés novos clientes do Exemplo 1.29, agora representados pelas

variaveis padronizadas Z; e Zy. O vetor do cliente i sera denotado por

z(i) = “il .
Zi2

A distancia Euclidiana entre dois clientes j e ¢ é dada por

d(z9,20) = \/(Zjl —zi1)” + (22 — z2)*.

Cliente 9: 29 =

—0,72
0,97 |

Cliente d(z, ") d(z®,z®) Classe

PAS 0,10 0,53 1
2(2) 0,28 0,28 1
2(3) 0,42 0,67 1
24 0,24 0,57 1
(%) 1,99 2.53 0
2(6) 1,82 2,76 0
2(7) 2,17 2,41 0
2®) 1,47 2,14 0

Mais préximo de 2, logo o cliente 9 é classificado como Premium.
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Cliente 10; z(10 = [

Cliente 11; z(1) = [

Exemplo 1.30

1,89

—0, 92] '

Cliente d(z,2{"”) d(z",209) Classe

1

N

2

N

3

N

4

N

N

6

N

7

N

(1)
(2)
®3)
(4)
()
(6)
(7)
(8)

8

N

1,99
2,17
1,47
1,64
0,10
0,07
0,28
0,42

3,70
3,39
2,55
3,53
1,05
0,52
1,59
1,12

o O O O = = = o=

Mais préximo de z(9| logo o cliente 10 é classificado como Econdémico.

0, 20]

1,14

Cliente

d(z,

MY d(z9, 2D)  Classe

1

N

2

N

3

N

4

N

N

6

N

7

N

(1)
(2)
®3)
(4)
(5)
(6)
(7
(®)

8

N

0,07
0,10
0,59
0,42
2,17
1,99
2,34
1,64

1,04
0,53
0,59
1,12
2,41
2,53
2,40
1,95

o O O O = = = o=

Mais préximo de 2, logo o cliente 11 é classificado como Premium.

Resumo das classificagoes:

Cliente Classe prevista

9
10
11
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Exemplo 1.30

Conclusdo: Embora a acuracia tenha se mantido (todos foram corretamente clas-
sificados), agora observamos uma contribuicio mais equilibrada da varidvel X; no
calculo das distancias. Isso ocorre porque, apds a padronizacao, ambas as variaveis
passaram a ter média zero e variancia um, de modo que a diferenca de escalas deixou
de influenciar o processo. Assim, X; participa de forma mais significativa na defini¢ao

das similaridades entre os clientes.

Exemplo 1.31

Considere o mesmo problema do Exemplo 1.29. Classifique os novos clientes
utilizando o método do vizinho mais préximos e as variaveis X, e X3 padronizadas.

Discuta sobre a contribuicdo de ambas as varidaveis no processo de classificacgao.

SOLUCAO:
Cliente 9:
L0 _ 0,97 .
0,97

Calculando a distancia Euclidiana nos dados padronizados:

d(z9,2) = \/(zj2 — 0,97)2 + (23 — 0,97)2,

para todos os clientes 7 =1,2,...,8.

Cliente d(zéj),zég)) d(z9, z®)  Classe

P 0,10 V2 % 0,10 1
2 0,28 V2% 0,28 1
23 0,42 V2 % 0,42 1
PAS 0,24 V2 % 0,24 1
z®) 1,99 V2 x 1,99 0
z©) 1,82 V2 x 1,82 0
P 2,17 V2 x 2,17 0
z®) 1,47 V2 x 1,47 0

O cliente 9 esta mais préximo do cliente 1, portanto classificamos 9 como Premium

(mesma classe do cliente 1).
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Exemplo 1.31
Cliente 10:
—0,92
5(10) _ ) .
—0,92
De modo anélogo, obtemos que o cliente 10 estda mais préoximo do cliente 6, portanto

classificamos 10 como Econdmico (mesma classe do cliente 6).

an _ |L14|
1,14

Nesse caso, o cliente 11 estd mais préximo do cliente 2, portanto classificamos 11

Cliente 11:

como Premium (mesma classe do cliente 2).

Resumo das predigoes:

Cliente Classe prevista

9 1
10 0
11

Discussao: Embora tenhamos incluido as duas varidveis X, (gasto mensal) e X3
(ntimero de pedidos/més), é importante notar que elas sao maltiplas uma da outra.
Isso implica que a distdncia considerando (X», X3) nada mais é do que a distancia
em Xs, multiplicada por uma constante. Assim, a classificacdo obtida é exatamente
a mesma de quando utilizamos apenas X5. Portanto, neste exemplo, a variavel X3
nao adiciona nova informacao ao processo de classificacdo: o poder discriminatoério

continua vindo exclusivamente de Xs.

No exemplo analisado, observamos um caso de colinearidade perfeita, em que X; = aXy
para algum escalar o # 0. Nesse caso, os vetores de desvios d; e d; sdo multiplos um
do outro, o que significa que ambos estao sobre a mesma reta suporte no espago vetorial.
Em termos geométricos, o cosseno do angulo entre eles é £1, implicando que X; e X} sdo
perfeitamente correlacionadas (colineares). Como consequéncia, essas varidveis fornecem
exatamente o mesmo tipo de informacao no processo de classificacdo, ndo sendo necessario
utiliza-las simultaneamente.

Vale destacar que em métodos como a regressao linear (veremos em breve), a presenca
de variaveis colineares pode ser particularmente problematica, pois gera instabilidade nas

estimativas dos coeficientes. Na pratica, dificilmente temos variaveis perfeitamente cor-
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relacionadas, mas é comum encontrarmos pares de variaveis com alta correlacao. Detectar
e tratar esse tipo de relagao é essencial para a aplicacdo adequada de métodos estatisticos

multivariados.

1.6.2 Deteccao de outliers

Além de nos auxiliar em problemas de classificacao, as medidas de distancia também
podem ser utilizadas para a detecgio de outliers. De forma intuitiva, um outlier é
uma observagao que se afasta do padrao geral dos dados, ou seja, um ponto que estd
muito distante da regiao em que se concentram a maioria das observagoes. No contexto
multivariado, diremos que uma observagao ¢ um outlier quando o seu vetor de observagoes
x* estd muito distante do vetor de médias & da amostra.

No caso bidimensional (R?), quando analisamos duas variaveis, um outlier corresponde
a um ponto na nuvem de dispersao que se encontra muito longe do centro (média amostral).
Para formalizar essa ideia, utilizaremos duas métricas: a distancia Euclidiana e a distancia
de Mahalanobis. A distancia Euclidiana mede a separagao geométrica padrao entre dois
pontos, enquanto a distancia de Mahalanobis leva em conta a variabilidade dos dados em
cada dire¢ao. Por hora, nao vamos considerar a covariancia no calculo da distancia de
Mahalanobis. No préximo capitulo, veremos a versao mais geral dessa medida utilizando a
matriz de varidncias e covariancias amostrais.

Em alguns casos, pontos que parecem ser outliers pela distancia Euclidiana podem
nao ser considerados discrepantes pela distancia de Mahalanobis, justamente porque esta
ultima pondera as distancias de acordo com a variabilidade de cada varidvel. Ao longo
desta se¢ao, exploraremos essas duas medidas e veremos como elas ajudam a identificar, de
maneira mais ou menos refinada, possiveis pontos discrepantes em um conjunto de dados.

Comecemos pela situagao mais simples, em que observamos apenas uma variavel X.
Seja uma amostra de tamanho n, com média amostral z. Intuitivamente, diremos que um
ponto z* é um outlier quando estiver muito distante do centro dos dados, isto é, da média
amostral.

Uma forma de quantificar essa ideia é por meio da distancia Fuclidiana entre a

observacgao z* e a média z, i.e.,
.
d(z*,z) = |z* — Z|.
Dessa forma, estabelecemos um critério pratico: classificamos x* como um outlier quando

d(z*,z) = |z" —z| > ¢,
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em que ¢ > 0 é um limiar previamente fixado. Equivalentemente, podemos definir a

seguinte regiao de decisao:
B(z)={zeR:|jz—Z|<c}=(x—c, T+c).

Quando z* € B.(Z), entdao z* é dito ser um ponto tipico, caso contrario é dito um outlier.
Nesse caso, B.(Z) trata-se de um intervalo. O limiar ¢ pode ser escolhido de acordo
com o contexto, por exemplo, em termos de quantidades de desvios-padrao ou de faixas
consideradas aceitaveis para a variavel em estudo.

Embora seja um critério simples, ele traduz bem a ideia geométrica de outlier no caso
univariado: pontos que se afastam muito da média devem ser analisados com cuidado,
pois podem representar erros de medigao, registros atipicos ou informagoes relevantes que

destoam do padrao principal dos dados.
Exemplo 1.31

Considere as notas (em uma escala de 0 a 10) de cinco estudantes em uma prova
de Estatistica:

523'1:7, ZEQZG, ZE3:8, 1427, £C5:2.

Para ¢ = 3, existe alguma nota atipica (outlier)? Em caso afirmativo, represente

graficamente a regiao de decisao B.(r) e marque esse ponto em vermelho.

SOLUCAO:

A média amostral é
T+6+8+7+2

5

A distancia Euclidiana de cada observagao em relacao a média é dada por

6.

T =

lz; -7, j=12,...,5

A tabela a seguir sumariza tais distancias.

Estudante Nota Distancia |z; — 7|

7

Tt = W NN =
N 3 0o O
= = NN O
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Exemplo 1.31

Para ¢ = 3, x* é considerado um outlier quando |z* — | > 3. Como apenas a nota do
estudante 5 (x5 = 2) apresenta distdncia maior do que 3, concluimos que esse ponto é

um ponto atipico.

[ 1\)

EZ§

=206 T4+c¢c=9

Kl
|
O - -
I
w

No caso em que temos duas varidveis, isto ¢, £ € R?, a deteccdo de outliers pode

ser feita a partir da distancia Fuclidiana entre cada ponto e o vetor de médias amostral
_ x . L1 .
x = | |. Fixando um valor ¢ > 0, um ponto x* ¢é dito ser um outlier quando

T2

d(@*, @) = /(21 = 21)° + (& = B2 > ¢,
ou, equivalentemente, quando

(z —21)* + (2" — 72)? > 2.

outlier
°

_____

—————

Figura 1.16. Deteccao de outlier em R? por meio da distancia Euclidiana.
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Assim, a regidao de decisao, nesse caso, é dada pelo conjunto
B.(x) := {:I: ER?: (21— 71)? + (22— 72)* < 02} :

Esse conjunto B.(z) C R? corresponde a um cérculo centrado em &, com raio c. Assim,
classificamos como outliers todos os pontos que estiverem fora desse circulo, ou seja, para
os quais || — x| > c.

De forma mais geral, em R?”, vale o mesmo raciocinio, i.e., a regiao de decisao trata-se

do conjunto dos pontos que estao até distancia ¢ do vetor de médias ¢ dado por
B.(z):={z cR": |z —z|* <},

o que corresponde a uma hiperesfera centrada em @ € RP com raio c.

Exemplo 1.32

Considere a amostra bidimensional formada pelas observagoes

SCYI L R ] I B e IR ) RO B e
2 1 3 4 10

Para ¢ = 3, existe algum ponto atipico (outlier) em R?? Em caso afirmativo, repre-

sente graficamente a regido de decisdo B.(x) e marque esse ponto em vermelho.

SOLUCAO:

O vetor de médias amostral é
2434445410
S i 4,8
T | 2414344410 4.0 ’
5 )

A distancia Euclidiana de cada observa¢ao em relagao a média é dada por

d(zY), z) = \/(Iﬂ — 1) + (2jy — T2)?, j=1,2,...,5.

10

10
Como pode ser observado na tabela a seguir apenas a observacio x® = [
apresenta distancia maior do que ¢ = 3, concluimos que esse ponto é um outlier.
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Exemplo 1.32

Individuo z;; z; Distancia d(z;, x)

1 2 2 3,61
2 3 1 3,25
3 4 3 1,08
4 5) 4 0,20
5) 10 10 8,38
Xo
)
[ J
L e
o\\ A
R

A distancia Euclidiana é bastante intuitiva, porém apresenta uma limitacao importante:
ela é sensivel a escala das varidveis. Se uma variavel apresenta valores em uma ordem de
grandeza maior do que outra, a contribuicao dessa variavel sera dominante no célculo da
distancia. Na Figura 1.17, ilustramos esse problema. O eixo X apresenta uma escala muito
maior do que o eixo Y. Como consequéncia, pontos que estao longe apenas na dire¢ao de
X (mas que sao tipicos na direcao de Y') acabam caindo fora do circulo de decisdo (regido
verde), sendo erroneamente considerados outliers apenas devido a diferenca de escala.

Uma forma de contornar esse problema é padronizar as varidveis, ou seja, transforma-las
de modo que passem a ter média zero e variancia um. Em seguida, calculamos a distancia
Fuclidiana entre as variaveis padronizadas, o que garante que cada variavel contribua
proporcionalmente no processo de deteccao de outliers. Essa ideia esta diretamente

relacionada ao conceito de distancia de Mahalanobis, que veremos a seguir.
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Figura 1.17. O efeito da escala das varidveis no processo de deteccao de outliers com a
distancia Euclidiana.

No caso em que temos duas varidveis, isto é, € R?, podemos considerar a sua versao
padronizada como sendo o vetor z € R? tal que z; := (z; — T)/,/5;;. Nesse contexto, a

deteccao de outliers pode ser feita a partir da distancia Euclidiana entre cada ponto e o
0
vetor de médias amostral z = ol Fixando um valor ¢ > 0, um ponto z* ¢ dito ser um

outlier quando

d(z"2) = /(21 — 002+ (25 — 0)2 > ¢,
ou, equivalentemente, quando

* = 2 * — 2
#\2 #\2 2 Iy — I Lo — T2 2

> = > c.
areerse e (T2) « (57) -

Assim, a regiao de decisao, nesse caso, é dada pelo conjunto

Bc(a_:)::{a:ER :( \/8_11> +< \/@> Sc}.

Esse conjunto B.(x) C R? corresponde a uma elipse centrada em &, com eixos +c,/s1;

e +cy/S99. Assim, classificamos como outliers todos os pontos que estiverem fora dessa
elispse, ou seja, para os quais ||z]| > c.
De forma mais geral, em RP, vale o mesmo raciocinio. A regiao de decisao é o conjunto

dos pontos que estao até distancia ¢ do vetor de médias padronizado, i.e.,
B.(z):={zcR: ||z — 2| <},

o que corresponde a um elipsdide centrado em & € RP com raio eixos da forma +c,/s;;.
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Definicao 1.25: Distancia de Mahalanobis
Considere uma amostra ", ..., (™ € R?, cuja média amostral é

com s1; > 0 representando a variancia amostral relativa a variavel X, sq9s > 0 a
variancia amostral relativa & varidvel X, e s;a = 0 a covariancia amostral entre X;
e Xy. A distancia de Mahalanobis de uma nova observacao =* € R? em relacio ao

vetor de médias & € R? ¢ definida por

o=\ (Fer) + (%)

Note que, nesse caso particular em que s;o = 0, a distancia de Mahalanobis

coincide com a distancia Euclidiana calculada nas varidveis padronizadas Zy e Zs,
isto ¢, apos cada variavel ser centralizada por sua média amostral e dividida pelo seu

desvio-padrao amostral. No caso que a amostra é observada em RP, temos

dy(x", @) = || 2" — 2|

Exemplo 1.33

Considere o mesmo problema do Exemplo 1.32, no qual temos uma amostra
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Exemplo 1.33

bidimensional formada pelas observagoes

0= 2| z@_ Bl zo [z [Pl ze = |10
2 1 3 4 10

Para ¢ = 3, existe algum ponto atipico (outlier) em R?? Use a distancia de Mahala-

nobbis para tomar sua decisdao. Em caso afirmativo, represente graficamente a regiao
de decisao B.(x) e marque esse ponto em vermelho.
SOLUCAO: O vetor de médias amostral é

_ 4,8
T = .
4,0

13 _ 31,2 13 _ 54
S11 = 4 Z(xu —7)? = Y 7,8, S22 = 7 Z(ng —3)° = - 13,5.
i=1 ]

As variancias individuais sao

Padronizando cada observacao,

—0,54 —0,82 —0,27 0,00 1,63
Como nao estamos considerando a covariancia no calculo da distancia de Mahalanobis,

ela se reduz a norma Euclidiana no espaco padronizado. Logo,

dy (2, 2) = |20 ~ 1,14,
dy(x?,z) = [|z%| ~ 1,03,
dM(zc(S),:?:) = Hz(3)H ~ 0, 40,
dy(x®, z) = [|z%| ~ 0,07,
dy(x®,2) = |29 ~ 2,48

Como dM(:B(i), &) < ¢ = 3 para todos os pontos, concluimos que nenhum deles é
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Exemplo 1.33

4,8
atipico. A regiao de decisao B.(x) corresponde a uma elipse centrada em & = L ()]

com eixo menor sendo +34/7, 8 e eixo maior sendo +34/13, 5.

Xy

X3

No Exemplo 1.32, quando utilizamos a distancia Euclidiana no processo de deteccao de
outliers, o ponto &® foi considerado atipico. Entretanto, no Exemplo 1.33, ao utilizarmos
a distancia de Mahalanobis, esse mesmo ponto nao foi classificado como outlier. A razao
esta no fato de que a distancia de Mahalanobis leva em consideragao a variabilidade de
cada variavel: como X, apresenta variabilidade maior do que X, o maior eixo da elipse
de decisao é orientado na direcao de X5, enquanto o menor eixo estd na direcao de X;.
Dessa forma, ® permanece dentro da regido de decisdao B.(x).

Outro ponto importante é que a utilizacdo da distancia de Mahalanobis também
resolve o problema de escala entre as variaveis, ja mencionado anteriormente. Enquanto a
distancia Euclidiana trata todas as variaveis na mesma unidade de medida, a distancia de
Mahalanobis leva em consideracao as variancias individuais, ajustando adequadamente
o impacto de cada componente no calculo da distdncia. A Figura 1.18 ilustra essa
diferenca. Na abordagem Euclidiana, a regiao de decisao é uma circunferéncia, enquanto
na abordagem de Mahalanobis ela se transforma em uma elipse, adaptada a dispersao e

escala dos dados em cada direcao.
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Figura 1.18. O efeito da escala das varidveis no processo de detecgao de outliers com a

distancia de Mahalanobis sem considerar a covariancia das variaveis.

1.7 Dependéncia e independéncia linear

Nesta secao, estudaremos os conceitos de dependéncia e independéncia linear entre
vetores, fundamentais para compreender a estrutura de espagos vetoriais como R™. A partir
dessas defini¢oes, sera possivel discutir a nocao de base e de conjunto gerador, elementos
que permitem caracterizar completamente o espaco vetorial. Além da interpretacao
geométrica, essas ideias possuem conexoes diretas com a Estatistica, em especial na analise
de multicolinearidade, quando algumas variaveis explicativas podem ser expressas como
combinacgoes lineares de outras, afetando de forma significativa a estimacao de modelos de

regressao e a interpretacao dos resultados.

Os vetores 1 € R" e x5, € R™ sao ditos linearmente dependentes quando existem

duas constantes reais ¢; e ¢y, ambas diferentes de zero, tais que
C1T1 + Coo = 0.

Em outras palavras, ®; e @, estdo sobre a mesma reta suporte (mesma diregao),

uma vez que sao multiplos um do outro

Ty = —— T1.
Co
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Definicao 1.27: Dois vetores independentes em R"

Os vetores &, € R" e x5 € R" sao ditos linearmente independentes quando nao
estao sobre a mesma reta suporte, isto é, nao possuem a mesma direcdo. Nesse caso,
nao é possivel escrever

Ly = CIq,

com ¢ uma constante real nao nula e, portanto, o sistema linear
C1T1 + Cay = 0

sO possui a solucao trivial, i.e., c; = co = 0.

2 2
o
T
L1
ST | 1
Dependentes Independentes

Figura 1.19. Dois vetores dependentes e dois vetores independentes em R2.

Como vimos, geometricamente, vetores linearmente dependentes possuem a mesma
direcao, isto é, estao sobre a mesma reta suporte ou em retas paralelas. Portanto, o angulo
0 entre dois vetores linearmente dependentes s6 pode assumir dois valores: § = 0, quando
os vetores apontam no mesmo sentido, ou § = m, quando apontam em sentidos opostos.
Consequentemente, o cosseno do angulo entre dois vetores linearmente dependentes é
cos(f) = 1, no caso de mesmo sentido, ou cos(d) = —1, no caso de sentidos contrarios.

Por outro lado, quando os vetores sao linearmente independentes, o &ngulo 6 entre
eles pode assumir qualquer valor entre 0 e m, de modo que o cosseno associado satisfaz
—1 < cos(#) < 1, diferente de £1. Nesse contexto, destaca-se a nogao de ortogonalidade:
se dois vetores @1 e x5 em R" sao ortogonais, entao a:lT:I;Q = 0, o que implica cos(f) = 0,
de forma que o angulo entre eles é reto. Assim, vetores ortogonais sao necessariamente line-
armente independentes. No entanto, a reciproca nao é verdadeira, pois vetores linearmente

independentes nao precisam ser ortogonais (veja Figura 1.19)
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Ty T

T2

D)

Dependentes (6 = 0) Dependentes (6 = )

déncia ortogonal.

Exemplo 1.34

(a) Considere os seguintes pares de vetores do R?:

ol -l

Sao x1 e o L.D. ou L.I.? Represente-os graficamente.

(b) Considere os seguintes pares de vetores do R?:

ol -l

Sao x1 e o L.D. ou L.I.7 Represente-os graficamente.

(¢) Considere os seguintes pares de vetores do R?:

ol b

Sao x1 e x5 L.D. ou L.I.? Represente-os graficamente.

(d) Considere os seguintes pares de vetores do R?:

f) -l

T2

Independentes (0 = 7/2)

Figura 1.20. Casos de dependéncia linear: mesmo sentido, sentidos opostos e indepen-
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Exemplo 1.34

Os vetores candnicos e; e e; do R? sdo L.D. ou L.I.? Represente-os graficamente.

ol of)

Observa-se que x5 = 21, logo os vetores sdo linearmente dependentes. O angulo

SOLUCAO:

(a) Temos

entre eles é § = 0, de modo que cos(f) = 1.

T2

L1

(b) Temos

f] -

Se fossem dependentes, existiriam c;, co ndo nulos tais que cix; + coxs = 0. O

sistema
c1 + 202 =0

c1 + 362 =0
tem solugao tinica ¢; = ¢ = 0, logo os vetores sao linearmente independentes.

O cosseno do angulo ¢é

x| To 1-2+1-3 5
cos(f) = L = = ~ 0, 98.
O) = ezl ~ VETEVE TR ViV

T2
T2

X
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Exemplo 1.34

(¢) Temos

1 —2
T = ) Ty = .
b T
Verificamos se existe relagao linear: o sistema
C1 — 202 =0

201+62:0

tem unica solucao ¢; = ¢, = 0, logo sao linearmente independentes. O cosseno
do angulo é

o 1(=2) 4210
CVIEr 2 J(—22+12 VBB

Assim, 6 = /2, e os vetores sao ortogonais.

cos(f) 0.

T2

(d) Os vetores candnicos

e =

1 0
) € =

0 T h

sao linearmente independentes. Além disso,

10401 _
ViV

o que implica § = /2. Portanto, sdo ortogonais.

cos(f) =

€9

€1
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A ideia discutida até aqui para dois vetores pode ser naturalmente estendida para
um conjunto de k vetores em R". Quando analisamos se esses vetores sdo linearmente
dependentes ou independentes, o problema pode ser visto como a busca de solu¢des para
um sistema linear formado por n equacoes e k incdgnitas, correspondentes aos coeficientes
das combinagoes lineares dos vetores em questao. Assim, a verificacdo de dependéncia
linear passa a ser equivalente a analise da existéncia de solugdes nao triviais para esse

sistema, generalizando o raciocinio adotado no caso de apenas dois vetores.
Definicao 1.28: Dependéncia linear de um conjunto de k vetores em R"

Um conjunto de vetores {x1, @, ..., x;} do R™ é dito ser linearmente dependente

(L.D.) quando existem k ndimeros reais ¢y, ¢s, . . ., ¢k, ndo todos iguais a zero, tal que
C1T1 + CoTo + -+ - + cpxy, = 0.

Em outras palavras, ao menos um dos vetores pode ser escrito como combinacao

linear dos outros vetores. Se apenas a solucao trivial
01262:"':Ck20

satisfaz a equagao, entdo o conjunto de vetores é dito ser linearmente independente

(L.IL).

Vale notar que, em R", com n > 2, dois vetores &, e x5 sdo linearmente dependentes
quando estao sobre a mesma reta suporte. De forma analoga, em R"”, com n > 3, trés
vetores a1, Ty, 3 sao linearmente dependentes quando pertencem a mesma reta suporte
(caso em que todos sdo multiplos entre si) ou quando pertencem ao mesmo plano suporte,
ainda que nao estejam sobre a mesma reta. Ja em R", com n > 4, quatro vetores
Ty, X, T3, x4 520 linearmente dependentes quando pertencem a mesma reta suporte, ou
ao mesmo plano suporte, ou ainda a um hiperplano de dimensao 3, isto é, um subespaco
de dimensao menor que 4, mas maior que 2. De modo mais geral, em R", um conjunto de
k < n vetores ¢é dito linearmente dependente quando eles pertencem a um subespaco de
dimensdo estritamente menor que k (e, portanto, menor que n). Por outro lado, qualquer
conjunto de k > n vetores em R™ é sempre linearmente dependente.

A razao pela qual esses fatos sao verdadeiros esta diretamente conectada a ideia de
solucao de sistemas lineares. Quando verificamos se um conjunto de vetores &, s, ..., T) €

R™ é linearmente dependente, estamos na pratica resolvendo o sistema
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C1T1 + CoTo + -+ - + cpxy, = 0.

Esse sistema é formado por n equagdes (uma para cada coordenada dos vetores) e k
incégnitas (os coeficientes ¢y, ¢a, ..., ¢x). Se k > n, o nimero de incognitas é maior que
o numero de equagoes, e portanto o sistema sempre admite solu¢des nao triviais, o que
implica que o conjunto é necessariamente linearmente dependente. Ja quando k£ < n, a
questao passa a ser se as equacoes fornecem ou nao restrigoes suficientes para forcar a
solugao trivial ¢; = co = --- = ¢, = 0. Nesse caso, a dependéncia linear significa que as
linhas do sistema nao sao todas independentes, ou seja, o conjunto de vetores pertence a um
subespaco de dimensao estritamente menor que k. Dessa forma, a andlise de dependéncia
ou independéncia linear nada mais é do que a analise da existéncia de solugoes nao triviais

em sistemas lineares.

Exemplo 1.35

(a) Mostre que os vetores do R?

sao linearmente independentes. Represente-os graficamente.

(b) Os vetores do R?

sao linearmente dependentes. Represente-os graficamente.
SOLUCAO:

(a) Para verificar se os vetores

r|1 =

—_ N =
8
[}

I
()
8
w

|

|
[\
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sao linearmente dependentes, resolvemos o sistema

c1x1 + coxy + czxrs = 0.

Escrevendo as equacoes coordenada a coordenada:

01+02+C3:0,
201—203:0,

Cl_CQ+C3:0.

Da segunda equacao, temos ¢; = c3. Substituindo na primeira equacao, segue

que ¢; + c3 + ¢ = 0 = 2¢; + co = 0. Da terceira equagao, temos ¢; — co + ¢; =

0 = 2¢; — ¢ = 0. Somando as duas, vem que 4¢; =0 = ¢; = 0. Logo ¢ =0

e cg3 = 0. Assim, apenas a solucao trivial existe, e os vetores sao linearmente

independentes.
2
T
)
1
3
L3
(b) Agora consideremos os vetores
1 2
T = |1], T2= |9 |, T3 =
1 —1

Novamente resolvemos

C1T1 + CoX9 + C3T3 = 0.
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Escrevendo

c1 + 2¢co 4+ 0c3 =0,

1+ 95co 4+ c3 =0,

g —cg—c3=0.
Da primeira equacdo, temos ¢; = —2¢y. Substituindo na segunda equagao, segue
que —2cy +5ca +c3 =0 = 3ca +c3 = 0 = c3 = —3ca. Na terceira equacao,

temos —2c¢y — co — (—3c2) = 0, que é satisfeita para qualquer c¢y. Logo, existe

solugao nao trivial, por exemplo
C1 = —2, Co = 1, C3 = —3,
o que mostra que os vetores sao linearmente dependentes.

T2

Note que os vetores moram em um mesmo plano suporte que passa pela origem.

Em R”", os vetores canonicos sao definidos por

0
e =|. 1, €= | |, €, —

0 0 1

Cada vetor canonico possui um 1 em uma posicao e zeros nas demais, representando as
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dire¢oes dos eixos coordenados. Esses vetores sao sempre linearmente independentes, uma

vez que sao ortogonais dois a dois.

€9

€1

Uma propriedade fundamental dos vetores canonicos é que eles geram todo o espaco
R". De fato, qualquer vetor € R™ pode ser escrito como uma combinagao linear dos

vetores canonicos. Por exemplo, no caso n = 2,

T 1

T = =T + X9

X2

1] = x1€ey + Toes.

qualquer que seja x1,x2 € R. Essa ideia se estende para qualquer dimensao, de forma que

os vetores canonicos funcionam como “pilare” sobre os quais todo o espago R™ é construido.

Definicao 1.29: Base do R"

Um conjunto de vetores {x1,xs,...,x,} € R" é chamado de base de R™ quando

esses vetores sao linearmente independentes.

Resultado 1.7

Se {x1,xy,...,x,} é uma base do R", entao esse conjunto de vetores gera o R",

ie.,

Span(wlaw% o 7wn) = {Z QT L oy € R} = R".

i=1
Em outras palavras, qualquer vetor & € R™ pode ser escrito como uma combinacao

linear dos elementos da base, i.e., existe a € R" tal que

n
r = Z oGI;.
i=1

1.7. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR



Resultado 1.7

DEMONSTRACAO:

Seja {1, x, ..., x,} uma base de R™. Por defini¢ao, isso significa que esses vetores

sao linearmente independentes e que o conjunto contém exatamente n vetores em R".
Como o espago R™ tem dimensao n, qualquer que seja o conjunto {xy, xa,...,T,, T}
terd n + 1 vetores. Como n + 1 > n esse conjunto é linearmente dependente. Temos
{x1,®9,...,x,} LI, portanto, para que {x1,xs,...,x,, x} seja L.D., s6 pode que
x seja uma combinacao linear de @y, x»,...,x,. Como esse argumento vale para
qualquer € R", o conjunto de n vetores linearmente independentes necessariamente
gera o espaco. Assim, para todo vetor * € R”, existem escalares oy, as,...,a, € R
tais que

T =T + Qo + -+ Qpy.

Resta mostrar a unicidade dessa representacao. Suponha que existam dois conjuntos

de coeficientes, aq,...,a, e B1,..., 3,, tais que

n n
i=1 i=1

Subtraindo as duas expressoes, obtemos

Zn:(ai — Bi)x; = 0.

i=1

Como os vetores x1, ..., x, sao linearmente independentes, a tinica solugao é
a; — fB; =0 para todo 4,

isto é, a; = 3; para todoi =1,...,n.

Portanto, a decomposi¢ao de & como combinacao linear da base é tinica, o que

conclui a prova.

Exemplo 1.36

(a) Os vetores canoénicos ey, €y, ..., e, do R" formam uma base do R™, denominada

base canonica do R™.
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(b) Os vetores do R?

1 0 1
x = |1, x = |1], x3 = |0
0 1 1

formam uma base de R3?
SOLUCAO:
(a) E facil ver que é verdade. Tente por si s6!

(b) Para verificar se os vetores

1 0 1
x = |1}, x = |1, x3 = |0
0 1 1

formam uma base de R3, analisamos o sistema

C11 + Coo + C33 = 0.

Escrevendo coordenada a coordenada:

1 0 1 0
e |1f +c |1 +¢3|0] = 1|0
0 1 1 0
O que equivale ao sistema
c1+c3 = 0,
c1+cy = 0,
co+c3=0.
Da primeira equagao temos c3 = —cy. Substituimos na segunda: ¢; +c; =0 =
¢y = —cqp. Substituimos na terceira: (—cy) 4+ (—c¢;) = —2¢; =0 = ¢ = 0.

Assim, ¢y = ¢3 = 0 também. Logo, a tnica solugao é a trivial
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01202263:0.

Portanto, os vetores sao linearmente independentes. Como temos trés vetores

L.I. em R3, eles formam uma base de R3.

A nocao de colinearidade entre duas variaveis pode ser estendida para o caso de um
conjunto maior de variaveis explicativas. Quando mais de duas varidveis estao fortemente
associadas, de forma que uma delas pode ser aproximada como combinagao linear das
demais, dizemos que ha multicolinearidade. Nesse contexto, o conjunto de vetores de desvios
dessas variaveis se torna linearmente dependente, o que compromete a identificacdo tnica
dos coeficientes em modelos de regressao multipla. Em outras palavras, a multicolinearidade
reflete a presenca de redundancia de informacao entre varidveis explicativas, levando a
instabilidade nas estimativas e dificuldades de interpretacao dos modelos. No futuro,

veremos em mais detalhes o efeito da multicolinearidade sobre a modelagem estatistica.

1.8 Projecao ortogonal, o métodos dos minimos quadra-
dos e a regressao linear simples

O estudo da regressao linear simples pode ser entendido nao apenas como um problema
de ajuste de uma reta aos dados, mas também como um problema geométrico em espagos
vetoriais. Nesse contexto, o chamado método dos minimos quadrados surge naturalmente a
partir da ideia de projecao ortogonal. Dado um vetor de respostas observado, buscamos sua
projecao sobre o subespaco gerado pela variavel explicativa, de modo que o vetor projetado
seja o mais proximo possivel do vetor original. Essa aproximac¢ao minima, medida pela
distancia euclidiana, garante que os residuos (diferengas entre os valores observados e os
ajustados) sejam ortogonais ao espago de explicagao. Ao longo desta se¢do, vamos explorar
essa conexao entre algebra linear e estatistica, mostrando como as ferramentas de vetores e
projegoes ajudam a compreender de maneira mais profunda a construgao e a interpretagao
da regressao linear simples.

Para tornar o raciocinio mais claro, vamos comecar com uma simplificacdo: conside-
raremos apenas o caso em que ajustamos uma reta que passa pela origem, ou seja, sem
termo de intercepto. Essa escolha estd em sintonia com o que ja aprendemos até aqui, pois

sabemos projetar um vetor sobre outro em R”, mas ainda nao exploramos projecoes em
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subespagos de dimensao maior. No préoximo capitulo, quando introduzirmos o papel das
matrizes, ampliaremos essa ideia para o caso geral, incluindo o intercepto e a possibilidade

de trabalhar com mais de uma variavel explicativa.
Exemplo 1.37

Considere uma pesquisa estatistica na qual estamos interessados em estudar
a relacado da altura X (em centimetros) com o peso Y (em quilos) de uma certa
populacao. Para isso, uma amostra de n = 5 individuos é coletada aleatoriamente
dessa populagao e as varidveis X e Y foram observadas. Os dados observados estao

sumarizados na tabela a seguir.

1 1 2 3 4 )
x; 150 160 170 180 190
y, 50 50 70 70 80

(a) Construa o diagrama de dispersao e interprete-o.
(b) Determine a correlacdo amostral rxy entre as varidveis X e Y e inteprete-a.

(¢) Com base nas suas respostas para os itens anteriores, vocé acredita ser razodvel
modelar a relacao entre X e Y por uma reta que passa através da nuvem de

dispersao?

SOLUCAO.

(a)

Yi

US

s Tj

O grafico de dispersao sugere que a nuvem de dispersao possui uma tendéncia

linear crescente.
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(b)
SXY 200

T exxvEry 15,81 x 13,42

Portanto, com base na amostra observada, ha indicativos de uma relacao linear

rXy ~ 0,94.

positiva muito forte entre a altura X e o peso Y dos individuos dessa populacgao.

(¢) Como o gréfico de dispersao apresenta uma tendéncia linear crescente evidente
e a correlacado amostral é um valor préximo de 1 que confirma essa tendéncia,
parece ser razoavel modelar a relagao entre as variaveis X e Y por uma reta

que passa através da nuvem de dispersao.

A partir do diagrama de dispersao, concluimos que é razoavel supor uma relagao linear
entre as variaveis, ou seja, podemos buscar uma reta que descreva a tendéncia central dos
pontos observados. No entanto, surge naturalmente a questao: dentre todas as retas que
passam pela origem, qual é a mais plausivel de ser utilizada para representar essa relagao?
Em outras palavras, estamos interessados em determinar a equagao da reta y = Sz, § € R,
que melhor descreve a nuvem de pontos. A resposta depende do critério adotado para
medir o quao bem uma reta se ajusta aos dados, e é justamente esse critério que serd
explicitado a seguir.

Cada valor de 8 € R define uma reta distinta, pois corresponde a uma equacao diferente
do tipo y = fx. Para cada unidade amostral 7, o valor observado da variavel X, denotado
por x;, possui uma imagem na reta ajustada que, em geral, ndo coincide com o valor
observado de Y, denotado por y;. Essa imagem de x; pela reta ajustada sera chamada de
valor predito e denotada por ;. Assim, vamos preferir escrever a equagao da reta ajustada
na forma ¢; = fx;. Independentemente da reta escolhida para modelar a relagao entre X
e Y, sempre existird um erro associado, resultante da diferenca entre o valor observado e
o valor predito. A seguir, ajustaremos duas retas diferentes aos dados e calcularemos os

erros correspondentes.

Exemplo 1.38

Considere o mesmo problema do Exemplo 1.37. Suponha que as seguintes retas
tenham sido ajustadas aos dados: § = 0,2x e § = 0,4z. Para cada individuo da
amostra e para cada uma das retas ajustadas, determine a diferenga entre o valor

observado de Y para o individuo 7 e o valor predito pela reta ajustada, isto é, calcule
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Exemplo 1.38

Yi — Yi-

i L Yi Yi — gl (6 = 072) Yi — gz (B - 074)
1 150 50 20 -10

2 160 50 18 -14

3 170 70 36 2

4 180 70 34 -2

5 190 &0 42 4

y=0.2x ¥ =0.4x

o o0 00
//
2 - 81
o o o O
> >
g ] /—/ g ]
//
o _| o _|
139 «
o o —
I I I | I | I I | I I I | I
140 160 180 200 140 160 180 200
Xi Xi

A diferenga entre o valor observado e o valor predito para cada individuo, y; — 3;, sera
denominada residuo e representada por €; := y; — 7;. Esse residuo expressa a quantidade
que faltou para que o valor predito da reta ajustada coincidisse exatamente com o valor
observado do individuo 7. E importante notar que diferentes escolhas de reta levam
a diferentes magnitudes de residuos. No exemplo, observamos que, quando utilizamos
7 = 0,4z, os residuos tendem a ser menores em comparagao com a reta ¢ = 0,2z, indicando

que a primeira reta se ajusta melhor aos dados.
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Para n unidades amostrais, isto ¢, em R", podemos organizar os valores observados da
variavel resposta Y em um vetor y, os valores observados da varidvel explicativa X em um
vetor @, os valores preditos pela reta ajustada em um vetor ¢ e, finalmente, os residuos
correspondentes em um vetor €. Assim, a reta que melhor se ajusta aos dados serd aquela
que gera um vetor de residuos com o menor tamanho possivel, ou seja, com menor norma
Euclidiana ||€]|. E justamente nesse sentido que se estabelece o critério para definir qual
reta é mais plausivel para a nuvem de dispersao se concentrar ao redor: escolhemos a reta
que minimiza os erros cometidos no processo de estimacao. Em termos formais, queremos
encontrar o valor de B que minimiza a norma do vetor de residuos ou, equivalentemente, o

quadrado dessa norma, i.e., que minimiza a soma dos quadrados dos residuos

lel* ="

i=1

Definimos a fungao L : R — [0, +00] tal que
L(B) = |lell*.

Podemos reescrevé-la da seguinte maneira

L) =3
= é(yz — ;)
= i(yz' - Bl‘z‘)Q-

s
Il
—

Assim, encontrar  que minimiza ||€|| é equivalente a encontrar § que minimiza L(f).
Como L é uma funcao diferenciavel para todo § € R, podemos determinar seus pontos

criticos derivando em relagao a (3 e resolvendo

dL " A
ag i=1
= Bme = Zyzxz
=1 =1
A Z?: yzxz
b= 7-‘_11 x?
T
N y €T
= —
7 e
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dL R . T
Note que —— = 23" , 2 > 0 para todo 3 € R. Logo, 3 = Y a;
dp? el
sentido, temos

minimiza L. Nesse

-
@zﬁcc:>'g:y wa::>@:pr0j Y.
||? ’

Nesse caso, a reta ajustada aos dados tem equacao § = Bx com B como encontrado
anteriormente. Essa reta é denominada reta dos minimos quadrados sem intercepto, uma
vez que foi obtida a partir da minimizagao da soma dos quadrados dos residuos.

Uma vez que podemos escrever qualquer vetor como a soma da sua projecao ortogonal

com o seu complemento ortogonal, segue que

Y = Proj,y +1¢j,y = Y +rej, y.
Portanto, o complemento ortogonal de y sobre & é o vetor de residuos, i.e.,
rej,y =y -y ==e
Exemplo 1.39

Considere o mesmo problema do Exemplo 1.37. Determine a reta de minimos
quadrados sem intercepto e o vetor de residuos gerado por ela. Verifique que ele é o

de menor tamanho quando comparado as retas ajustadas no Exemplo 38.

SOLUCAO.

No modelo sem intercepto, o estimador de minimos quadrados é dado por

T

L ylx
= =l
Uma vez que
[150] [50]
160 50
x = [170 e y=|70]|,
180 70
190 80

temos

y @ = (150 x 50) + (160 x 50) + (170 x 70) + (180 x 70) + (190 x 80) = 51.000,
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Exemplo 1.39

(§]
|||? = 150% 4+ 160% + 170* + 180* + 190* = 145,500.
Assim,
~ 51.000
= ~ 0,35.
b 145.500

Logo, a reta ajustada é § = 0,35 z.

Assim, as estimativas individuais, sao

(0,35 x 150)]  [52.6]
(0,35 x 160)|  |56,2
7= (0,35 x 170)| = |59,7] .
(0,35 x 180)|  |63.1
(0,35 x 190)| 66,6
O vetor de residuos ¢é entao
50 — 52,6]  [—2.6]
50 — 56,2 —6,2
e=y—Yy=|70-59,7| = [10,3
70 — 63,1 6,9
_80 — 66,6_ I 13,4_
cujo tamanho é ||e|| = 19,45. Por construgao, o vetor ¢ é a projecao ortogonal de y

sobre o subespaco gerado por x, e o vetor de residuos € é ortogonal a x, ou seja,

x'e=0.

Finalmente, o vetor € obtido acima possui o menor comprimento possivel dentre todos

os vetores de residuos associados a retas do tipo y = fx. Em outras palavras, o

método dos minimos quadrados garante que

lell = min ly — fz|.

Assim, a reta encontrada é aquela que melhor aproxima os dados, no sentido da menor

soma dos quadrados dos residuos.
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§ = 0.3509x
& o
|
°
o _
©
|
| |
[ ] o
.
o _]
<
o _]
N
o
T I T I I
150 160 170 180 190

X

Concluimos, portanto, que o problema de ajustar uma reta aos dados observados por
meio do método dos minimos quadrados pode ser interpretado geometricamente como
a projecao ortogonal do vetor de observacoes y sobre o subespacgo gerado pelo vetor de
preditores . Em outras palavras, a reta ajustada representa o ponto de R™ mais proximo
de y dentro desse subespaco, e o vetor de residuos corresponde a componente de y que
é ortogonal a . Essa visdo geométrica é fundamental na Estatistica, pois revela que o
processo de estimacao por minimos quadrados é, essencialmente, um problema de projecao
em espacos vetoriais.

Apos estudarmos alguns conceitos da teoria de matrizes, como proje¢des em subespacos
de dimensao maior, posto, imagem e nucleo, revisitaremos essa ideia em um contexto mais
geral, no qual consideraremos varias variaveis explicativas e a presenca de um intercepto
no modelo. Nesse caso, a projecao sera feita sobre o subespaco gerado por todas as colunas
da matriz de planejamento X, e veremos que o raciocinio geométrico desenvolvido aqui

continuard sendo a base intuitiva do método dos minimos quadrados.

1.8. PROJECAO ORTOGONAL, O METODOS DOS MINIMOS QUADRADOS E A
REGRESSAOQ LINEAR SIMPLES




1.9 Exercicios

1. Represente geometricamente em um sistema cartesiano de coordenadas os segmentos
orientados descritos nos itens a seguir. Se for necessario, use o software Geogebra

para te auxiliar. Em seguida, determine o comprimento dos segmentos orientados.

¢) GH um segmento orientado em E' com G = —2 e H = 3.

(a) AB um segmento orientado em E? com A = (2,3) e B = (5,7).
(b) CD um segmento orientado em E? com C' = (1,1) e (4 5).
(c) EF um segmento orientado em E® com E = (1,2,3) e F' = (4,5,6).
(d) OP um segmento orientado em E3 com O = (0,0,0) e D = (3,4,5).
()

)

(f f]) um segmento orientado em E' com [ =1e J = 6.
Pergunta-se:

(9) Os segmentos orientados AB e C? sao equivalentes? Por qué?
(h) Os segmentos orientados ﬁ e O? sao equivalentes? Por qué?
(7) Os segmentos orientados GH e IJ sio equivalentes? Por qué?
(7) Os segmentos orientados AB ¢ EF sio equivalentes? Por qué?
2. Em cada um dos itens abaixo, sao especificados dois segmentos orientados. Identifique
se os dois segmentos pertencem ao mesmo vetor. Justifique.
(a) E e @ sdo segmentos orientados em E' com A=1,B=3,C=2e¢ D = 4.

(b) EF e GH sio segmentos orientados em E% com E = (1,1), F = (3,4), G = (2,2)
e H=(4,5).

c) OP ¢ T.J sio segmentos orientados em E* com O = (0,0,0), P = (2,2,2),
I=(1,1,1)eJ=(333).

Pergunta-se:

(d) Quais segmentos orientados definem uma mesma grandeza vetorial? Por qué?

(e) Cada segmento orientado especificado anteriormente pode ser escolhido como

representante de um vetor. Quais sdo as normas desses vetores?

(f) Como dito no item (e), Cada segmento orientado especificado anteriormente
pode ser escolhido como representante de um vetor. Existem vetores iguais?

Justifique.
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3. Sejam u e v vetores de R? tais que

em que 1 € R3. Determine em cada um dos itens a seguir o vetor & € R3.

(@2u—mmyzgm_2@.

(b) 3u+ Tv = [|u|*(2z — v).

4. Em cada um dos itens a seguir, sdo definidos os vetores u ¢ v de R3. Em cada item,

determine o produto interno w'

v, o angulo # entre os vetores u e v e represente
graficamente, em um sistema de coordenadas cartesiana, os vetores u’ e v’ tais que
u, =wu; — U e v, =v; — v, em que u é a média aritmética das entradas do vetor u, v
¢ a média aritmética das entradas do vetor v e i = 1,2, 3. Represente graficamente

também os vetores u e v.

(a)

1/2 4
u=1 2 e v=1|1
1 -3

1 2
u= |1 e v=|-1
1 5

5. Sejam os vetores u € R”, v € R" e w € R2. Prove que

(@) Jul = lv| <= (u+v)"(u—v)=0.
b) flu+vl* = [lul* + ||v]* <= u'v=0.

)

)
&) Hu+ ol2 = 2w —v|? = uTo.
4 4
)
)

(
(
(@) flw+ vl + flu —vl* = 2l[ul* + 2[v]*
(

e) l[u+ ol < luf +[lv].
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(f) |lu+v| = |Ju—v|, entdo u e v sdo ortogonais.

(9) Teorema de Pitagoras: ||[u+v|* = ||u]|®>+||v]|* quando u e v sdo ortogonais.

(9) Ortogonalidade nao é transitiva: Se u é ortogonal a v e v é ortogonal a w,

entdao nao necessariamente u é ortogonal a w.

(h) Normalizagao: Os vetores obtidos da normalizacao de u e cu sdo iguais para

todo a > 0. O que ocorre se a < 07

6. O vetor de uns do R™
-
1=111 --- 1

também é conhecido pela literatura como vetor soma.

(a) Determine 1"z para um vetor genérico & € R".

(b) Utilize o item (a) para explicar o porqué do vetor 1 também ser conhecido

como vetor soma.

(¢) Normalize o vetor 1 e, em seguida, determine a norma do vetor normalizado.

7. Em cada um dos itens a seguir, determine o vetor projecdo do vetor u sobre v e, em

seguida, determine o tamanho da projecao.

(a)

5) 2
u= |7 ev=|-1
1 3
()
1 3
u=|-1| ev=|-1
2 1

Utilize o software Geogebra para plotar os representantes dos vetores u, v e proj,u
num sistema de coordenadas cartesianas. Verifique que proj,u é a “sombra” de u

sobre v.

8. Dados os vetores do R?:

x 1 0 0
v=|yl|l, e = |0, ea=|1] ees= |0
z 0 0 1
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Mostre que proj,, v = ze;, proj,,v = ye, e proj,,v = zes. Quais sdo os tamanhos
dessas projecoes? Utilize o software Geogebra para fazer uma verificacao analoga

aquela indicada no exercicio anterior.

. Considere uma amostra de 5 individuos nos quais foram observadas 5 caracteristicas:

altura (X1), peso (X3) e sexo (X3) de modo que

% 1, se o individuo for do sexo feminino,
3 =

0, se o individuo for do sexo masculino.

Os dados foram organizados conforme a tabela a seguir.

Altura (cm) | Peso (kg) | Sexo
Individuo 1 168 70 1
Individuo 2 173 92 0
Individuo 3 167 82 0
Individuo 4 164 60 1
Individuo 5 176 105 0

Escreva os vetores de dados relativos as varidveis.

b) Escreva os vetores de dados relativos aos individuos.
) Determine o vetor de médias .

Quais sao os individuos mais similares e os menos similares de acordo com essas
variaveis? Para responder a essa pergunta, calcule a distancia entre os vetores
de dados de cada individuo. Vocé pode utilizar o software R para te ajudar

nessa tarefa. Existem duas maneiras de calcular as distancias Euclidianas no R:

+ Usando a fungao dist():
r (P Copiar codigo

vetorl <- c(1, 2, 3)
vetor2 <- c(4, 5, 6)

dist(rbind(vetorl, vetor2))
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e Calculo manual:

vetorl <- c(1, 2, 3)
vetor2 <- c(4, 5, 6)

distancia <- sqrt(sum((vetorl - vetor2)”2))
distancia

(P Copiar cédigo

(e) Classifique os individuos em ordem crescente de modo que o primeiro individuo

é aquele mais proximo de & e o ultimo individuo é aquele mais longe.

10. Considere uma pesquisa interessada em estudar os efeitos do tempo de estudo (X7)

na nota final (X5,) de estudantes em um certa disciplina. Para isso, uma amostra de

3 estudantes foi coletada e as varidveis X; e X5 foram observadas. Os dados obtidos

estao sumarizados na tabela a seguir.

Aluno Tempo de Estudo (horas/semana)

3 20

Determine os vetores de observagoes referentes
Determine os vetores de observagoes referentes

)
)
¢) Determine o vetor de médias.
)
)

amostrais.

(f) Determine o vetor de médias ajustado.

Nota Final (%)
64
63

84

as variaveis.

as observagoes.

Determine os vetores de desvios em relacao a média para cada uma das variaveis.

Determine os vetores de observagoes ajustados pela média referentes as unidades

(9) Represente no sistema cartesiano de coordenadas o grafico de pontos localizando

Ty, Tz, 3 € T no diagrama resultante.

(h) Represente no sistema cartesiano de coordenadas o grafico de pontos localizando

x|, b, x4 e ' no diagrama resultante.
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Comparando os diagramas obtidos nos itens (g) e (h) o que se pode afirmar
a respeito da dispersao dos dados em torno da média? Pontue a principal

diferenca entre eles.

Represente no sistema cartesiano de coordenadas os vetores de desvios obtidos
no item (d).

Determine o tamanho dos vetores de desvios obtidos no item (d). Qual varidvel

leva ao maior vetor de desvios?

Represente no sistema cartesiano de coordenadas os vetores de desvios obtidos

no item (d). Vocé pode utilizar o software Geogebra para te auxiliar.
Determine as variancias amostrais e os respectivos desvios-padroes amostrais.
Para qual variavel as observa¢oes amostrais sao mais dispersas em relagao a
média?

As conclusdes dos itens (k) e (m) sdo coerentes? Por qué?

Determine o produto interno entre os vetores de desvios. Interprete.
Determine a covariancia amostral entre as variaveis X; e X,. Interprete.

As interpretagoes dos itens (0) e (p) sdo coerente? Por qué?

Determine o cosseno do angulo € entre os vetores de desvios. Represente-o no
grafico do item (m). Interprete.

Determine a correlagao amostral entre as variaveis X; e Xs. Interprete.

As interpretagoes dos itens (r) e (s) sdo coerentes? Por qué?

11. O diretor de admissoes de uma pequena faculdade selecionou aleatoriamente 120

estudantes da nova turma de calouros em um estudo para determinar se a média

de notas dos estudantes (GPA) ao final do primeiro ano (X3) pode ser prevista a

partir da pontuacao no vestibular (X;). A nota média X; varia de 0 a 5 pontos e a

nota X; obtida no vestibular varia de 0 a 50 pontos. O conjunto de dados pode ser

encontrado em http://www.cnachtsheim-text.csom.umn.edu/Kutner/Chaptery,
20%201%20Data%20Sets/CHO1PR19. txt.

Sem usar fungodes prontas do software R tais como var(dados), sd(dados),

cor(dadosl, dados2), faga o que se pede nos itens a seguir.

(a)

(b)

Faca um cédigo em R para calcular a norma dos vetores de desvios d; e ds

relativos, respectivamente, as variaveis X; e Xs.

Faga um cédigo em R para calcular o produto interno entre os vetores de desvios

d; e d, relativos, respectivamente, as variaveis X; e Xs.
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http://www.cnachtsheim-text.csom.umn.edu/Kutner/Chapter%20%201%20Data%20Sets/CH01PR19.txt
http://www.cnachtsheim-text.csom.umn.edu/Kutner/Chapter%20%201%20Data%20Sets/CH01PR19.txt

(¢) Faga um codigo em R para calcular o cosseno do angulo entre os vetores de

desvios d; e ds relativos, respectivamente, as variaveis X; e Xo.

(d) Faga um cédigo em R para plotar o grafico de dispersao relativo as varidveis

X; e X,. Use a biblioteca ggplot do R. Veja um exemplo:

r (9 Copiar cédigo

library(ggplot2)

dados <— data.frame(
x = c(10, 20, 30, 40, 50),
y = c(15, 25, 35, 45, 55)

ggplot(dados, aes(x = x, y = y)) +
geom_point(color = "blue", size = 3) +
labs(title = "Grafico de Dispersao™, x = "Variavel X", y = "Variavel Y") +

theme_minimal()

(e) Com base na amostra observada, ha indicativos de que a relacao entre as
variaveis é fracamente ou fortemente linear? Por qué? Qual é orientacao dessa

relagdo (crescente ou decrescente)? Por qué?

(f) Utilize o cédigo desenvolvido nos itens (a), (b) e (¢) para escrever um codigo
em R para calcular a correlacao amostral entre X; e X5. Confira se o codigo
esta correto comparando o resultado obtido com aquele obtido por meio da
funcao cor(dados1, dados2) do R.

(9) O valor obtido no item (f) é coerente com suas respostas para o item (e). Por

qué?

12. Considere uma pesquisa que esteja interessada em estudar a area X; de lotes

residenciais (em centenas de metros quadrados) e o prego X, desses lotes (em
centenas de milhares de reais). Para isso, uma amostra de 60 lotes foi coletada e as
variaveis X; e Xy foram observadas. O conjunto de dados se encontra anexado no

Google Classroom.
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(a) Utilize o software R para escrever um c6digo no qual trés grupos G, Gy e G
sao criados com base nas variaveis X; e X5 de modo que individuos de um
mesmo grupo sejam similares entre si, i.e., se os individuos i e j pertencem
ao mesmo grupo, entao a distancia Euclidiana entre os vetores de dados x;
e x; deve ser pequena, enquanto se esses individuos sao de grupos distintos,
entao a distancia Euclidiana entre os vetores de dados x; e «; deve ser grande.
Esses grupos nao necessariamente precisam ter a mesma quantidade de

individuos. Nao use fungoes prontas do R, tente fazer por si sé.

(b) Faca um grafico de dispersao utilizando o software R de modo que individuos
de um mesmo grupos sejam coloridos com a mesma cor e individuos de grupos

distintos tenham cores diferentes. Use a biblioteca ggplot. Veja um exemplo:

r (P Copiar cédigo

ggplot(dados, aes(x = x1, y = x2, color = as.factor(grupo))) +
geom_point(size = 3) +

labs(title = "Grafico de Dispersao por Grupos'",
x = "Variadvel X1", y = "Varidvel X2") +
scale_color_manual(values = c("red", "green", "blue")) +

theme_minimal()

(c) Apresente uma interpretagao para os grupos GG1, Gy e G3 criados a partir das

variaveis X; e Xo.

13. Uma pesquisa estd interessada em prever qual é o tipo de residéncia de individuos da

cidade de Sao Carlos. Essa previsao sera feita com base na idade X; dos individuos
(em anos) e na renda X, (em reais). Uma amostra de 6 individuos foi coletada e
as variaveis X; e X, foram observadas. Os dados observados estao sumarizados na

tabela a seguir.

Individuo X1 (Idade) X5 (Renda) Tipo de moradia
1 25 2000 Apartamento

2 40 6000 Casa

3 30 3500 Apartamento

4 35 5000 Casa

5 28 3000 Apartamento

6 38 4500 Casa
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Dois novos individuos, Joao e José, foram entrevistados. Apenas informagoes da
idade e da renda desses individuos estao disponiveis. Joao possui 26 anos e tem um
renda de 2.300 reais. José possui 40 anos e possui uma renda de 6.000 reais. Utilize
a amostra observada para prever qual é o tipo de moradia desses novos individuos

com base nos seguintes critérios de decisao.

(a) Critério 1 (O vizinho mais préximo): O novo individuo possui a mesma

classe do individuo da amostra mais proximo a ele.

(b) Critério 2 (Os trés vizinhos mais préximos): A classe do novo individuo é

igual a classe mais frequente dentre os trés individuos da amostra mais proximo

S

(a) Determine a projecao ortogonal de u sobre v.

ele.

14. Considere os vetores do R?

(b) Encontre o vetor complemento ortogonal de uw em relagdo a v, isto é,
rej,(u) = u — proj,(u).

(¢) Verifique que o vetor rejeigao encontrado em (b) é ortogonal a v.

(d) Interprete geometricamente os vetores obtidos em (a) e (b), destacando a ideia

de decomposicao de u em duas componentes ortogonais.

15. Sejam X7, X5 e X3 varidvel das quais foram coletadas amostras de tamanho n.
Pergunta-se: se r15 = 0 e 793 = 0, entdo 793 = 07 Em caso afirmativo, prove. Em
caso negativo, dé um contra-exemplo. Vocé deve utilizar a definicdo da correlagao

via vetores de desvios para justificar.

16. Mostre que quaisquer que sejam as sequéncias de numeros reais {z;}; e {y;}1,, se

x ey sdo, respectivamente, as médias aritméticas dessas sequéncias, entao
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17. Verifique quais conjuntos de vetores do espaco vetorial R? sdo linearmente indepen-

dentes. No caso de formarem uma base, determine span {x, 2, x3}.

1] [o] [o
(a) 0],(1],(0],
o] |of |
1 [ 1]
(b) 1/,10],]0
1 )
>
(c) 121
)
* - -
(d) 1], (2],
1l |1 =1

18. Voceé esta analisando o desempenho de diferentes modelos de veiculos em testes de

eficiéncia energética. As varidveis representam aspectos mecéanicos e de consumo,

conforme descrito abaixo:

« X, (Velocidade média, em km/h): mede a velocidade média dos veiculos

durante o teste.

e X, (Torque do motor, em N -m): representa a forga rotacional média

exercida pelo motor.

+ X3 (Consumo de combustivel, em litros): mede o total de combustivel

consumido pelo veiculo.

Os dados registrados para quatro veiculos diferentes sao apresentados na tabela a

seguir:

Veiculo Velocidade Média (km/h)

1 1

2 2
3 3
4 4

Torque do Motor (N-m)

2

4

6

Consumo de Combustivel (litros)

3

6

9

12
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Suponha que as variaveis X;, X5 e X3 sejam selecionadas para tentar predizer a
variavel Y que representa o tempo necessario para completar um percurso. Dentre
as variaveis preditoras selecionadas observa-se redundancia de informacao, i.e.,
varidveis que contribuem com a mesma informagcao no processo de previsao (variaveis

colineares)? Justifique com célculos matematicos.

19. Vocé esta analisando o desempenho de diferentes modelos de veiculos em testes
de emissoes de poluentes. As variaveis representam caracteristicas mecéanicas e

ambientais dos veiculos, conforme descrito abaixo:

e X; (Temperatura do motor, em graus Celsius): mede a temperatura

média do motor durante o teste.

e Xy (Pressao do combustivel, em atm): representa a pressdo média do

combustivel no sistema do veiculo.

o X3 (Emissao de CO,, em gramas por km): mede a quantidade de CO,

emitida pelo veiculo durante o teste.

Os dados registrados para quatro veiculos diferentes sao apresentados na tabela a

seguir:

Veiculo Temperatura do Motor (°C) Pressao do Combustivel (atm) Emissdo de CO; (g/km)
1 80 1.5 120
2 85 1.7 150
3 90 1.4 170
4 95 1.8 190

Suponha que as variaveis X;, X5 e X3 sejam selecionadas para tentar predizer a
variavel Y, que representa a quantidade de poluentes totais emitidos no teste (em
gramas por km). Dentre as varidveis preditoras selecionadas observa-se redundancia
de informacao, i.e., varidveis que contribuem com a mesma informagao no processo

de previsao (variaveis colineares)? Justifique com célculos matematicos.

20. Considere a detecgao de outliers com base em distancias em um espago bidimensional.

Para cada item, determine se o ponto dado é um outlier calculando

(i) a distdncia Euclidiana em relacdo ao vetor de médias;

(ii) a distancia de Mahalanobis em relagao ao vetor de médias.
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Em ambos os casos, compare a distdncia com o limiar ¢ que foi fornecido. Se a

distancia for maior que ¢, o ponto é considerado um outlier; caso contrario, nao é.

_ 10
(a) Seja o vetor de médias & = 5l com variancias sj; = 4 e S99 = 9. Determine

as regides de decisoes C. determinadas tanto pela distancia Euclidiana quanto

14
pela distancia de Mahalanobbis e, em seguida, verifique se o ponto x* = LS]

é um outlier para ¢ = 5.

20
(b) Seja o vetor de médias x = NE com variancias s1; = 25 e s99 = 16. Determine

as regioes de decisoes C. determinadas tanto pela distancia Euclidiana quanto
28
pela distancia de Mahalanobbis e, em seguida, verifique se o ponto x* = [26]

é um outlier para ¢ = 3.

50
(¢) Seja o vetor de médias & = 0l com variancias s;; = 100 e s9 = 25.

Determine as regioes de decisdes C. determinadas tanto pela distancia Euclidiana

quanto pela distancia de Mahalanobbis e, em seguida, verifique se o ponto

65 | .
x* = é um outlier para c = 4.

21. Em cada um dos itens a seguir, faca o que se pede:
(i) Determine a proje¢io ortogonal do vetor y € R® com as observagoes da variavel
resposta Y sobre o vetor & € R® com as observacoes da varidvel preditora X.

(#7) Utilize o item (7) para encontrar a equacao da reta dos minimos quadrados que

se ajusta aos dados.

(i17) A partir do item (i) determine o vetor de preditos § € R> seguido do vetor de

residuos € € R°.
(iv) Utilize o item (i77) para encontrar o complemento ortogonal rej,y.

(v) Construa o grafico de dispersao e calcule a correlagdo amostral e, em seguida,
comente sobre a plausibilidade de se ajustar um reta aos dados para fins de

predicao.

(a) Situagao: X = horas de estudo por semana; ¥ = nota em uma prova de

Estatistica.
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X
5
8

10
12

60
72
80
85

15

95

(b) Situagao: X = nimero de treinos semanais de corrida; ¥ = tempo (em minutos)

para completar 5 km.

X
1
2
3
4
5

26
29
27
30
32

(¢) Situagdo: X = numero de cafés tomados por dia; Y = produtividade (tarefas

concluidas).

cnq;oowpa‘tx:

14
11
13
12
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“Como em qualquer outra coisa, também para uma
teoria matemdtica, a beleza pode ser percebida mas

nao explicada.”

Arthur Cayley (1821 — 1895)

Matrizes sao tabelas retangulares com elementos dispostos em linhas e colunas. Com
o advento da computagao, cresceu a necessidade de armazenar grandes quantidades de
informagao; as matrizes, entdo, adquiriram grande importancia, pois passaram a ser
amplamente utilizadas com essa finalidade. Nesse sentido, ter um conhecimento sélido de
algebra matricial tornou-se essencial para uma boa formacao em Estatistica. O papel da
teoria das matrizes vai desde ser uma ferramenta por meio da qual problemas estatisticos
podem ser expressos de maneira mais conveniente até constituir uma parte fundamental do
desenvolvimento e da compreensio dos resultados tedricos em Estatistica. E o que ocorre,
por exemplo, no estudo dos modelos de regressao e das técnicas de analise multivariada.
Nessas areas, o dominio da algebra matricial é indispensavel para compreender e aplicar
os conceitos da teoria estatistica subjacente. Portanto, querido(a) e gentil leitor(a), encare

este capitulo como um preparativo para os cursos mais avancados de Estatistica.

2.1 A histéria por tras da Algebra Matricial

A ideia de organizar nimeros em tabelas retangulares é muito antiga. Registros
historicos mostram que matematicos chineses ja utilizavam arranjos de niimeros semelhantes
a matrizes ha mais de dois mil anos para resolver sistemas de equagoes lineares. O livro
Chiu-chang Suan-shu (Nove Capitulos sobre a Arte da Matemdtica), escrito por volta do
século IT a.C., apresenta métodos praticos de célculo baseados em operacoes sobre essas
tabelas numéricas.

Mais de mil anos depois, essas técnicas foram aprimoradas no Japao pelo matematico
Seki Kowa (1642-1708), considerado um dos maiores de seu pais. Ele formulou principios
que hoje reconhecemos como etapas de eliminacao de varidveis e até antecipou o conceito
de determinante, embora ainda nao tivesse desenvolvido uma teoria formal de matrizes. O
passo decisivo veio séculos mais tarde, com o britdnico Arthur Cayley (1821-1895). Em
1855, Cayley apresentou pela primeira vez suas ideias sobre operacoes entre matrizes, e
em 1857 publicou o famoso A Memoir on the Theory of Matrices. Esse trabalho marcou o

nascimento oficial da teoria das matrizes como uma area independente da matematica.

127




Cayley via na algebra matricial ndo apenas uma ferramenta, mas uma nova linguagem
para expressar relacoes matematicas. Ele publicou cerca de 300 artigos, muitos em parceria
com James Joseph Sylvester (1814-1897), com quem formou uma das duplas mais influentes
na histéria da algebra moderna. Gracas a Cayley e Sylvester, a teoria das matrizes passou
de simples manipulagao de nimeros em tabelas a um campo estruturado, essencial para
a compreensao de fend6menos em diversas areas, especialmente, na Estatistica, onde as
matrizes se tornaram instrumentos fundamentais para expressar e resolver problemas de

forma elegante e eficiente.

(a) Seki-Kowa

(b) Arthur Cayley (c) James Joseph Sylvester

Figura 2.1. Grandes nomes por tras da algebra matricial. Fonte: Wikipedia.

2.2 Matrizes como um objeto para organizar dados

As matrizes sao utilizadas em quase todos os ramos da ciéncia e da engenharia. Para
termos uma ideia da sua importancia vamos considerar quatro exemplos de onde elas

podem ser aplicadas.

Exemplo 2.1: Adaptado de Dante (2006)

O que vemos na tela do computador é uma grande matriz, sendo que cada valor
guardado nas linhas e colunas da matriz representa um ponto colorido mostrado na
tela (pixel). A seguir mostramos a mesma imagem em trés diferentes resolugdes. A

imagem mais a esquerda é uma matriz que possui apenas 27 linhas e 33 colunas, en-
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Exemplo 2.1

quanto a imagem mais a direita ¢ uma matriz que possui 1.645 linhas e 2.008 colunas.

JU KUBAYASHIZABRIL IMAGENS

KELJU KOBAYASHI/ABRIL IMAGENS
KEIJU KOBAYASHI/ABRIL IMAGENS

Esse é um exemplo de como as matrizes podem ser utilizadas em computacao

grafica.

Exemplo 2.2: Adaptado de Dante (2006)

Quando vocé preenche um cadastro em uma pagina da internet, seus dados
vao imediatamente para um banco de dados, que é uma matriz que relaciona suas

informacoes e a de todos os outros cadastrados as respectivas pessoas, de forma

recuperavel.
A B C D E

1 Nome Nascimento |Cidade Natal |Grau de instru¢do |Profissdo
2 AnaSilvério 02/02/1978|S30 Paulo Ensino Médio Secretdria
3 Bernando Lima 30/07/1973|Rio de Janeiro |Ensino Médio Técnico
4 Caio Cruz 01/03/1988|Salvador Ensino Superior  |Médico
5 Daniela Luiz Paula | 13/09/1980 Manaus Ensino Superior  |Advogada
6 Eder Duarte 29/09/1976|Rio Branco Ensino Médio Empresario
7 Fernanda Barcelos | 13/04/1984 |Cuiaba Ensino Superior Engenheira
8
9
10
11
12

Esse é um exemplo de como as matrizes podem ser utilizadas em computacao

e/ou estatistica.
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Exemplo 2.3: Adaptado de Giovani et al. (1994)

Considere a tabela abaixo, que indica o ntimero de vendas efetuadas por uma

agéncia de automoéveis durante o primeiro trimestre.

Janeiro Fevereiro Margo
Monza 20 18 25
Fiat 12 10 15
Gol 15 9 20
Voyage 18 15 21

(a) Quantos carros Voyage foram vendidos em janeiro? Em qual linha e coluna se

encontra essa informagao?

(b) Quantos carros Gol foram vendidos em fevereiro? Em qual linha e coluna se

encontra essa informagao?

(¢) Quantos carros Monza foram vendidos em margo? Em qual linha e coluna se

encontra essa informagao?

SOLUCKO.

(a) Em janeiro, foram vendidos 18 carros Voyage. Essa informacao é o nimero que

estd na quarta linha e na primeira coluna da tabela.

(b) Em fevereiro, foram vendidos 9 carros Gol. Essa informacao é o nimero que

estd na terceira linha e na segunda coluna da tabela.

(¢) Em marco, foram vendidos 25 carros Monza. Essa informagao é o niimero que

estd na primeira linha e na terceira coluna da tabela.

Exemplo 2.4: Adaptado de Dante (2006)

Considere a tabela abaixo, que indica a nota de quatro estudantes de Teoria das

Matrizes nas trés provas aplicadas ao longo do curso.

(a) Qual foi a nota de Lucas na Prova 17 Em qual linha e coluna se encontra essa

informacgao?

(b) Qual foi a nota de Luiza na Prova 27 Em qual linha e coluna se encontra essa
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informagcao?

(¢) Qual foi a nota de Nicole na Prova 37 Em qual linha e coluna se encontra essa

Proval Prova 2 Prova3

informacgao?
Lucas
Luiza
Matheus
Nicole
SOLU CAO .

10 10 7
8 9 9
10 9 7
10 10 6

(a) Na Prova 1, a nota de Lucas foi 10. Essa informagao é o niimero que esta na

primeira linha e na primeira coluna da tabela.

(b) Na Prova 2, a nota de Luiza foi 9. Essa informacao é o niimero que esta na

segunda linha e na segunda coluna da tabela.

(¢) Na Prova 3, a nota de Nicole foi 6. Essa informacao é o niimero que esta na

quarta linha e na terceira coluna da tabela.

Nos Exemplos 2.3 e 2.4, os dados estao dispostos em 4 linhas e 3 colunas. Os ntimeros

colocados nas disposi¢oes horizontais formam o que denominamos linha e os colocados

nas disposic¢oes verticais chamamos de coluna. O conjunto ordenado dos ntimeros que

formam a tabela é denominado matriz e cada nimero é chamado elemento ou entrada

da matriz. Dizemos, portanto, que as matrizes dos Exemplos 2.3 e 2.4 sao matrizes 4 X 3

(lé-se: quatro por trés), uma vez que sao compostas por 4 linhas e 3 colunas.

Podemos representar uma matriz colocando seus elementos entre parénteses ou

entre colchetes. Assim, a matriz do Exemplo 2.3 pode ser representada das seguintes

maneiras:
20 18 25 20 18 25
12 10 15 12 10 15
ou ;
15 9 20 15 9 20
18 15 21 18 15 21

enquanto a matriz do Exemplo 2.4 pode ser representada das seguintes maneiras:
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10 10 7 10 10 7
8 9 9 8 9 9
ou
10 9 7 10 9 7
10 10 6 10 10 6

As matrizes fornecem, portanto, uma forma muito pratica de organizar dados. Além
disso, o fato de padronizarmos a maneira de expressar esses dados facilita a interpretagao
dos mesmos. Na Estatistica, os dados surgem sempre que um investigador, buscando
entender um fendmeno fisico ou social, seleciona e observa p > 1 varidveis em n individuos,
objetos ou unidades experimentas. Consequentemente, os dados multivariados podem ser

exibidos da seguinte forma:

Variavel 1 (X;) Variavel 2 (X3) --- Variavel k (X;) --- Variavel p (X))
Item 1: 11 T12 cee L1k e T1p
Ttem 2: To1 T29 e Lok s L2p
Item j : Tj1 T 52 cee Tk cee Ljp
Item n : Tnl Tno e Tk e Tnp

em que x; representa o valor da k-ésima varidvel X observada no j-ésimo item, para
todol1 <j<nel<k<np.
Matematicamente, podemos representar os dados multivariados construindo a matriz

de dados X, que contém todas as observacoes em todas as variaveis, i.e.,

11 L1z c T1p

To1 Xz -+ Typ
X =

Tn1 Tp2 - Tnp

Exemplo 2.5: (Johnson e Wichern, 2014, p.6, traducio e grifo nosso)

Uma selecao de quatro recibos de uma livraria universitaria foi obtida para
investigar a natureza das vendas de livros. Cada recibo forneceu, entre outras coisas,
o numero de livros vendidos e o valor total de cada venda. Seja a primeira variavel
(X1) o valor total em délares das vendas e a segunda variavel (X5) o nimero de livros

vendidos. Suponha que os dados, em forma tabular, sejam
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Variavel 1 (vendas em ddlares): 42 52 48 58

Variavel 2 (ntmero de livros): 4 5 4 3

(a) Determine o niimero p de varidveis e a quantidade n de observagoes neste estudo.

(b) Construa a matriz de dados X correspondente.

SOLUCAO:

(a) Nesse estudo, temos p = 2 varidveis (valor total X; em dolares das vendas e o
numero X5 de livros vendidos) e n = 4 observagoes (cada um dos quatro recibos

representa uma observacao independente).

(b) A matriz de dados X ¢é dada por

11 T12 42 4
2
X — To21 T92 _ 5 5
31 T32 48 4
Tg1 T42 58 3

Podemos ainda definir operagoes (por exemplo, de soma e multiplicacdo) entre matrizes,
e essas operacoes sao definidas de forma que matrizes possuem intimeras aplicagoes. Uma
delas ¢ na resolucao de sistemas de equacoes lineares com varias equagoes e varidveis. Nas
proximas secoes, estudaremos as matrizes e suas operacoes basicas, aprendendo utiliza-las
como um instrumento. E muito importante que denominemos este instrumento matematico

antes de utiliza-lo como ferramenta nas diversas aplica¢oes possiveis.

2.3 Formalizacao matematica da nocao de matriz

Tal como no caso das matrizes de dados, a notagao que utilizamos para matrizes sao
letras latinas ou gregas maitsculas em negrito. Por exemplo, A, B, C, X, A, 3. A nocao
de matrizes como tabela, introduzida na Secao 1.1, pode ser formalizada matematicamente

da seguinte maneira.
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Definicao 2.1: Matriz

Sejam n e p dois nimeros naturais ndo nulos. Uma matriz n x p (1é-se: n por

p) é uma tabela retangular formada por np nimeros reais dispostos em n linhas e p

colunas. Assim, uma matriz A pode ser representada por

1.

2.

11 Az -+ Alp

Q21 Q22 -+ Agp
A=

Qp1 Ap2 - App

Observacgao 2.1

Sempre informamos primeiro o nimero de linhas e depois o niimero de colunas

de uma matriz.

Se A é uma matriz n X p, entdo dizemos que a matriz A é do tipo n X p ou de

ordem n X p.

Uma matriz é, essencialmente, uma tabela cujos elementos sao escolhidos a
partir de um corpo base. (Um corpo é um conjunto, cujos elementos podem ser
somados e multiplicados de acordo com regras que possuem certas propriedades.)
Nestas notas, a menos que facamos alguma adverténcia, esse corpo sera o

conjunto dos nimeros reais. O conjunto dos niimeros reais sera denotado por R.

Exemplo 2.6

(a)

(b)

2
—4

3
] ¢ uma matriz de ordem 2 x 2 (1é-se: dois por dois), pois possui 2
linhas e 2 colunas.

¢ uma matriz de ordem 2 x 3 (lé-se: dois por trés), pois possui 2

linhas e 3 colunas.
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1 0

(¢) |0 —1| é uma matriz de ordem 3 x 2 (lé-se: trés por dois), pois possui 3

1 0
linhas e 2 colunas.

(d) [1 2 3 4} ¢ uma matriz de ordem 1 X 4 (lé-se: um por quatro), pois possui

1 linha e 4 colunas.

B

(e) |—+/2| é uma matriz de ordem 3 x 1 (1&-se: trés por um), pois possui 3 linhas

0
e 1 coluna.

(f) —5} ¢ uma matriz de ordem 1 x 1 (1é-se: um por um), pois possui 1 linha e 1

coluna.

Seja A uma matriz qualquer de ordem n x p. O elemento genérico dessa matriz

que estd na (intersegdo da) linha ¢ e coluna j é indicado por a;; de forma que 7 e j sdo

numeros naturais tais que 1 <i<nel <j <p. Com a convencao de que as linhas sejam

numeradas de cima para baixo (de 1 até n) e as colunas da esquerda para direita (de 1 até

p), a matriz A pode ser representada por:

@11 Az ... Q1p a11  Qai2

Q21 Q22 ... Q2p Q21 Q22
ou

Qp1 Ap2 ... anp Ap1  Ap2

Observagao 2.2

alp

agp

Utilizamos letras latinas maitsculas para indicar matrizes genéricas e letras latinas

minisculas correspondentes para os elementos genéricos.

Exemplo 2.7

Considere as seguintes matrizes
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B:17r—3 o C —
01 4

N O =
ot = O

(a) Identifique os elementos b1, by, b3 da matriz B.

(b) Identifique os elementos 31, ¢35 € ¢12 da matriz C.

SOLUCAO:
(a) Na matriz B, temos

e b1 =1, pois é o elemento localizado na 11 linha e 11 coluna da matriz B;
e b9y = 1, pois é o elemento localizado na 2t linha e 2t coluna da matriz B;

e b3 = —3, pois é o elemento localizado na 11 linha e 3t coluna da matriz B.

(b) Na matriz C, temos

e 31 = 2, pois é o elemento localizado na 3t linha e 11 coluna da matriz C;
e (32 = b, pois é o elemento localizado na 3t linha e 2t coluna da matriz C,

e c1o = 0, pois é o elemento localizado na 11 linha e 2t coluna da matriz C.

De maneira abreviada, podemos denotar uma matriz genérica A de ordem n X p por

A

nxp = I:az.]]nxp °

Fica subentendido com essa notagdo que os indices ¢ e j sdo ntimeros naturais tais que
1<i1<nel<j<p. Dependendo do contexto, caso nao haja possibilidade de confusao

quanto a variacao dos indices, podemos omiti-los da notac@o escrevendo apenas A ou [a;;].

Exemplo 2.8

Escreva a matriz X = [z45],,,, em que o elemento ;; que estd na linha i e coluna

J da matriz X ¢é dado por z;; = 31 — j.
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SOLUCAO:
Pelos dados do problema, a matriz X é de ordem 3 x 2, logo deve ter 3 linhas e 2

colunas. A representacdo genérica dessa matriz é

11 T12
X: To21 T2 -

31 T32

Portanto, a matriz solicitada é

P

Il
co ot N
N RSO

Exemplo 2.9

Escreva a matriz Y = [y;j],. 5, em que o elemento ;; que estd na linha 7 e coluna
J da matriz Y ¢é dado por

1, sei=7,
Yij = .
0, caso contrario.

SOLUCAO:

Pelos dados do problema, a matriz Y ¢é de ordem 3 x 3, logo deve ter 3 linhas e 3

colunas. A representacdo genérica dessa matriz é

Y1 Y12 Yi3
Y = |y21 y22 yo3|-
Y31 Y32 Y33

Portanto, a matriz solicitada é

!
Il

o o =

o = o

_ o o
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Exemplo 2.10: Adaptado do Portal OBMEP

Cada prova do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) possui uma matriz
padrao de respostas, onde cada linha corresponde a um individuo inscrito na prova e
cada coluna representa uma questao da prova. As entradas dessa matriz sdo iguais
a 0 ou 1, em que 0 indica um erro e 1 indica um acerto. Assim, em 2016 a matriz
padrao de respostas do ENEM possuia mais de 7 milhoes e 700 mil linhas. Por outro
lado, a matriz correspondente a prova de Matematica possui 45 colunas. Assim, se
denotarmos a matriz padrao da prova de Matematica por M = [m;;], ao escrevermos
mse = 1 estaremos dizendo que o(a) candidato(a) de ntimero 5 acertou a questao 2
da prova de Matematica; da mesma forma, mg; = 0 significa que o(a) candidato(a)

de ntimero 9 errou a questao 7 da prova de Matematica.

Indicaremos por M,.,(R) o conjunto de todas as matrizes de ordem n X p cujos
elementos sdo nimeros reais. Se n = p, ao invés de M, »,(R), vamos usar a notagao M, (R).
Cada matriz de M,,(R) chama-se matriz quadrada de ordem n. Por outro lado, quando
n # p, uma matriz de ordem n x p se diz uma matriz retangular. Uma matriz de ordem

1 x 1 [ay;] se identifica com o ntmero real ay;.

Exemplo 2.11

123
(a) A= |4 5 6| é uma matriz quadrada de ordem 3 x 3. Em outras palavras,
789
A € M;(R)
—1 0 o], ,
(b) B = . Lo ¢ uma matriz retangular de ordem 2 x 3. Em outras palavras,
B € My, 3(R).
(V2 -2
(c) C = V2 V2 ¢ uma matriz quadrada de ordem 2 x 2. Em outras palavras,
—V2 V2
C € M(R).
5| :
(d) D = [ .| € uma matriz retangular de ordem 2 x 1. Em outras palavras,
2
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(e) E = [7?} ¢ uma matriz de ordem 1 x 1, a qual pode ser identificada como o

numero real .

2.4 Matriz como fruto de uma transformacao linear

Na secao anterior, apresentamos a definicao formal de matriz e a interpretamos como
uma tabela retangular composta por elementos dispostos em linhas e colunas. Nesta secao,
daremos um passo adiante e mostraremos como as matrizes surgem naturalmente a partir
das transformacoes lineares entre espacos vetoriais. Em outras palavras, veremos que toda
transformacao linear pode ser representada por uma matriz, e que as operagoes matriciais
nada mais sao do que expressoes algébricas dessas transformagoes. Essa perspectiva nos
permitird compreender o papel geométrico das matrizes e sua relevancia na formulagao de
problemas estatisticos.

O conceito de linearidade esta presente em praticamente toda a Estatistica. Na
matematica elementar, o termo “funcao linear” costuma estar associado a retas no plano
cartesiano. No entanto, em niveis mais avancados, a ideia de linearidade é muito mais
ampla. Lembre-se de que uma funcao é simplesmente uma regra que associa cada elemento
de um conjunto, chamado de dominio, a um elemento de outro conjunto, chamado de
imagem. As fungoes lineares formam um tipo especial de fungao, caracterizado por
preservar certas propriedades que estudaremos a seguir — e ¢é justamente essa preservagao

que da origem ao papel central das matrizes na representacao dessas fungoes.

Definicao 2.2: Transformacao linear

Seja n um nimero inteiro positivo. Uma aplicacao F' : R — R" é denominada

transformacao linear de RP? em R"™ quando
(a) F(u+wv) = F(u)+ F(v), quaisquer que sejam os vetores u € R e v € RP e
(b) F(au) = aF(u), qualquer que seja o nimero real a e o vetor u € RP.

Quando n = p, uma transformacao linear F' : R? — R" é chamada também de

operador linear.
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(a) Seja a aplicagdo linear F : R® — R? tal que

x
x
F = .
Y [2:10 — z]
z
Mostre que F' é uma transformacao linear.

(b) Verifique que a aplicacio F : R — R?, dada por

Fla)= [”2”] ,

nao ¢ uma transformacao linear.

SOLUCAO:

(a) Sejam u,v € R? e a € R. Pela defini¢io da F, temos

Uy vy u; + U1 4
uy + v
Flu+wv)=F| |us| + |va| | = F| |ug + 02| | = L
2(u1 + ’01) — (’lL3 + ’U3)
us V3 Uz + U3
Como
U+ v U v
L = ! + ! = F(u) + F(v),
2(U1 + '1)1) — (U3 + ’1)3) 2U1 — Us 2'1)1 — U3
segue que F(u +v) = F(u) + F(v).
Além disso,
[0 %751
Flou) =F| |auy| | = @ =« n = aF(u)
200u; — Qug 2uy — ug

aus

Portanto, F' satisfaz as propriedades de aditividade e homogeneidade, logo é

uma transformacao linear.
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(b) Para todo z,y € R, temos

x
2

Tty
2

Y

Flz+y) = )

# + = F(z)+ F(y).

Portanto, F' nao satisfaz a propriedade de aditividade e, consequentemente, nao

é uma transformacao linear.

Um dos exemplos mais simples de funcio linear é f(z) = ax, cujo grafico em R? é uma
reta que passa pela origem. J4 a funcdo f(x) = ax + f ndo é considerada linear, pois seu
grafico é uma reta que foi deslocada da origem pelo valor constante 5. Esse tipo de funcao

¢ chamado de funcao afim, ou seja, uma versao “transladada” de uma funcao linear.

Em R3, uma funcao da forma
f(z1,22) = a1y + apy

define um plano que passa pela origem, portanto é linear. Se adicionarmos um termo
constante (3, o grafico de

(@1, 22) = a121 + oxp + 3

representa um plano que nao passa pela origem, caracterizando novamente uma funcao

afim.

De forma mais geral, uma funcdo linear de R? em R3 transforma vetores do plano em
vetores do espaco tridimensional, de modo que cada coordenada da imagem em R? ¢ uma

combinagao linear das variaveis x; e x5, isto é,

1121 + Q1222
F(x1,29) = |anz; + agnry

a31T1 + azaTs

De maneira andloga, uma transformacao linear F' : R? — R" associa a cada vetor
x = [r1,...,2,)" um vetor y = F(x) em R", em que cada coordenada y; ¢ uma combinagao

linear das componentes de x, i.e.,

Yi = Qi1 T1 + Qoo + -+ apx,, parat=1,2,...,n.
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Assim, a transformacao linear preserva a estrutura linear do espaco vetorial, sendo
completamente descrita pela matriz dos coeficientes A = [a;j],,xp. Nesse sentido, uma

transformacao linear F': R? — R"™ pode ser escrita de forma geral como

1171 + A12%2 + - - + A1pTp
(911 + A99Tg + - + Q2pTp
F(xy,xa,...,2,) =

Ap1T1 + Ap2X2 + + - - + AppTy

Cada coordenada de F'(x) em R” é uma combinagao linear das variaveis z, za, . . ., z).
Uma maneira conveniente de organizar esses coeficientes é armazena-los em uma tabela de
n linhas e p colunas, que chamamos de matriz da transformacao linear. Assim, podemos

representar F' de maneira compacta por meio da igualdade vetorial

T 11 a2 -+ Aip| |T1

T2 Q21 Qg2 -+ Agp| |T2
F = ,

Tp Qp1 Ap2 - App Tp

ou, de forma mais compacta,

F(x) = Ax.

A expressao acima mostra que toda transformacao linear de R? em R” pode ser descrita
completamente por uma matriz A, cujas colunas determinam como cada vetor da base

canonica de R? é transformado em R".

Exemplo 2.14

Determine as matrizes das transformacoes lineares F' definidas a seguir:

[ T+
Ja —
Y] T

(a) F:R? — R? tal que

(b) F:R?— R? tal que
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() F:R®— R3 tal que
x4+ 2y + 3z

x
Fllyl|=| z+y—=
o 2z + 4y

SOLUCAO:

X . . U
pode ser escrita como combinagao linear de x e
Y

Ixox+1xy
F = .
Ixxz+0xy

Logo, a matriz associada a transformacao linear é

AZE ;].

(a) Cada coordenada de F(

x

Y

(b) De modo semelhante,

. Ixrx+1xy+0xz
F Y — ’
. Oxzrz+1lxy+1xz
e portanto, i
1 10
A= .
011

(¢) Escrevendo cada coordenada de F'| |y| |,

z
T Ixze+2xy+3xz
Fllyl|=|[1xz+1xy—1xz|,

z

2xr+4xy+0xz
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a matriz associada a transformagao linear é

Exemplo 2.15

Determine as transformacoes lineares F' associadas as seguintes matrizes:

(a)

SOLUCAO:

(a) A matriz A possui 2 linhas e 3 colunas, logo a transformagao linear associada é

F:R®— R
x
Para um vetor genérico © = |y |, temos
z

1 2 3 v T+ 2y + 32
010 y
z
Portanto,
T+ 2y + 32

Y

2.4. MATRIZ COMO FRUTO DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR



Exemplo 2.15

(b) Agora, como A possui 2 linhas e 2 colunas, segue que

F:R* - R
Assim, para x = v ,
Y
2 1 2r +
F(x) = Az = - Y :
I —1) |y T —y
Portanto,
2
F(z) = Ty .
r—=Yy

Resultado 2.1

Seja F': R™ — R? uma transformacao linear. Entao, sao verdadeiras as seguintes
propriedades:

(a) F(0,) = 0,, em que 0,, é o vetor nulo de R e 0, é o vetor nulo de R”.
(b) F(—u) = —F(u), para todo u € R™.
(¢) F(u—wv) = F(u) — F(v), para todo u,v € R".

(d) Flaqus+ -+ ayuy,) = oy F(uy) + -+ -+ a, F(u,), para todo u; € R" e o; € R,
comi=1,2,...,n.

DEMONSTRACAO:

(a) Como F é linear, temos F'(0,,) = F(0,, + 0,,). Pela propriedade da aditividade,
isso implica

F(0,) = F(0,) + F(0,).

Subtraindo F(0,,) dos dois lados da igualdade, obtemos
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ou seja, a imagem do vetor nulo de R" é o vetor nulo de R?.

(b) Note que 0,, = w + (—u). Aplicando F' e usando a linearidade, temos:
F(0,) = F(u+ (—u)) = F(u) + F(—u).
Pela propriedade anterior, F'(0,,) = 0,, logo
0, = F(u) + F(—u),
e portanto

(¢) Temos u — v = u + (—v). Aplicando F' e usando a aditividade e o resultado

anterior:

Flu—v)=F(u+(—v)) = F(u) + F(—v) = F(u) — F(v).

(d) A linearidade de F' garante que, para quaisquer vetores u,v € R" e escalares
a, B € R, vale:
F(au + pv) = aF(u) + fF(v).

Aplicando esse raciocinio de forma iterativa a n vetores, obtemos:

Flaquy + -+ apuy,) = a1 F(uy) + - + o, F(uy,).

Exemplo 2.16

Seja I : R? — R? um operador linear tal que

1 2 0 5) 0 —2
Fllol|=13|, F||1|]|=12], Fllo|l|l=1]0
1 0 7
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x x
Determinar F'| |y| |, em que |y| é um vetor genérico de R3.
z z
SOLUCAO:
x

Como F ¢ linear, o vetor |y| pode ser escrito como

z
x 1 0 0
yl =2 0] +y |1 +2|0].
z 0 0 1
Logo,
x 1 0
Flly| | =zF| (0] | +yF| |1] | +2F
z 0 0 1

Substituindo as imagens conhecidas, obtemos

T 92 5 —9 20 + 5y — 2z
Fllyl|=2|3|+y|2|+2]|0|= 3T + 2y
z 1 7 7 T+ Ty + 7z

Assim, a transformacao linear F' pode ser expressa matricialmente como

-2
F(x) = Az, demodo que A =

_— W N
N b Ot

0
7

Indicaremos por L(RP,R"™) o conjunto de todas as transformagdes lineares de R? em
R™. Assim, cada elemento de L£(RP,R") associa a cada vetor € R? um vetor y € R" por
meio de uma relagao linear, isto é, F'(au + fv) = aF(u) + fF(v) para todos u,v € RP e
a, B eR.

Existe uma correspondéncia natural entre transformagoes lineares e matrizes. De fato,
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podemos construir uma funcao bijetora
O M,wp(R) — L(R?,R")

tal que, para cada matriz A € M,,,,(R), associamos a transformagao linear F4 : R? — R"
definida por
Fa(x) = Ax.

Reciprocamente, dada uma transformacao linear F' € L(R?,R"), existe uma tnica matriz
A € M,,(R) tal que F(x) = Az para todo € RP.

Portanto, existe uma correspondéncia biunivoca entre matrizes reais de ordem n x p e
transformagoes lineares de R? em R™, em outras palavras dizemos que M,,,(R) e L(R?, R")

sao isomorfos e denotamos da seguinte maneira
M,«,(R) = L(RP,R").

Assim, dado uma matriz, temos uma transformacao linear associada, e dada uma trans-
formacao linear, podemos determinar a matriz que a representa em relacao as bases

canonicas.

2.5 Matrizes especiais

H& matrizes que, por apresentarem uma utilidade maior na teoria, recebem nomes

especiais dependendo de certas caracteristicas. A seguir, veremos algumas dessas matrizes.

Definicao 2.3: Matriz linha

Seja p um nimero inteiro positivo. Uma matriz de ordem 1 x p é dita ser uma
matriz linha. Em outras palavras, uma matriz linha é aquela que possui uma tnica

linha.

Definicao 2.4: Matriz coluna

Seja n um numero inteiro positivo. Uma matriz de ordem n x 1 é dita ser uma
matriz coluna. Em outras palavras, uma matriz coluna é aquela que possui uma tnica

coluna.
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Exemplo 2.17

(a) [1 NG ﬂ ¢ uma matriz linha de ordem 1 x 3.
-1

(b) |10 | é uma matriz coluna de ordem 3 x 1.

1

L 4

(¢) 0 5 —7 2} ¢ uma matriz linha de ordem 1 x 4.

9

(d) 0 ¢ uma matriz coluna de ordem 2 x 1.

Definicao 2.5: Matriz nula

Sejam n e p dois nimeros inteiros positivos. Uma matriz de ordem n X p cujos

elementos sao todos iguais a zero é dita ser uma matriz nula. Notacao: O,,xp.

Exemplo 2.18

000

(a) 0 O] ¢ uma matriz nula de ordem 2 x 3.
0 o] .

(b) O] é uma matriz nula de ordem 2 x 2.

(c) 0 0 O} ¢ uma matriz linha nula de ordem 1 x 3.

(d) ] é uma matriz coluna nula de ordem 2 x 1.

Definicao 2.6: Matriz quadrada

Seja n um numero inteiro positivo. Uma matriz de ordem n x n é dita ser uma
matriz quadrada. Em outras palavras, uma matriz quadrada é aquela cujo nimero de

linhas é igual ao niimero de colunas.
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Exemplo 2.19

3 5
(a) 5 6 é uma matriz quadrada de ordem 2 X 2.
5 3 10
(b) |-1 —4 6 | é uma matriz quadrada de ordem 3 x 3.
V2o -
0000
0 0 0 0f, )
(c) ¢ uma matriz quadrada nula de ordem 4 x 4.
0000
0000

Definicao 2.7: Diagonais de uma matriz quadrada

Sejam n um numero natural ndo-nulo e A uma matriz quadrada de ordem n x n.

Em outras palavras,

a1 a2 ... QAip

ao1 Ag92 ... QA9n
A=

Ap1 QAp2 ... Gpp

(a) A diagonal principal da matriz A é o conjunto dos elementos a;; tais que i = j,
i.e., que possuem os indices iguais. Dessa forma, a diagonal principal de A é o

conjunto

{aij 1= ]} = {a11,a2,2, e 7ann} .

(b) A diagonal secunddria da matriz A é o conjunto dos elementos a;; tais que
14+ j =n-+1,ie., que possuem a soma dos indice igual a n + 1. Dessa forma, a

diagonal secundaria de A é o conjunto

{aij ri+j=n+1} ={am, a2n-1,-..,an1}.

Na matriz a seguir, a diagonal principal estd em azul e a diagonal secundaria em

vermelho.
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ba1 oy
Exemplo 2.20

9 4, | . N
(a) 4 9 ¢ uma matriz quadrada de ordem 2 x 2. Sua diagonal principal ¢é

{9, -9} e sua diagonal secundaria é {4, —4}.

'8 9 -7
(b) | 6 4 —5| éuma matriz quadrada de ordem 3 x 3. Sua diagonal principal

-1 2 3

é {8,4,3} e sua diagonal secundaria é {—7,4,1}.

o 1 2 3
4 5 6 T, _ .

(¢) s 9 _ ¢ uma matriz quadrada de ordem 4 x 4. Sua diagonal
-3 -4 -5 —6

principal é {0,5, —1, —6} e sua diagonal secundéria ¢ {3,6,9, —3}.

Definicao 2.8: Matriz triangular

Seja n um numero inteiro positivo. Uma matriz quadrada de ordem n x n cujos
elementos acima ou abaixo da diagonal principal sao todos nulos ¢ dita ser uma

matriz triangular.

A matriz triangular cujos elementos abaixo da diagonal principal sdo todos zeros é
chamada de matriz triangular superior. Na matriz triangular superior a seguir, os elementos

iguais a zero estao em verde.

C11 C12 C13
0 C22 C23

0 0 : C33

2.5. MATRIZES ESPECIAIS



Por outro lado, a matriz triangular cujos elementos acima da diagonal principal sao

todos zeros é chamada de matriz triangular inferior. Na matriz triangular inferior a seguir,

os elementos iguais a zero estdo em verde.

Exemplo 2.21

0 0

(a) 5 0 | é uma matriz triangular inferior de ordem 3 x 3.
79 =5

(b) ¢ uma matriz triangular superior de ordem 2 x 2.
(1.0 0 0
0200, C e :

(c) 0030 ¢ uma matriz triangular (inferior e superior) de ordem 4 x 4.
00 0 4]
0 0 0 0]
00 0 0f, . .

(d) 00 0 0 é uma matriz triangular nula de ordem 4 x 4.
0000

Observacao 2.3

Toda matriz triangular é quadrada, mas nem toda matriz quadrada é triangular.
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Definicao 2.9: Matriz diagonal

Seja m um numero inteiro positivo. Uma matriz quadrada de ordem n X n cujos
elementos acima e abaixo da diagonal principal sdo nulos é dita ser uma matriz

diagonal.

Exemplo 2.22

3 0
(a) ¢ uma matriz diagonal de ordem 2 x 2.

0
(b) |0 —2 0 | é uma matriz diagonal de ordem 3 x 3.
0 -3

(¢) |0 0 0| é uma matriz diagonal nula de ordem 3 x 3.

(d) |0 3 0| éuma matriz diagonal de ordem 3 x 3.

Observacao 2.4

1. Toda matriz nula é também uma matriz diagonal.

2. Toda matriz diagonal ¢ uma matriz triangular, mas nem toda matriz triangular

¢ diagonal.

Definicao 2.10: Matriz identidade

Seja n um numero inteiro positivo. Uma matriz diagonal de ordem n x n cujos
elementos da diagonal principal sao todos iguais a 1 ¢ dita ser uma matriz identidade.

Denotaremos a matriz identidade de ordem n x n por I,,.
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2.6 lgualdade de matrizes e igualdade de transformacoes

lineares

Definicao 2.11: Transformacgoes lineares iguais

Sejam n e p numeros inteiros positivos. Considere duas transformacoes lineares F
e G de R? em R", isto é, F,G € L(R?,R"). Dizemos que F e G sdo iguais quando

F(x) = G(x), paratodo x € RP.

Em outras palavras, duas transformagoes lineares sao iguais quando produzem o

mesmo vetor imagem em R” para todo vetor & do dominio RP.

Como cada transformagao linear F' : R? — R"™ pode ser representada por uma matriz
Ap € M,«p(R) tal que F(x) = Apx, segue que

F=G << Ap=Ag

Assim, duas transformagoes lineares sao iguais se, e somente se, as suas matrizes associadas
sao iguais.

Definicao 2.12: Matrizes iguais

Sejam n e p nimeros inteiros positivos. Duas matrizes A = [a;j]

¢ B = [by]

sao ditas iguais quando a;; = b;; para todos os numeros naturais ¢ e j tais que

nxp nxXp

1<i1<nel<j<p Emoutras palavras, as matrizes A e B sdo iguais quando
cada elemento da matriz A é igual ao elemento correspondente (elemento que possui

o mesmo indice) da matriz B.

Exemplo 2.23

7T —4 7T —4
sao todos iguais.

1 -3 1 =3 : o
(a) = , pois os elementos correspondentes (com mesmos indices)
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Exemplo 2.23

1 -3 17
(b) [7 4] + [ . 4], pois os elementos correspondentes (com mesmo indice)

nao sao todos iguais. Por exemplo, os elementos situados na 2% linha e 1* coluna
sao distintos (7 # —3).

' .12
1 01
(¢) 5 1 4 # 10 1], pois as ordens das matrizes sdo diferentes.
: . 1
o 4 12 4
(d) ) 5 # 11 3 3|, pois as ordens das matrizes sao diferentes.
- - 0 0O

Observacgao 2.5

S6 é possivel falar da igualdade de duas matrizes quando elas possuem a mesma

ordem. Assim, quando duas matrizes possuem ordens distintas elas sdo diferentes.

Exemplo 2.24

Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem 2 x 2 definidas da seguinte maneira

A= 205 e B =
10 1

Determine os nimeros reais = e y para os quais A = B.

3r—y 1

T4y 1

SOLUCAO:

Para satisfazer a definicado de igualdade de matrizes, devemos ter

r+y =2
Y =5,
3z —y =10,
1 =1

2.6. IGUALDADE DE MATRIZES E IGUALDADE DE TRANSFORMACOES LINEARES



Exemplo 2.24

Note que da primeira e da terceira equacao concluimos que x = 3 ey = —1. As
demais equacoes também sao satisfeitas. Portanto, os nimeros reais x e y para os
quais A=Bsaor=3ey=—1.

Exemplo 2.25

Encontre, se houver, todos os ntimeros reais = e y tais que
8 7| |16 0
3 3y 3 9|
SOLUCAO:

Nao existem x e y que satisfazem a igualdade uma vez que, nas matrizes dadas,

os elementos situados na linha 1 e coluna 2 sao distintos (7 # 0).

Observacgao 2.6

Na solucao do problema anterior, devemos tomar cuidado, pois somos tentados a
resolver a equacao 8x = 16 e 3y = 9, o que nos daria x = 2 e y = 3. Estas condic¢oes

sao necessarias para a igualdade das matrizes, mas nao sao suficientes. De fato, mesmo
16 7 16 0
# .
39 3 9

2.7 M,,(R) e LIR?,R") como espagos vetoriais iso-

morfos

com z =2 ey =3 temos

Primeiro, querido(a) leitor(a), este autor relembra que, para definir um espago vetorial,
é necessario estabelecer duas operacoes fundamentais: a soma entre elementos do conjunto
e a multiplicagio desses elementos por um escalar (que, em nosso caso, pertence ao conjunto
dos ntimeros reais). Somente apds a definigao clara dessas operagoes e a verificagao de que

elas satisfazem os axiomas correspondentes é que podemos afirmar que determinado con-
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junto constitui de fato um espaco vetorial real. Portanto, esta sera nossa missao ao longo

desta secao.

Definicao 2.13: Adicao de transformacoes lineares

Sejam F' e G duas transformacoes lineares de R? em R”, isto é, F, G € L(RP,R").
A soma de F' com G, denotada por (F + @), é a transformagao linear de R? em R
definida por

(F+G)(x) = F(x) + G(x), paratodox € RP.

Em outras palavras, a soma de duas transformagoes lineares consiste em somar, para

cada vetor & do dominio, as imagens correspondentes F'(x) e G(x) em R™.

Suponha que F' e G sejam transformacoes lineares de RP? em R" tais que

F(x)=Arx e G(xz)= Agz,
em que
a11 Qa2 Q1p bii big blp
Qg1 Q22 ... Q2p b21 b22 b2p
Ap=| . . S| A=

(p1  Qn2 Anp bnl bn2 bnp
T
T

Para todo vetor x = € RP, tem-se

Lp

a1 + aj9x9 + -+ + A1pTyp b11x1 + b12$2 +---+ blpﬂip
2171 + A22%9 + + -+ + A9pT 521‘1+b22$2+"‘+b23§
Fl@)=| " | T G = | | "
Ap1T1 + Apaly + -+ + AppTp bp1x1 + bpato + - - - 4 bypxy

Logo, pelo modo como foi definido a soma de vetores,

(@11 + b11)x1 + (a2 + bi2)xe + -
(CL21 + b21>l‘1 + (a22 + bQQ)SUQ + -

(F+G)(x) = F(x) + G(x) =

(CLnl + bnl)I1 —+ (CLn2 + bng)l’g + -

o+ (arp + bip)zy
-+ (azp + bgp)l’p

A (Qnp + bop)
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Portanto, a transformacdo linear (F' + G) pode ser escrita como

(F +G)(@) = Arsoa,

em que
a1 + b11 aio + b12 cee Qrp + blp
as; +bar aga +ba ... ag, + by
Aric =
Qn1 + bnl Qp2 + bn2 <o anp + bnp

Assim, verificamos que cada elemento da matriz associada a (F' + G) é obtido pela
soma dos elementos correspondentes das matrizes Ar e Ag. Essa observacdo motiva a

definicao da soma de matrizes, que sera apresentada a seguir.
Definicao 2.14: Adicao de matrizes

Sejam n e p nimeros inteiros positivo. A soma da matriz A = [a;] , com a

nx

matriz B = [b;], . que indicamos por A + B, é a matriz C = [¢;],, , tal que

nxp
Cij = aij + bij,

para todos os ntimeros naturais ¢ e j tais que 1 < i <nel < j <p. Em outras
palavras, a adicao entre duas matrizes de mesma ordem é efetuada somando-se os

seus elementos correspondentes (com mesmos indices). Assim,

a1 +bi aia+biz ... ap+by
QAp1 + bnl anp2 + an e a’np + bnp

Exemplo 2.26

Sejam A, B e C matrizes quadradas de ordem 2 x 2 definidas da seguinte maneira
-2 4 4 2
A= , B = e C = 50 :
0 -1 —6 0 -5 2
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Exemplo 2.26

(a) A+ B.
(b) B+ C.
SOLUCAO:
(a)
— 4 4 2 244 442 2
A+ B-= + _ + + _ 6 ‘
-1 —6 0 0—-6 —-1+0 —6 —1
(0)
4 2 4 2 2
BiC - N 3 0 _ +3 +0 _ 7 .
—6 0 -5 2 —6—-5 0+2 —11 2

Observagao 2.7

1. Para que seja possivel somar duas matriz, é necessario que ambas tenham a

mesma ordem.

2. A operacao que transforma cada par A e B de matrizes da mesma ordem n X p
na matriz A + B chama-se adi¢io de matrizes. Essa é uma operacao definida

no conjunto M, ,(R) de todas as matrizes de ordem n x p com elementos reais.

O resultado seguinte é consequéncia das propriedades da adi¢do entre ntimeros reais.

Resultado 2.2: Propriedades da adi¢cao de matrizes

A adicao de matrizes no conjunto M, x,(R) de todas as matrizes de ordem n x p

apresenta as seguintes propriedades:

(a) (Associativa) (A + B) + C = A + (B + C) quaisquer que sejam as matrizes
A,B,C € M,,,(R).

(b) (Comutativa) A+ B = B+ A quaisquer que sejam as matrizes A, B € M,,,,(R).

(¢) (Elemento neutro aditivo) A matriz nula O de ordem n xp é tal que A+0O = A

para todo A € M,,(R). Portanto, a matriz nula é o elemento neutro aditivo.
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Resultado 2.2

(d)

(Elemento oposto) Para toda matriz A € M, .,(R), existe uma unica matriz
—A, também de ordem n x p, tal que A + (—A) = O, em que O ¢é a matriz

nula de ordem n x p.

DEMONSTRACAO:

(a)

Fazendo X = (A+B)+CeY = A+ (B +C), segue que o elemento genérico

x;; da matriz X, que estd na linha 7 e coluna j, ¢ tal que
iy = (@i + big) + iy = ai; + (biy + ¢i5) = Yy,

para todos os nimeros naturais i e j tais que 1 <7 <nel < j <p. Portanto,
X =Y e, consequentemente, (A+ B)+C =A+ (B+C).

Fazendo X = A+ B eY = B + A, segue que o elemento genérico x;; da

matriz X que estd na linha i e coluna j é tal que
Tij = aij + b = bij + ai; = Y,

para todos os nimeros naturais i e j tais que 1 <7 <nel <j <p. Portanto,
X =Y e, consequentemente, A + B = B + A.

De fato,

a'ij + O = G,Z'j,

para todos os nimeros naturais 7 e j taisque 1 <12 <nel <j <p. Portanto,

A+ O = A, sempre que O for a matriz nula de ordem n X p.

Fazendo X = — A, temos
Q;j + Tij = 0 <— Tij = —Qij,

para todos os nimeros naturais i e j tais que 1 <7 <nel < j <p. Portanto,
existe a matriz —A tal que A+ (—A) = O, em que O é a matriz nula de ordem

n x p.
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Uma consequéncia direta do resultado anterior sao as seguintes propriedades da soma
de transformagoes lineares. Fica para o(a) leitor(a) o prazer de se convencer do trivialismo

dessas afirmagoes, que decorrem diretamente das propriedades da soma de matrizes.

Resultado 2.3: Propriedades da soma de transformacoes lineares

Sejam m e p numeros inteiros positivos e F, G, H € L(RP, R™). Valem as seguintes

propriedades:

(a) (Associativa)
(F+G)+H=F+ (G+H).

(b) (Comutativa)
F+G=G+F.

(¢) (Elemento neutro aditivo) A transformacao nula O € L(RP,R") é tal que

F+0O=F, paratodo F € L(R R").

(d) (Elemento oposto) Para toda transformagao linear F' € L(RP, R"™), existe uma

tnica transformagao —F € L(RP,R") tal que

em que O ¢ a transformacao nula de L(RP,R").

Da existéncia do elemento oposto, derivamos a seguinte definicao.

Definicao 2.15: Matriz oposta

Sejam n e p nimero inteiros positivos e A uma matriz de ordem n x p. A matriz
oposta da matriz A é a matriz —A tal que A+ (—A) = O, em que O é a matriz
nula de ordem n X p. Em outras palavras, a matriz oposta ¢ aquela cujos elementos

sao os simétricos dos elementos correspondentes (de mesmo indices) da matriz A, i.e.,

—a11 —Q012 ... —Aip

—G21 —Q22 ... —Ayx
—A =

—QGp1 —Qp2 ... —Qpp
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Exemplo 2.27

Determine a matriz oposta das seguintes matrizes definidas a seguir.

(a) A= : _5].

6 7
() B = —12 T —02]'
(¢) C = _9ﬂ i _17]

SOLUCAO:

(a) —A= _62 —57]
o=} 30
o=z

Sejam n e p numeros inteiros positivos. A diferenca da matriz A = [a’ij]nXp com
a matriz B = [bij]nva que indicamos por A — B, é a matriz C = [Cij]nXp tal que
C = A+ (—B), isto é,

Cij = aij — by,
para todos os nimeros naturais ¢ e j tais que 1 < i <nel < j <p. Em outras

palavras, a diferenca da matriz A com a matriz B é a soma da matriz A com a

matriz oposta de B.

Exemplo 2.28

Sejam A, B e C matrizes quadradas de ordem 2 x 2 definidas da seguinte maneira:
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Exemplo 2.28

Calcule:
(a) A— B.
(b) B—-C.
SOLUCAO:
(a) o o
A—B=_2 4 B 4 2:—2—4 4 —2 :—6 2.
0 —1_ _—6 0_ _0—|—6 -1-0 6 -1

B—C=42—30:4_32_0=12.
-6 0 -5 2 —6+5 0-2 -1 -2

Exemplo 2.29

Determine os nimeros reais z, y e z tais que

T 3 10
y| +|—=5] = |—4|.
z 8 6
SOLUCAO:
Temos,
x 3 10 x4+ 3 10 r+3 =10, v =T,
y|+ |5 =|-4| e |ly=->5|=|-4=Jy—->5 =—-4, Sy =1,
z 8 6 z+8 6 2+8 —6. 2 —14
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Exemplo 2.30

Dadas as matrizes A = {3 —2 5] e B = [—1 4 2}, calcule a matrix X de
ordem 1 x 3 tal que X — A+ B = O, em que O é matriz nula de ordem 1 x 3.
SOLUCAO:

Se X — A+ B =0, entao X = A — B. Portanto

X=[2 -6 3.

Definicao 2.17: Produto de um escalar por uma transformacao linear

Sejam n e p niimeros inteiros positivos e considere L(RP, R™) o conjunto de todas as
transformagoes lineares de R? em R"™. Dada uma transformagao linear F' € L(RP, R™)
e um numero real «, define-se o produto de o por F', indicado por aF', como a

transformacao linear
(aF)(x) = a F(x), paratodo x € RP.

Em outras palavras, multiplicar uma transformacao linear F' por um escalar o consiste

em multiplicar o vetor imagem F'(x) pelo mesmo escalar «, para cada x € RP.

Suponha que F' seja uma transformacao linear de R? em R”™ tal que

F(CU) = AFCC,
em que
11 Q2 ... Qip
21 Q22 ... QA
Ap =

ap1 Qp2 ... Gpp

T

Ho)

Para todo vetor x = | | € RP, tem-se
x
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a1y + a9 + - - - + A1pTp

F(m) _ a91T1 + A22xo + -+ - + Q2pTp

(np1T1 + Ap2X2 + -+ Applp

Agora, seja a € R. Pelo modo como foi definido o produto de escalar por vetor,

alapzy + ajpra + - - - + a1pxy)

alanxy + anrs + -+ - + agyTy)

(aF)(x) = aF(x) =
a(anIJ:l + An222 + -+ anpxp)

Portanto, a transformagao linear («F') pode ser escrita como

(aF)(x) = Aare,

em que
aa;; iz ... Qaip
g1 Qa2 ... Qg
AaF =
Qdn1 Qdp2 ... Qdpp

Assim, verificamos que cada elemento da matriz associada a («F") é obtido multiplicando-
se por « os elementos correspondentes da matriz Ap. Essa observacao motiva a definicao

do produto de um escalar por uma matriz, que sera apresentada a seguir.

Definicao 2.18: Multiplicacao de um nimero real por uma matriz

Sejam n e p nimeros inteiros positivos. O produto de um niimero real o por uma

matriz A = [aij]nva que indicamos por aA, é a matriz B = [bij]nx;n tal que

bij = aaij,

para todos os ntimeros naturais ¢ e j tais que 1 < i <nel < j < p. Em outras
palavras, a multiplicacdo de uma matriz A por um ntmero real o é uma matriz B

formada pelos elementos da matriz A todos multiplicados por a.. Assim,
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Definicao 2.18

@a;; Q@dip ... Qdip

Qagy Qdgz ... Qdgp
B =aA =

Qln1 Qlp2 ... Odpy

Exemplo 2.31

()3172_3><1 3x7  3x2 | [3 21 6
Y5 1 ol T 3x5 3x(=1) 3x(=2)| |15 -3 —6|

o2 a1 [ap)xo (1/2)x2  (1/2) x4 01 2
) 5|8 6 4|=|(@/2x8 (1/2)x6 (1/2)x4 |=]43 2
10 12 —6) [(1/2)x 10 (1/2)x 12 (1/2)x (=6)| |5 6 -3

(0)2[1 1 1]:'2><1 2% 1 2><1]:[2 9 2]

2x0 2x1 2x1 0 2 2

Observacao 2.8

A operagao que transforma cada par (a, A), formado por um nimero real a e uma
matriz A de ordem n X p, na matriz A também de ordem n x p chama-se produto

de um numero real por uma matriz.

Resultado 2.4: Propriedades do produto de matrizes por nimeros reais

O produto de um nimero real por uma matriz apresenta as seguintes propriedades:

(a) (Associativa) a(SA) = (af)A, quaisquer que sejam os nimeros reais o e 3 e

qualquer que seja a matriz A € M, ,,(R).

(b) (Distributiva em relagio @ soma de matrizes) a( A+ B) = a A + aB, qualquer

que seja o nimero real a e quaisquer que sejam as matrizes A, B € M, ,(R).
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Resultado 2.4

(¢) (Distributiva em relagio a soma de escalares) (o + )A = aA + A, quaisquer
que sejam os nimeros reais a e e qualquer que seja a matriz A € M, ,(R).

(d) 1A = A, qualquer que seja a matriz A € M, ,(R).

DEMONSTRACAO:

(a) Seja A = [aj|nxp. Temos

a(BA) = alfaijlnxy = [(Baij)lnxp = [(@B)aijlnxp = (af) A.
Logo, a propriedade associativa ¢é satisfeita.
(b) Sejam A = [a;;]nxp € B = [bij]nxp- Entdo,
a(A+ B) = afaij + bijlaxp = [(aij + bij)lnxp = [aaij + abijlnxy = €A+ aB.
Assim, a distributividade em relagdo a soma de matrizes é verificada.
(c) Seja A = [a;j|nxp. Temos
(a+B)A = [(a+B)aijlnxp = [0ai+Baijlnxp = [0]nxp+[Baijlnxp = aA+SA.

Logo, a propriedade distributiva em relacao a soma de escalares também ¢

valida.
(d) Finalmente, para A = [a;j]nxp, Segue que
1A = []- : aij]nxp - [aij]nxp = A.
Portanto, o niimero real 1 atua como elemento neutro multiplicativo.

Uma consequéncia direta do resultado anterior sao as seguintes propriedades do produto
de um ntimero real por uma transformagao linear. Novamente, fica para o(a) leitor(a)
o divertido exercicio de se convencer do trivialismo dessas afirmacoes, que decorrem

diretamente das propriedades do produto de um ntimero real por uma matriz.
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Resultado 2.5: Propriedades para o caso de transformacoes lineares

Sejam n e p nimeros inteiros positivos, a, f € R e F,G € L(RP,R"™). Valem as

seguintes propriedades:
(a) (Associativa) «o(BF) = (af)F.
(b) (Distributiva em relagio a soma de transformagoes) o(F + G) = aF + aG.
(¢) (Distributiva em relagio a soma de escalares) (a+ B)F = aF + (F.

(d) (Elemento neutro multiplicativo) 1F = F.

Exemplo 2.32

Considere as matrizes A = [a;] tais que o elemento a;; da linha

ax3 © B = [bijly,5
i e coluna j da matriz A é dado por a;; = i* + j* e o elemento b;; da linha ¢ e coluna
j da matriz B é dado por b;; = ij, quaisquer que sejam os niimeros naturais 7 e j tais

que 1 <i<2el<j<3. Determine a matriz A + 2B.

SOLUCAO:

Seja C' = A + 2B e vamos denotar C' = [¢;;],, 5. Usando as defini¢oes de produto
de ntimeros reais e de soma de matrizes, segue que o elemento ¢;; da linha ¢ e coluna
J da matriz C ¢é dado por

Cij = Clz'j + Qbij,

quaisquer que sejam os numeros naturais ¢ e j taisque 1 <i<2el1 <5 < 3.
Logo,
cij =12+ §7 +2ij = (i +7)°.

4
C_ 9 16 .
9 16 25

Portanto,

Exemplo 2.33

Determine as matrizes X € My(R) e Y € My(R) tais que
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X+Y =3I,
X-Y =20
em que I, é a matriz identidade de ordem 2 x 2 e O é a matriz nula de ordem 2 x 2.

SOLUCAO:

Somando membro a membro as duas equacoes, resulta
3
X+Y+X-Y=3I+20 & 2X =31, & X:§I2.
Subtraindo membro a membro as duas equagoes, resulta
3
X+Y-X+Y=3I,-20 & 2Y =31, & Y:§I2.

Portanto,

Il

n-<

Il
O N w
Nl w O

Encerrando esta secao, observamos que os Resultados 2.2 e 2.4 estabelecem as proprie-
dades de soma e multiplicacdo por escalar para o conjunto das matrizes reais M, x,(R).
Essas propriedades garantem que o conjunto das matrizes de ordem n X p, munido dessas

duas operacgoes, forma um espaco vetorial sobre R, isto é,
(Mnxp(R), +, ) é um espaco vetorial sobre R.

De maneira analoga, os Resultados 2.3 e 2.5 mostram que o conjunto das transformacoes
lineares de RP? em R", com as operagoes de soma e multiplicagdo por escalar definidas

anteriormente, também constitui um espago vetorial sobre R, ou seja,
(ﬁ(Rp,R"), +, ) é um espaco vetorial sobre R.

Por fim, como ja comentado, existe uma relacao biunivoca entre cada transformacao linear
F e L(RP,R™) e uma matriz Ap € M,,(R). Essa correspondéncia, além de preservar as

operagoes de adigao e multiplicagao por escalar, caracteriza um isomorfismo de espacos

vetoriais entre M, ,(R) ¢ L(RP,R™).
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2.8 Produto de matrizes e a composicao de transforma-
coes lineares

Ao contrario da soma de matrizes, o produto entre duas matrizes nao esta necessaria-
mente definido para matrizes de mesma ordem e tampouco é realizado entrada a entrada.
Trata-se de uma operagao definida de maneira bastante peculiar, que a primeira vista
pode parecer pouco natural. Dessa forma, vamos comecar discutindo um exemplo pratico

para motivar a definicdo dessa operacao.

Exemplo 2.34: Adaptado do Portal OBMEP

Um doceira produz trés tipos de doces, vendidos em duas lojas. A tabela abaixo
possui uma linha para cada loja, uma coluna para cada tipo de doce e indica quantos

doces de cada tipo foram vendidos por cada loja em uma dada semana.

‘ Doce1 Doce 2 Doce 3
Loja A 5 4 3
Loja B 3 2 4

Temos também uma tabela, em que cada linha corresponde a um dos doces, cada
coluna corresponde a um ingrediente utilizada na confeccao do doce e as entradas

indicam as quantidades de cada ingrediente necessario para fabricar cada doce.

Farinha Acgtucar Leite Manteiga Ovos
Doce 1 500g 200g  500mL 150g 4
Doce 2 | 400g 100g  300mL 250g 5
Doce 3 | 300g 150g  600mL Og 6

Qual é a quantidade de ingredientes que cada loja precisou para produzir os doces

desta semana?

SOLUCAO:

Sejam A a matriz correspondente a primeira tabela e B a matriz correspondente
a segunda tabela. Queremos montar uma matriz C' em que cada linha corresponde
a uma loja e cada coluna corresponde a um ingrediente, de forma que cada entrada
indica a quantidade de cada ingrediente usado por cada loja na fabricacdo dos doces.

Dessa forma, C' ¢ uma matriz de ordem 2 x 5 em que, por exemplo, c¢;; indica a quan-
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Exemplo 2.34

tidade de farinha usada pela Loja A. Essa loja produziu 5 doces do tipo 1, gastando
500g de farinha em cada um, ou seja, 2.500g de farinha; produziu 4 doces do tipo
2, gastando 400g de farinha em cada um, ou seja, 1.600g; e produziu 3 doces do
tipo 3, gastando 300g de farinha, ou seja, 900g. Assim, ao todo, a Loja A gastou
2.500 4 1.600 4 900 = 5.000 gramas de farinha. Portanto, c¢;; = 5.000g. Em resumo,
para calcular ¢;; tomamos os elementos da primeira linha da matriz A e multiplicamos
um a um pelos elementos da primeira coluna da matriz B e, em seguida, somamos os
resultados.

Um outro exemplo, seria encontrar ce3 que indica a quantidade de leite usada pela
Loja B. Essa loja produziu 3 doces do tipo 1, gastando 500mL de leite em cada um,
ou seja, 1.500mL; produziu 2 doces tipo 2, gastando 300mL em cada um, ou seja,
600mL; e produziu 4 doces do tipo 3, gastando 600mL em cada um, ou seja, 2.400mL.
Assim, ao todo, a Loja B gastou 1.500 + 600 4 2.400 = 4.500mL de leite. Portanto,
co3 = 4.500mL. Em resumo, para calcular co; tomamos os elementos da segunda linha
da matriz A e multiplicamos um a um pelos elementos da terceira coluna da matriz
B e, em seguida, somamos os resultados.

Portanto, calculando cada um dos elementos da matriz C' da forma como sugerida,

concluimos que

C_ 500 1.850 5.500 1.750 58
~[3.500 1.400 4.500 950 46|

No entanto, essa defini¢ao revela-se extremamente 1til, pois esta intimamente rela-
cionada a composicao de transformagoes lineares e ao modo como essas transformagoes

atuam sobre vetores em espacos vetoriais.

Definicao 2.19: Composicao de transformacoes lineares

Sejam F' : R™ — R" e G : RP — R™ transformacoes lineares. Define-se a

composicao de F' com G como a transformacao linear
(FoG)(x) = F(G(x)), paratodox € RP.

O dominio de F' o GG é 0o mesmo que o de GG, e o contradominio é o mesmo que o de F',
ou seja,
FoG:RF — R".
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Observacao 2.9:

Se FF: RPF - R™e G : R™ — R"™ com p, m e n nameros naturais distintos, entao
F o G nao esta bem definido, pois para todo & € R™ temos G(x) € R", mas para
que F(G(x)) faca sentido, deveriamos ter G(x) € R?.

A definicao do produto de matrizes surge de maneira natural a partir da composicao

de transformagdes lineares. Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.35

Considere os operadores lineares F' € L(R? R?) e G € L(R? R?) tais que

. 3r + 4y + 2z v 2z + 3y + 3z
Fllyl|=|5x+2y—=z|, Gllyl| = |3z +5y—T7z
o 2z + 5y + 3z o —2x4+y+ 32

(a) A transformagao composta F' o G estd bem definida? Se sim, determine o seu

dominio e o seu contradominio.
(b) Determine a matriz do operador linear F' em relagdo as bases canonicas.
(c) Determine a matriz do operador linear G em relagdo as bases canonicas.

(d) Determine a matriz da transformagao composta F' o G em relacao as bases

canonicas.
SOLU CAO:

(a) A transformacdo composta F o G estd bem definida, pois tanto F' quanto G

tém dominio e contradominio em R3. Assim,
FoG:R® — R

(b) A matriz do operador linear F' em relacdo as bases candnicas é

3 4 2
A=1|5 2 -1
2 5 3

2.8. PRODUTO DE MATRIZES E A COMPOSICAO DE TRANSFORMACOES LINEARES



Exemplo 2.36

(¢) A matriz do operador linear G em relagao as bases candnicas é

2 3 3
B=|3 5 —7]|.
-2 1 3

(d) Para determinar F' o G, aplicamos primeiro G e depois F:
2 + 3y + 3z
G(x)= |3z +5y— 7z

—2x+y+ 32
Substituindo as trés expressoes acima na lei de F', temos

320 + 3y +32) +4(3x + by — T2) + 2(—2x + y + 32)
(FoG)(x) = |5(20 + 3y +32) +2(8x + b5y — 72) — 1(—2x +y + 32) | .
220 + 3y + 32) + 53z + by — T2) + 3(—2x + y + 32)

Efetuando as operagoes em cada linha:
1? linha:

(3244-342-(-2)z+ (3344542 1)y+ (3-34+4-(=7) +2:3)z
= 14z + 35y — 13z,

22 linha:

(5:24234+(=1)-(-2)x+ (5-34+25+(=1)-Dy+ (5:3+2-(=7)+ (=1)-3)z
= 20z + 26y — 5z,

32 linha:

(2:24534+3(-2)x+(2:34+55+3-1)y+(2:3+5-(=7)+3:3)2
= 17Tz + 40y — 20z.
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Logo,
14x + 35y — 13z

(FoG)(x) = | 20z + 26y — 52z |,
172 + 40y — 202

o que mostra que a matriz associada a F' o G em relagao as bases candnicas é

14 35 —13
C=|20 26 -5
17 40 —-20

Note que o elemento ¢;; da matriz C' é produto dos elementos da linha 7 da

matriz A pelos elementos da coluna j da matriz B, i.e.,

Cij = ainbiy + aipbo; + a;sbs;.

A operacao realizada no exemplo anterior para obter a matriz C' é justamente o que

chamamos de produto matricial da matriz A pela matriz B. Vejamos a defini¢ao formal.

Definicao 2.20: Multiplicagcao de matrizes

Sejam m, n e p nimeros naturais nao-nulos. Considere a matriz A = [a;;] .

de ordem m x n e a matriz B = [b;;] . de ordem n x p. O produto da matriz A

nxp

pela matriz B, indicado por AB, é a matriz C' = [c;] de ordem m x p tal que o

mxp

elemento ¢;, da linha 7 e coluna k£ da matriz C' é dado por
n
Cif = Z a;jbjr = anbig + aioboy + . .. Ainbyy,
j=1

quaisquer que sejam os numeros naturais 1 < i < mel < k < p. Em outras
palavras, a multiplicacdo de uma matriz A por uma matriz B é uma matriz C em
cada elemento ¢, é formado multiplicando-se ordenadamente os elementos da linha 7
da matriz A, pelos elementos da coluna j da matriz B e, em seguida, somado-se os

produtos
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Definicao 2.20

obtidos. Assim,

n n n

Yipabip Yy a0 XU aggbyy
n n n

C— AB — >oio1 G250 Yy agibjs oo X0 agiby
n n n

ijl Amjbj Zj:l Umjbjo ... ijl Amjbip

Se G:RP — R™e F : R™ — R” sdo transformacgoes lineares representadas, respectiva-
mente, pelas matrizes B € M,,x,(R) e A € M,,,»(R), entdo a composi¢do F o G também

é linear. Assim, existe uma matriz C € M, ,(R) tal que
(FoG)(x)=Cz, paratodox € RP.

Observa-se que

(FoG)(x) = F(G(z)) = A(Bz),

o que nos leva a definir C = AB. Portanto, o produto de duas matrizes é definido preci-
samente de modo a garantir que a matriz associada a composicao de duas transformacoes

lineares seja o produto, nessa ordem, das matrizes que as representam.

Exemplo 2.36

Dadas as matrizes

PR
45 6

O 00

Calcule AB.

SOLUCAO:

Temos

AB_[QX?}+@X8%H3X%]_{%]'
AxT7)+(5x8) +(6x09) 122
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Exemplo 2.37

Dadas as matrizes

A 2 1 e B — 3 4 .
01 00
Calcule AB e BA.
SOLUCAO:

Temos,

AB =

(2x3)+(1x0) (2x4)+(1x0)| |6 8

(Ox3)+(1x0) (0x4)+(1x0)| |o of°

BA— (B3x2)+4x0) Bx1L)+@x1)| 1|6 7
S Ox2)+(0x0) OxD+@Ox1)| |0 o]

Portanto AB # BA, isto é, a multiplicagdo de matrizes ndo é uma operagdo comuta-

tiva.
Exemplo 2.38
Dada a matriz
1 2
A= )
Calcule Al, em que I5 é a matriz identidade de ordem 2 x 2.

Solugao.

Temos,

Observacao 2.10

1. A operacao que transforma cada par A e B de matrizes, em que A é da ordem
m X n e B é da ordem n x p, na matriz AB chama-se multiplicacao de

matrizes.
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Observacao 2.10

2. Para que seja possivel realizar a multiplicacdo de uma matriz A por uma matriz
B é necessario que o numero de colunas da matriz A seja igual ao niimero de
colunas da matriz B. Observe que na definigdo a matriz A é da ordem m X n e

a matriz B é da ordem n X p.

3. Pela defini¢ao, o produto da matriz A de ordem m X n pela matriz B de ordem
n X p é a matriz C' que possui o0 mesmo ntmero de linhas que a matriz A e
o mesmo numero de colunas que a matriz B, ou seja, a matriz C' é de ordem

m X p.

Resultado 2.6: Propriedades da multiplicacao de matrizes

O produto de matrizes apresenta as seguintes propriedades:

(a) (Associativa) (AB)C' = A(BC'), quaisquer que sejam as matrizes A € M,,«,(R),
B € M,y,(R) e C € M,y (R).

(b) (Distribuitiva a direira em relagdo d adi¢ao de matrizes) (A+ B)C' = AC + BC,
quaisquer que sejam as matrizes A € M, (R), B € M,,,xn(R) e C € M,,»,(R).

(¢) (Distribuitiva a esquerda em relagao d adigio de matrizes) C(A+B) = CA+CB,
quaisquer que sejam as matrizes A € My, 4, (R), B € M,xn(R) e C € M, (R).

(d) (tA)B = A(aB) = a(AB), quais que sejam as matrizes A € M,,»,(R) e

B € M,,(R) e o nimero real a.

(e) (Elemento neutro multiplicativo) Al, = A e I,,A = A, qualquer que seja a
matriz A € M,«n(R), em que I, e I, sio matrizes identidade de ordem n x n

e m X m, respectivamente.

DEMONSTRACAO:

(a) Tome D = (AB)C e E = A(BC). O elemento d;; que estd na linha i e na

coluna ¢ da matriz D é dado por

dy = Z (Z aijbjk) Cke,
k=1

j=1
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quaisquer que sejam os numeros naturais i e r taisque 1 <i<nel </ <r.
Por outro lado, o elemento e;; que esta na linha 7 e na coluna ¢ da matriz F é

dado por
n p
€ir = Zaij <Z bjkckr> )
j=1 k=1

quaisquer que sejam os nimeros naturais i e r taisque 1 <i<mnel </ <
r. Portanto, pelas propriedades de soma e multiplicacao de ntimeros reais,
concluimos que d;; = e;p, quaisquer que sejam os nimeros naturais ¢ e r tais que
1<i<nel</<r.

(b) Tome D = (A+ B)C. Assim, o elemento d;; que estd na linha ¢ e na coluna k

da matriz D é dado por

s
-
I
=

(aij + bij) cjn

<
Il
—

(aijcjk + bijcik)

<
Il
—

TR
M: 7=

aijCjk + Z QijCik-
7j=1

<.
Il
—

Logo, D = AC + BC' e, portanto, (A + B)C = AC + BC.

(c¢) Usa-se 0 mesmo tipo de raciocinio da demonstragao anterior. Fica como exercicio.

(d) O elemento genérico da matriz (aA)B é dado por

n

n
Zaa” ik = Zaw (abj) = az ijbjk,
Jj=1 J=1 Jj=1
quaisquer que sejam os nimeros naturais ¢ e k taisque 1 <i<mel <k <p.

Como

n n
Z Q;j (abjk) e« Z aijbjk
=i =1

sao os elementos genéricos de A(aB) e de a(AB), respectivamente, concluimos
que
(e¢A)B = A(aB) = a(AB).
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Resultado 2.6

(e) Tome B = Al,. O elemento b;;, que estd na linha i e coluna k da matriz B é

dado por
bz-j:(ailXO)—i—(aZgXO)+...+(aZ~Z~xl)—i—...—l—(amx()):aii,

quaisquer que sejam os numeros naturais i e j taisque 1 <1 <mel <j <n.
Portanto AI, = A. Usa-se o mesmo raciocinio para mostrar que I,,A = I,,.

Fica como exercicio.

Uma consequéncia direta do resultado anterior sao as seguintes propriedades da com-
posigao de transformagoes lineares. Fica para o(a) leitor(a) o prazer de se convencer do
trivialismo dessas afirmagoes, que decorrem diretamente das propriedades da soma de

matrizes.

Resultado 2.7

O conjunto das transformagoes lineares também apresenta propriedades andlogas as

do produto de matrizes:

(a) (Associativa) (FoG)oH =Fo(GoH),
para quaisquer transformagoes lineares F': RP - R", G:R" - RP e H : R™ —
R™.

(b) (Distributiva a direita em relagao a adigio) (F+G)oH =FoH +GoH,
para quaisquer transformagoes lineares F, G : R* — R e H : R™ — R".

(¢) (Distributiva d esquerda em relagio a adi¢cio) Fo(G+H)=FoG+ FoH,
para quaisquer transformagoes lineares F': R? — R" e G, H : R — RP.

(d) (Compatibilidade com escalar) (aF)oG = a(F oG)=F o (aG),
para quaisquer transformacoes lineares F': RP — R", G : R” — RP e nimero

real a.

(e) (Elemento neutro multiplicativo) Fol,=F el,oF =F,
para qualquer transformacao linear F': R™ — R™, sendo I, e I,,, as transforma-

¢oes identidade de R™ e R™, respectivamente.
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Observacgao 2.11

1. A multiplicagdo de matrizes ndo é comutativa, isto é, para duas matrizes

quaisquer A e B é falso que AB = BA sempre. Por exemplo,
(a) HA& casos em que existe AB e nao existe BA. Isso ocorre quando A é uma
matriz de ordem m X n e B é uma matriz de ordem n X p e m # p.

(b) H4 casos em que existem AB e BA, porém sdo matrizes de ordens diferentes
e, portanto, AB # BA. Isso ocorre quando A é uma matriz de ordem

m X n e B é uma matriz de ordem n X m e n # m.

(¢) Mesmo nos casos em que AB e BA sao de mesma ordem, temos quase
sempre AB # BA. Veja o caso do Exemplo 37, em que A e B sdo matrizes

quadradas de mesma ordem.

(d) Quanto A e B sao matrizes tais que AB = BA, dizemos que as matrizes
A e B comutam. Notemos que uma condi¢ao necessaria para que A e

B comutem ¢é que elas sejam matrizes quadradas de mesma ordem. Por

1 2 4 =2
comuta com ,
s %]

A P e A e el

2. E importante observar que se A e B sao matrizes de ordem m X n e n X p,

exemplo,

pois

respectivamente, tais que AB = O,,x,, em que Oy, ¢ matriz nula de ordem
m X p; € falso que A = O,,xp, 0u B = O, sempre, em que O, xp, € O, 5, 530 as
matrizes nulas de ordem m X n e n X p, respectivamente. Em outras palavras, é

possivel encontrar duas matrizes nao-nulas cujo produto é a matriz nula. Por

ool b o

exemplo,
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2.9 A transposta e a decomposicao de uma matriz em
sua parte simétrica e anti-simétrica

Nesta secao, estudaremos a operagao de transposicao de matrizes e veremos que
qualquer matriz quadrada A pode ser decomposta, de forma tinica, como soma de duas
matrizes especiais: uma parte simétrica e uma parte anti-simétrica. Essa decomposicao
nao ¢ apenas um truque algébrico, ela serd especialmente importante no préoximo capitulo,

quando estudarmos formas quadraticas.

Definicao 2.21: Matriz transposta

Sejam n e p nimeros naturais nao-nulos. A matriz transposta da matriz A =
[aij]nxp, indicada por A", é uma matriz de ordem p x n tal que o elemento a;; da linha
i e coluna j da matriz A" é tal que afij = a;;, em que aj ¢ o elemento da linha j e
coluna ¢ da matriz A, quaisquer que sejam os nimeros naturais 7 e j taisque 1 < <n
e 1 < j < p. Em outras palavras, as linhas da matriz A" sdo ordenadamente iguais

as colunas da matriz A.

Exemplo 2.39

(a) Se A=[1 3 5 7| entao AT =

N Ot W =

3 1
(b) Se B = 6],entéoBT: 10 —2

1 2 1
(c) Se C = 3 4],entéoCT:[ 3].

(d) Se D = [\/5}, entdo D' = [\/ﬁ] :
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Resultado 2.8: Propriedades da transposicao de matrizes

A transposicao de matrizes apresenta as seguintes propriedades:

(a) (AT>T = A qualquer que seja a matriz A € M,,(R).

(b)) (A+B)" = AT + B' quaisquer que sejam as matrizes A, B € M,,»,(R).

(¢) (€A)T = aAT quaisquer que sejam o niimero real o e a matriz A € M,,,(R).

(d) (AB)T = B'A" quaisquer que sejam as matrizes A € M,,.,(R) ¢ B €

M, «»(R).

DEMONSTRACAO:

(a) Fazendo B = A" segue que o elemento genérico b;i da linha j e da coluna 7 da

matriz B é tal que

bji = aij,

quaisquer que sejam os numeros naturais ¢ e j taisque 1 <i<nel <75 <p.

Como o elemento genérico b;; da linha i e coluna j da matriz BT ¢ tal que
bij = bji = ay,

quaisquer que sejam os numeros naturais i e j taisque 1 <i<nel <j<p.

Portanto,

(A7) = a.

Fazendo C' = A + B segue que o elemento genérico ¢;; da linha i e da coluna j
da matriz C' é tal que

Cij = aij + bij,
quaisquer que sejam os ntmeros naturais i e j taisque 1 <i<nel <j<p.
Como o elemento genérico ¢j; da linha j e coluna i da matriz C' étal que
U _ 7 /
Cjz’ = Cijj = Qjj + bij = aji + bji’
quaisquer que sejam os nimeros naturais i e j taisque 1 <1 <nel <j <p,
de forma que a;-i e b;-i sao, respectivamente, os elementos genéricos da linha j e

coluna i das matrizes A" ¢ B'.
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Resultado 2.8

(¢) Fazendo B = A segue que o elemento genérico b;; da linha ¢ e coluna j da

matriz B é tal que

/

bij = Qa;; = ozaji,

quaisquer que sejam os nimeros naturais i e j taisque 1 <1 <nel <j <p,

/

de forma que aj;

é o elemento genérico da linha j e coluna i da matriz A'.
Portanto,
(@A)T =aAT.

(d) Fazendo C = AB segue que o elemento genérico ¢}, da linha k e da coluna ¢

da matriz C" é tal que
n n n
Cri = Cik = Z aijbj = Zbak% = Z O @i
Jj=1 Jj=1 Jj=1

quaisquer que sejam os nimeros naturais ¢ e k taisque 1 <1 <nel <k <p,
de forma que by; ¢ o elemento genérico da linha k e coluna j da matriz BT e

aj; é o elemento genérico da linha j e coluna i da matriz A", Portanto,

(AB)T=BTA".

Exemplo 2.40

Mostre que
(aAI, + BO)" =aA" + O,

em que o € R, I,, é a matriz identidade de ordem n x n, O é a matriz nula de ordem

n X n, A e B sdo matrizes quadradas pertencentes a M, (R).

SOLUCAO:

Utilizando as propriedades do Teorema 1.8 segue que

(aAI, +BO)' = (0A+0)" = (aAT)+0" =aA" + 0.
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O conceito de matriz transposta conecta-se diretamente com as ideias de matriz
simétrica e anti-simétrica. Esses dois tipos de matrizes sdo importantes em Estatistica
e em outras areas, pois diversas quantidades de interesse, como matrizes de variancias e
covariancias (ver Se¢ao 2.11), sdo naturalmente simétricas e, no préximo capitulo, veremos
que ao estudar formas quadraticas podemos concentrar nossa analise apenas na parte

simétrica de uma matriz, o que simplifica tanto a teoria quanto os calculos.
Definicao 2.22: Matriz simétrica

Sejam n um nimero natural ndo-nulo e A uma matriz quadrada de ordem n x n.
Dizemos que A é uma matriz simétrica quando A" = A. Em outras palavras, os

elementos simetricamente dispostos em relagao a diagonal principal sao iguais.

Exemplo 2.41

1 2 1
(a) A matriz A = [2 4] ¢ uma matriz simétrica, pois A’ = [ 4] e, portanto,
AT = A.
1 2 3 1 2 3
(b) A matriz B = |2 4 5| é uma matriz simétrica, pois B' = |2 4 5| e,
3 5 6 3 5 6
portanto, B = B'.

(¢) A matriz identidade de ordem n x n, I, = | |, é uma matriz

00 ... 1
simétrica pois I = I,,.

Definicao 2.23: Matriz anti-simétrica

Sejam n um nimero natural ndo-nulo e A uma matriz quadrada de ordem n x n.
Dizemos que A é uma matriz anti-simétrica quando AT = —A. Em outras
palavras, os elementos simetricamente dispostos em relacao a diagonal principal sdao

opostos.
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Exemplo 2.42

0 5 0 =5
(a) A matriz C = [ 0] é uma matriz anti-simétrica, pois C'' = [5 0 ] e,

portanto, C' = —C.

0 1 2 0 —1 —2
(b) AmatrizD = |—-1 0 3| é uma matriz anti-simétrica pois D'"=|1 0 -3
-2 =30 2 3 0

e, portanto, D' = —D.

(¢) A matriz nula O de ordem n x n é anti-simétrica, pois O' = —O.

Resultado 2.9: Propriedades das matrizes simétricas e anti-simétricas

As matrizes simétricas e as matrizes anti-simétricas apresentam as seguintes

propriedades:

(a) Se A € M,(R) e B € M,(R) sdo matrizes simétricas, entdao A + B é uma

matriz simétrica de ordem n x n.

(b) Se A € M,(R) e B € M,(R) sdo matrizes anti-simétricas, entdo A + B ¢é uma

matriz anti-simétrica de ordem n X n.

(¢) Se A € M,(R) é uma matriz anti-simétrica, entdo A+ A" = O, em que O é a

matriz nula de ordem n X n.

DEMONSTRACAO:

(a) Como as matrizes A e B sio simétricas, segue que A = A’ ¢ B = B'. Logo,
A+B=A"+B"'=(A+B)".

Portanto, A + B é uma matriz simétrica.

(b) Como as matrizes A e B sao anti-simétricas, segue que A' = —A e B = —B.
Logo,
A+B=-A"-B'=—(A"T+B")=—-(A+B)".

Portanto, A + B é uma matriz anti-simétrica.
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Resultado 2.9

(¢) Como A é uma matriz anti-simétrica, segue que A" = —A. Logo,

A+ AT=A—-A=0.

Observacao 2.12

Em uma matriz anti-simétrica todos os elementos da diagonal principal sao iguais

a Zero.

Veremos agora que, dada qualquer matriz quadrada, podemos separar sua “parte
simétrica” e sua “parte anti-simétrica” de forma sistematica. Essa ideia sera fundamental
para a decomposi¢cdo que mencionamos no inicio da secao e, mais adiante, para o estudo

de formas quadraticas.

Definicao 2.24: Parte simétrica e parte anti-simétrica de uma matriz

Seja A uma matriz quadrada de ordem n x n. Definimos:
e a parte simétrica de A como a matriz

A+ AT
Asim - _’_27

« a parte anti-simétrica de A como a matriz

A-AT

Aasim =
2

Como veremos a seguir, Ag, é sempre uma matriz simétrica e A,q, é sempre uma

matriz anti-simétrica.
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Exemplo 2.43

Considere a matriz

A:Ej.

Entao,
ATzll 2],
4 3
de modo que
A _ATAT 1[14+1 442 :[1 3]
o 2 2|2+4 3+3 3 3

A CA-AT 1]1-14-2| |0 1
2 2024 323 |-1 0

Note que Ag;, € simétrica e A, ¢ anti-simétrica.

Resultado 2.10

Seja A uma matriz quadrada de ordem n x n. As seguintes afirmacgoes sao

verdadeiras.
A+ AT
(@) Agim = 5 é uma matriz simétrica;
A-—AT
(b) Ausim = —5 ¢ uma matriz anti-simétrica;

(c) vale a decomposicao
A= Asim + Aasim;

(d) essa decomposigao ¢ tnica: se A = S+ K, com S simétrica e K anti-simétrica,

entao necessariamente S = A, ¢ K = Ajgim-

DEMONSTRACAO:

(a) Temos

T
Asim -

92 - - Asim 9

L(ArATY AT &) _aTea
2 2
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Resultado 2.10

logo Agin, € simétrica.

(b) De forma anéloga,

AT

asim —

.
_(A-a\_AT-(4T) AT-a  a-a
2 - 2 - 2 - 2 - asim

logo A.sim é anti-simétrica.
(¢) Somando as duas partes, obtemos

T _ T
Asim—i—Aasim:A—;A +A 2A =%=A

(d) Suponha que A = S + K, com S simétrica e K anti-simétrica. Tomando

transpostas em ambos os lados,
AT=8"+K'=S-K,
pois ' =8 e K" = —K. Somando as duas igualdades, obtemos
A+AT=(S+K)+(S—-K)=2S,

isto é,
A+ AT
S = +2 A

Subtraindo as duas igualdades, obtemos

A-A"=(S+K)—-(S-K)=2K,

isto é,
A—AT
2

K = - Aasim .

Portanto, a decomposicao é tnica.
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2.10 Matrizes invisiveis e a bijetividade de transforma-

coes lineares

Ao longo do curso, vimos que toda transformacao linear F' : R? — R™ pode ser
representada por uma matriz A € M, ,(R) tal que F(x) = Ax quando trabalhamos
com as bases canonicas. Muitas vezes, porém, pensamos primeiro na transformacao (o
que ela faz com os vetores) e apenas depois, se for conveniente, escrevemos a matriz
associada, é como se a matriz estivesse “invisivel” por tras da transformacao. Nesta secao,
vamos estudar com cuidado como propriedades importantes de F', como injetividade,
sobrejetividade e bijetividade, podem ser descritas em termos de seu nucleo e de sua
imagem, bem como das dimensoes desses conjuntos. Em seguida, conectaremos essas
ideias a teoria de matrizes por meio do espaco coluna e do posto da matriz associada
A, mostrando como essas duas linguagens, transformacoes lineares e matrizes, dizem as

mesmas coisas, mas com roupagens diferentes.

2.10.1 Transformacoes lineares injetivas
Definicao 2.25: Transformacao linear injetiva

Seja F' : RP — R™ uma transformacao linear. Dizemos que F' ¢é injetiva quando,

para quaisquer vetores u,v € R?,

Em outras palavras, vetores distintos em R?” nunca sao “colapsados” para a mesma

imagem em R".

Exemplo 2.44

Considere a transformacao linear F' : R? — R? definida por

(L)%

Verifique se F' é injetiva.
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Exemplo 2.44

SOLUCAO:
A matriz associada a F' em relagao as bases canonicas é

-y

2 2
“ = vt = 2u; =2v; e — 3uy = —3vs,
—3U2 —3’02

Se F(u) = F(v), entao

o que implica u; = v; e us = v9. Logo, u = v e F ¢é injetiva. Note que as colunas de

A,
2 0
cL = e ¢y = ,
"o R

sao linearmente independentes.

Exemplo 2.45

Considere agora F : R? — R? dada por

()-F

Yy
Verfique se F' ¢é injetiva.
SOLUCAO:
A matriz associada é
1 1
A=|1 -1
0 1

T

n

T2

Y2

)

]) , obtemos o seguinte sistema

SeF(
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Exemplo 2.45

T1+ Y1 = T2 + Yo,
T1 — Y1 = T2 — Y2,
3/123/2:

do qual segue y; = ys e, substituindo nas duas primeiras equagoes, também x; = xs.
Logo, F ¢ injetiva. Novamente, as colunas de A sao LI.
Exemplo 2.46

Considere G : R? — R3 definida por

0
T
Y 0
Verifique se G é injetiva.

SOLUCAO:

A matriz associada é

B =

o = O
S = O

1
Note que G ([ 1]) =0e G(0) =0, embora [

Note que, nesse caso, as colunas de B sao LD (uma é igual & outra), o que antecipa a

1
1] # 0. Portanto, G nao é injetiva.

conexao entre injetividade e independéncia das colunas da matriz associada.

2.10.2 Nicleo de uma transformacao linear

Definicao 2.26: Nucleo

Seja F' : R? — R™ uma transformagao linear. O nicleo de F', indicado por Ker(F'),

é o conjunto
Ker(F)={x € R": F(z) = 0}.
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Ou seja, Ker(F') é o conjunto de todos os vetores do dominio que sdo “enviados para

zero” pela transformacao.

Observacao 2.13
Se F(x) = Az, entdo
Ker(F)={x € R”: Az = 0},

ou seja, o nucleo de F' coincide com o conjunto de solugoes do sistema homogéneo
Ax = 0.

Exemplo 2.47

Determine o nticleo da transformacao F : R? — R3 dada por

()

Y
SOLUCAO:
Temos F' ([x]) = 0 se, e somente se,
Yy
x+y=0,
r—y=0,
y =0,
o que implica y = 0 e x = 0. Logo,
Ker(F) = {0}.
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Exemplo 2.48

Determine o nticleo da transformacio G : R? — R?® dada por

SOLUCAO:

Temos G ([x]) = 0 se, e somente se,
Y

z+y=0,

isto é, x = —y. Assim,

wecr={[ ] sl <l [}

que é uma reta em R2.

A transformagao F' do Exemplo 1.47 é injetiva (ver Exemplo 1.45) e a transformacao
G do Exemplo 1.48 nao é injetiva (ver Exemplo 1.46). No primeiro caso, apenas o vetor
nulo pertence ao niicleo da transformacao, enquanto, no segundo caso, um subespago de
dimensao menor ¢é gerado. De fato, o ntcleo de qualquer transformacao injetiva possui

dimensao zero, i.e., possui apenas o vetor nulo como elemento.

Resultado 2.11: Nucleo e injetividade
Uma transformacao linear F': RP — R" é injetiva se, e somente se,
Ker(F) = {0}.

DEMONSTRACAO:

(=) Suponha que F' seja injetiva. Se @ € Ker(F'), entdao F(x) = 0. Mas também
F(0) = 0. Pela injetividade, = 0. Logo, Ker(F') = {0}.

(<) Suponha agora que Ker(F') = {0}. Se F(u) = F(v), entao

F(u)—F(v)=0 = F(u—wv)=0.
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Resultado 2.11

Logo, u —v € Ker(F'). Como o nicleo é apenas {0}, concluimos que © — v = 0, isto

é, u = v. Portanto, F' ¢ injetiva.

Definicao 2.27: Espacgo coluna

Seja A € M,,,(R) uma matriz com colunas ¢y, ¢y, ..., ¢, € R". O espago coluna

de A, indicado por col(A), é o subespago vetorial de R™ gerado por essas colunas:

col(A) = Span{ey,ca, ..., ={y e R" 1y =aqc1 + - + ¢, o € R}

Definicao 2.28: Imagem

Seja F' : R? — R" uma transformacao linear. A imagem de F', indicada por (F),
é o conjunto

S(F) = {F(u) : u € R},

isto é, o conjunto de todos os vetores de R" que de fato aparecem como imagem de

algum vetor do dominio.

Resultado 2.12: Imagem e espaco coluna

Se F : R? — R™ é uma transformacao linear com matriz associada A € M, ,(R)

em relacao as bases canonicas, entao
S(F) = col(A).

DEMONSTRACAO:

Seja € RP. Escrevendo & em coordenadas em relagao a base canénica, temos

F(z) = Ax = x1¢1 + - - + 20,

logo F'(x) € col(A). Isso mostra que S(F') C col(A).
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Resultado 2.12
Reciprocamente, seja y € col(A). Entdo existem escalares ay, ..., a, € R tais que
Y =aa1c1 + -+ .
Definindo = (ay, ..., a;)", obtemos
F(z) = Az =y,

o que mostra que y € S(F'). Logo, col(A) C J(F) e a igualdade estd demonstrada.

U

Definicao 2.29: Dimensao da imagem e do espago coluna

A dimensao da imagem de F é definida como dim(S(F)). A dimensao do

espacgo coluna de A é
dim(col(A)) = ntimero de colunas LI de A.
Pelo resultado anterior, temos sempre

dim(S(F)) = dim(col(A)).

2.10.3 Transformacoes lineares sobrejetivas
Definicao 2.30: Transformacao linear sobrejetiva

Seja F' : RP — R" uma transformacao linear. Dizemos que F' é sobrejetiva quando

isto é, quando cada vetor de R™ é a imagem de algum vetor em RP.

Usando a identificacao S(F') = col(A), vemos que a sobrejetividade de F' esta ligada

ao fato de que as colunas de A geram todo R".
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Resultado 2.13: Sobrejetividade e espago coluna
Se F : R? — R™ ¢ linear com matriz associada A € M, ,(R), entdo:

F é sobrejetiva <= J(F) =R" <= dim(col(A)) = n.

Exemplo 2.49

(a) A transformagao F : R* — R? dada por

(L)1

é sobrejetiva, pois qualquer vetor (a,b)" € R? pode ser escrito como

()

Equivalentemente, as duas colunas de A sdo LI e geram R2.

(b) A transformagdo F : R? — R3 dada por

nao é sobrejetiva, pois a imagem é um subespaco de dimensdo 2 em R? (um

plano passando pela origem); logo, S(F') # R3.

(¢) A transformagao G : R* — R3 dada por

também nao é sobrejetiva, pois sua imagem ¢ apenas uma reta em R3.

2.10.4 Transformacoes lineares bijetivas
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Definicao 2.31: Transformacao linear bijetiva

Um operador linear F': R — R" ¢ dito bijetor quando ¢ injetivo e sobrejetivo ao

mesmo tempo.

Do ponto de vista geométrico, um operador bijetor é aquele que “reorganiza” os vetores
de R" sem perder informagao (injetivo) e sem deixar nenhum vetor de fora (sobrejetivo).
Do ponto de vista matricial, veremos que isso significa que a matriz associada A € M, (R)

tem colunas que formam uma base de R".
Resultado 2.14: Bijetividade e dimensao da imagem
Se F' : RP — R™ ¢ linear com matriz associada A, entao:
F ¢ bijetora <= p=mne dim(S(F)) =n <= dim(col(A)) =n.

Em particular, no caso bijetor, as colunas de A formam uma base de R".

Exemplo 2.50

(a) A identidade F' : R* — R? dada por

7(G)-1

é bijetora: é claramente injetiva e sobrejetiva. A matriz associada é I, cujas

colunas formam a base candnica de R2.

(b) A transformagao F : R?* — R? dada por

(1)

também é bijetora: ¢ injetiva (a tnica solugdo de 2z =0 e 2y =0 ¢ (0,0)) e
sobrejetiva (basta tomar (x,y) = (a/2,b/2) para obter (a,b) como imagem). As

colunas da matriz
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Exemplo 2.50

ol

formam uma base de R2.

2.10.5 Posto de uma matriz
Definicao 2.32: Posto de uma matriz
Seja A € M,,(R). O posto de A, indicado por r(A), é definido por
r(A) = dim(col(A)),

isto é, o nimero maximo de colunas LI de A.

Com essa notacao, podemos reescrever varios resultados desta secao de forma compacta,
conectando diretamente a “matriz invisivel” A as propriedades da transformacao linear

F(z) = Ax.
Resultado 2.15: Posto, injetividade, sobrejetividade e bijetividade

Seja F' : R? — R" uma transformagao linear com matriz associada A € M, ,(R).

Entao:
(a) F ¢ injetiva <= r(A) =p = n > p.
(b) F é sobrejetiva <= r(A) =n=n <p.
(¢) F ¢é bijetora <= r(A) =n = p.

(d) Sempre vale r(A) < min{n, p}.

Esses resultados mostram como, ao estudar o ntcleo e a imagem de F', estamos,
na pratica, investigando subespagos determinados pelas colunas da matriz associada
A. Mesmo quando a matriz ndo aparece explicitamente, ela esta sempre “escondida”
por tras da transformagao, governando propriedades fundamentais como injetividade,

sobrejetividade e bijetividade.

2.10. MATRIZES INVISIVEIS E A BIJETIVIDADE DE TRANSFORMACOES LINEARES



2.10.6 Matrizes inversiveis

Antes de formalizarmos a no¢ao de matriz inversivel, retomemos a ideia de transforma-
¢ao linear inversa estudada anteriormente. Dada uma transformacao linear F': R” — R",
dizemos que F é inversivel quando existe uma transformacao linear F~! : R® — R" tal
que F7Y(F(x)) = x e F(F~!(x)) = x para todo vetor z € R". Fixada uma base de
R", a transformacao linear F' é representada por uma matriz quadrada A e, quando F
é inversivel, a transformacio inversa F~! é representada por uma matriz inversa A’
Nesta secao, estudaremos diretamente a inversibilidade de matrizes, tendo em mente essa

correspondéncia entre transformagoes lineares e matrizes.

Definicao 2.33: Matriz inversivel

Sejam n um nimero natural ndo-nulo e A uma matriz quadrada de ordem n x n.
Dizemos que A é uma matriz inversivel quando existir uma matriz quadrada B de

ordem n X n tal que
AB=BA-=1,,

em que I, é a matriz identidade de ordem n x n. Quando a matriz A nao é inversivel,

dizemos que a matriz A é uma matriz singular.

Resultado 2.16

Se A é uma matriz inversivel de ordem n X n, entao é tnica a matriz B tal que

AB =BA =1,, em que I,, é a matriz identidade de ordem n x n.

DEMONSTRACAO:
Admitamos que exista, além da matriz B, uma matriz C' de ordem n x n tal que
AC =CA=1,. Assim,

C =1,C = (BA)C = B(AC) = BI, = B.

Como C = B, ¢ tnica a matriz B.
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Sejam n um nimero natural ndo-nulo e A uma matriz inversivel de ordem n x n.

Dizemos que a matriz A~ é a matriz inversa da matriz A quando AA™' =

A'A =1, em que I, é a matriz identidade de ordem n x n.

Exemplo 2.51

(a) A matriz

=l

B [1/2 0]7
0 1

segue que AB = BA = I, em que I, é a matriz identidade de ordem 2 x 2.

-1 !1/2 0] |
0 1

e

B:[7 —3],
-2 1

segue que AB = BA = I, em que I, é a matriz identidade de ordem 2 x 2.

¢ inversivel, pois tomando

Portanto,

(b) A matriz

é inversivel, pois tomando

Portanto,
=5
-2 1
(¢) A matriz
1 27
A=10 3 1
05 2

¢ inversivel, pois tomando
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Exemplo 2.51

1 31 -19
B={0 2 -1/,
0 -5 3
segue que AB = BA = I3, em que I3 é a matriz identidade de ordem 3 x 3.
Portanto,
1 31 -19
A7 =10 2 -1
0 -5 3

Exemplo 2.52

Qual é a matriz inversa da matriz

A=37?
5 11

A_l_ab
e dl’

em que a, b, c e d sdo numeros reais desconhecidos, segue que

A‘lA:IQ(i)ab 37:10
c d| |5 11 01

5 3
, C= 2 ed= —5 Portanto,

_u 7
-1 __ 2 2
A = R

2 2

uma vez que temos também AA™! = I,, em que I, é a matriz identidade de ordem
2 x 2.

SOLUCAO:

Fazendo

3a+5b =1, 3c+5bd =0,
e
Ta+ 116 =0, Tc+11d =1.

[NCRIEN

11
L = —— b:
Og07 a 2 Y
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Exemplo 2.53

A matriz

em que a, b, ¢ e d sao niimeros reais desconhecidos, decorre que

1 2 b 10 a+2c =1, b+2d =0,
AA' =1, & ¢ = & e
4 8| |c d 0 1 da+8c =0, 4b+8d =1.
Ambos os sistemas sao impossiveis, portanto nao existem ntmeros reais a, b, c e d

satisfazendo a definicdo de matriz inversa.

Exemplo 2.54

Qual é a matriz inversa da matriz

111
A=12 3 1|7
4 9 1
SOLUCAO:
Fazendo
a b c
Alt=1d ¢ fls
g h i

em que todas as entradas dessa matriz sao niimeros reais desconhecidos, segue que
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Exemplo 2.54

o b |1 11 1 00
AT'A=I;& |d e f| ]2 3 1|=1]01 0
g h il]4 91 00 1

a+2+4c =1, [d+2e+4f =0, [g+2n+4i =0,

< 3a+3b+9 =0, d+3e+9f =1,€e §g9g+3h+9 =0,
a+b+c =0, d+e+ f =0, g+h-+i =1
Logo,
a =-3, b=4, c=-1,
3 1
d :17 62_%7 f:%7
= h=—2. j=-.
g =3, 5 =3
Exemplo 2.55
Portanto,
-3 4 -1
A'=11 -=3/2 1/2|,
3 —=5/2 1/2

uma vez que temos também AA ™ = I, em que I5 é a matriz identidade de ordem
3 x 3.

Observacao 2.14

Dos exemplos anteriores, observamos que dado um nimero natural ndo-nulo n,
para determinar a matriz inversa de uma matriz quadrada de ordem n X n, temos
de obter n? incégnitas, resolvendo n sistemas de n equacdes e n incégnitas cada um.
Esse método nao é pratico, por isso vamos estudar outros métodos para obtencao
da matriz inversa, como, por exemplo, via determinantes e vamos aprender como

calcular a matriz inversa de uma matriz dada com o auxilio do software estatistico R.

2.10. MATRIZES INVISIVEIS E A BIJETIVIDADE DE TRANSFORMACOES LINEARES



Resultado 2.17: Propriedades da matriz inversa

A matriz inversa de uma matriz quadrada dada apresenta as seguintes propriedades:
(a) (A’l)_1 = A, qualquer que seja a matriz inversivel A € M, (R).

(b) <A71>T = (AT)_I, qualquer que seja a matriz inversivel A € M, (R).

(¢) (AB)™' = B"'A™!, quaisquer que sejam as matrizes inversiveis A, B € M, (R).

- 1

(d) (a«A)™" = =A™, qualquer que seja o ntimero real o # 0 e a matriz inversivel
«
A € M,(R).

DEMONSTRACAO:

(a) Fazendo B = A™! segue que

-1

BB '=1,c A" (A*l) =1,

em que I, é a matriz identidade de ordem n x n. Como a matriz inversa é
unica, concluimos que

~1
(A7) =A
Analogamente, se tivéssemos partido de B™'B = 1I,.

(b) De fato,
(aa™) =1] =1,

em que I,, é a matriz identidade de ordem n xn. Logo, pelo item (d) do Teorema
5, segue que

(A AT =1,

Portanto, como a matriz inversa é tnica, concluimos que
(4) (4.
(¢) De fato,
(AB)(B'A)=A(BB ')A = AILA"' = AAT' =1,

em que I, é a matriz identidade de ordem n x n. Analogamente, mostramos

que
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Resultado 2.17

(B'A™")(AB) =1,

Portanto,
(AB) ' =B7'A™!

(d) Fazendo B = oA segue que
BB '=1,<aA(cA)"' =1,

em que I, é a matriz identidade de ordem n x n. Como a matriz inversa é
unica, concluimos que

1
A)l=-A""
(ad)™ = —

Analogamente, se tivéssemos partido de B™'B = I,.

2.11 Determinantes

Defini¢ao 2.35: Determinante de matrizes quadradas (n < 3)

Sejam n um nimero natural ndo-nulo menor do que ou igual a 3 e M,(R) o
conjunto das matrizes quadradas de ordem n x n. Seja A € M, (R). Chamamos de
determinante da matriz A, que indicamos por det(A), o nimero real que podemos

obter operando os elementos da matriz A da seguinte forma:

(a) Sen =1, isto é, A é uma matriz quadrada de ordem 1 x 1, entao det(A) é

igual ao tinico elemento de A. Em outras palavras,

A= [au] = det(A) = a11.

(b) Sen =2, isto é, A é uma matriz quadrada de ordem 2 x 2, entao det(A) é igual

ao produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elementos
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Definicao 2.35
da diagonal secundaria. Em outras palavras,

ail Q2
A= = det(A) = a11Q22 — A12091-

a1 A2
(¢) Se n =3, A é uma matriz quadrada de ordem 3 x 3, isto é

a1; aiz2 Qi3
A= Q21 Q22 23

31 Aazz ass

entao

det(A) = (11022033 + A12023031 + Q13021032 — A13G22031 — (11023032 — A12021033.

Observacgao 2.15

1. Podemos representar o determinante de uma matriz A colocando os elementos
da matriz A entre duas barras verticais. Assim, podemos representar o

determinante de uma matriz genérica de ordem 3 x 3 da seguinte forma

aijx aiz Az
G21 Q22 (23

a31 aszz G33

2. Podemos memorizar a definicdo de determinante para matrizes de ordem 3 x 3

da seguinte forma:
e Repetimos, ao lado da matriz, as duas primeiras colunas e efetuamos as
seis multiplicagoes como indicado

e Os produtos obtidos no sentido da diagonal principal permanecem com o

mesmo sinal.
e Os produtos obtidos no sentido da diagonal secundaria mudam de sinal.

O determinante é a soma dos valores assim obtidos.
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Observacgao 2.1

Pierre Frédéric Sarrus foi o matematico francés que descobriu essa regra pratica para
encontrar o determinante de matrizes quadradas de ordem 3 x 3. Em sua homenagem,

essa regra ¢ chamada regra de Sarrus.

Exemplo 2.56

Calcule o determinante da matriz

V2 -1
T~

SOLUCAO:

2 -1

V2 =10+3=13.

3 52

Exemplo 2.57
Determine o niimero real x tal que
5 2
=—1.

r—1 =z+3
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Exemplo 2.57

SOLUCAO:

5 2

=—-15(+3)-2r-1)=-132x+17T=-1<12=60.
r—1 x+3

Exemplo 2.58

1 -1
Dadas as matrizes A = [ 3 ] e B= [ 51] , calcule:
(a) det(A+ B).
(b) det(AB).

() (det(A))B.

SOLUCAO:
(a) Temos
AvB- [ : 6]
-1 1
Logo,
det(A+ B) =246 =38.
(b) Temos
AB — -3 14 .
1 -7
Logo,
det(AB) =21 — 14 =T.
(¢) Temos
det(A) =6+ 1="T.
Logo,
(det(A))B = 7B — [_07 357] |
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Exemplo 2.59

Dadas as matrizes

, 1 -1 0
A:[”]eBzz 3 2

3 9
1 2 1

Determine o ntimero real z tal que det(A) = det(B).
SOLUCAO: Temos
det(A) =18 — 3z e det(B) =5 — x.

Logo,
1
det(A):det(B)<:>18—3x:5—:c<:>2x:13<:>a::23.

Definicao 2.36: Menor complementar

Considere uma matriz quadrada A de ordem n X n, em que n é um numero natural
maior do que ou igual a 2. Seja a;; o elemento genérico da matriz A que estd na linha
1 e coluna j de forma que ¢ e j sdo nimeros naturais tais que 1 <i<nel <j <n.

O menor complementar do elemento a;;, que indicamos por D;;, é o determinante

K
da matriz que se obtém suprimindo a linha ¢ e a coluna j da matriz A.

Exemplo 2.60

Considere a matriz

AN

I
W N
w = W

4
5
2
(a) Determine Dj; o menor complementar do elemento ay; da matriz A.

(b) Determine Dy; o menor complementar do elemento as; da matriz A.

(¢) Determine D3 o menor complementar do elemento as; da matriz A.
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Exemplo 2.61

SOLUCAO:

(@)

15
n=l = —13.
(b) )
3
21 — 3 9 — 6.
(c)
3 4
D31 == 1 5 = 1]_

Exemplo 2.60

Considere a matriz
5 6
B = )
(a) Determine Dj5 0 menor complementar do elemento by da matriz B.
(b) Determine Dy 0 menor complementar do elemento by da matriz B.
SOLUCAO:
(a) D12 = |7| =17.

(b) Dy = |5| =9.

Considere uma matriz quadrada A de ordem n X n, em que n é um nimero natural

maior do que ou igual a 2. Seja a;; o elemento genérico de A que estd na linha ¢ e na
coluna j de forma que i e j sdo ntimeros naturais tais que 1 <i<nel <j<n. O

cofator do elemento a;;, que indicamos por A;;, é o nimero (—1)"7D;;, em que D;;

¢ o menor complementar do elemento a;;.
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Exemplo 2.61

Considere a matriz
-2

AN
I
IS
TUo W

8
3
(a) Determine Aj; o cofator do elemento ay; da matriz A.

(b) Determine Ajy o cofator do elemento ajs da matriz A.

(¢) Determine A3 o cofator do elemento a;3 da matriz A.

SOLUCAO:

(a) All = (—1)2D11 =

18
(6) A= (17" | =53

(C) A13 = (—1)4 1 = —23.

Ja vimos no inicio dessa se¢ao a definigdo de determinante para matrizes quadradas de
ordem 1, 2 e 3. Vamos agora, com o auxilio do conceito de cofator, apresentar defini¢ao de
determinante, valida para matrizes de ordem n x n qualquer que seja o niimero natural

nao-nulo n.

Sejam n um nimero natural ndo-nulo e A uma matriz quadrada de ordem n x n.

O determinante da matriz A, que indicamos por det(A), é tal que

(a) Sen =1, isto é, A é uma matriz quadrada de ordem 1 x 1, entdo A = [a1;] e
det(A) = ai1-
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(b) Se A é uma matriz quadrada de ordem n X n, em que n é um ntmero natural

maior do que 2, entao

ay; a2 ... Qip

21 A2 ... QA9p
A=

Ap1 Ap2 ... QApp

e definimos

n
det(A) = a1 A + ag1 Aoy +az Ay + ..+ i Any = Z a1 Ait,
i=1
em que A;; é o cofator do elemento a;; da matriz A para todo nimero natural ¢
tal que 1 < i < n. Em outras palavras, o determinante de uma matriz quadrada
de ordem n xn, n > 2, ¢ a soma dos produtos dos elementos da primeira coluna

da matriz pelos respectivos cofatores,

Exemplo 2.62

Calcule o determinante das seguintes matrizes:

o o o w
— s N =
N O = W = O N
) W
]

=W N =
w O =N

2.11. DETERMINANTES



Exemplo 2.62

SOLUCAO:
(a)
2 0 4
det(A) = 3A11+0A21+0A31+0A41 = 3A11 = 3X<—1)2X 4 1 —2|=3x62=186.
1 3 3

det(B) = 1Ay + 2A9 + 3A31 + 4Ay
1 4 3 21 1 2 1 1 2 11
=00 2|—20 0 2|+3]1 4 3|—4]1 4 3
3 2 =5 3 2 =5 3 2 =5 0 0 2

= —176.

Observagao 2.2

Note que quando a primeira coluna da matriz que desejamos calcular o determinante
nao possui zeros, o calculo do determinante torna-se trabalhoso (ver Exemplo anterior).
Portanto, vamos aprender, mais adiante, como calcular o determinante de uma matriz

dada com o auxilio do software estatistico R.

Resultado 2.18: Propriedades de determinantes

(a) (Teorema fundamental de Laplace) O determinante de uma matriz quadrada A
de ordem n X n, em que n ¢ um numero natural maior do que ou igual a 2, é o
produto dos elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos respectivos

cofatores.

(b) (Fila de zeros) Se todos os elementos de uma linha ou coluna de uma matriz
quadrada A forem iguais a zero, entao seu determinante sera igual a zero, isto
é, det(A) = 0.
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Resultado 2.18

(¢) (Troca de filas paralelas) Seja A uma matriz de ordem n X n, em que n é um
numero natural maior do que ou igual a 2. Se trocarmos de posicao duas filas

paralelas (linhas ou colunas), entdo obteremos uma nova matriz A’ tal que

det(A') = —det(A).

(d) (Filas iguais) Se os elementos correspondente de duas linhas (ou duas colunas)
de uma matriz quadrada A forem iguais, entdo seu determinante sera nulo, isto

é, det(A) = 0.

(e) (Filas paralelas proporcionais) Se uma matriz quadrada A possui duas linhas

(ou duas colunas) proporcionais, seu determinante sera nulo, isto é, det(A) = 0.

(f) (Multiplicagao de uma fila por uma constante) Se multiplicarmos uma fila
qualquer (linha ou coluna) de uma matriz quadrada A por um ntimero real a,

entdao obteremos uma nova matriz A’ tal que det(A’) = adet(A).

(9) (Multiplicagao da matriz por uma constante) det(awA) = a™det(A), qualquer
que sejam o nimero real o e a matriz quadrada A de ordem n X n, em que n é

um numero natural ndo-nulo.

(h) (Determinante da transposta) det (AT) = det(A), qualquer que seja a matriz

quadrada A de ordem n X n, em que n é um nimero natural ndao-nulo.

(1) (Determinante da matriz triangular) O determinante de uma matriz triangular

é igual ao produto dos elementos da diagonal principal.

(7) (Teorema de Binet) det(AB) = det(A)det(B), qualquer que sejam as matriz

quadradas A e B de ordem n X n, em que n é um nimero natural nao-nulo.

(k) (Determinante da inversa) Se A é uma matriz inversivel de ordem n x n, entao
det(A™) =

det(A)’

A demonstragdo das propriedades de determinantes podem ser vistas da pagina 87 até

a pagina 124 do livro de lezzi e Hassan (1995).
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Exemplo 2.63

Considere as seguintes matrizes quadradas:

B =

Y

1
3
2
5

= W N =
w O~ N
N O = =

o O O

—_ = =

N W

Determine os seguintes determinantes:

(a) det(A).
(b) det(B).

(c) det(A’), em que

(d) det(C).

(€) det(A”) em que

(f) det(3A).
(9) det(AT).
(h) det(D).

(i) det(DE).

(4) det(D™Y).

A =

TR W o~ N

=~ W

W N =

w O NN

w O NN

D N

O O =

N D = 0o

wW N =

ot N =D

Tt N =W

W N =

= N O

w o O

W N =

_~ NN

W W w
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Exemplo 2.63

SOLUCAO:

(a) Pelo teorema fundamental de Jacob,

det(A) = 3A31 + 0A32 + 01433 + 2A34 = 3A31 + 21434 = —176.
(b) Como os elementos da primeira coluna da matriz B sao todos iguais a zero,
segue que det(B) = 0.

(¢) A matriz A’ é consequéncia da troca da primeira com a segunda linha da matriz

A. Portanto, det(A') = —det(A) = 176.
(d) A primeira e a terceira coluna da matriz C' sdo iguais, portanto det(C) = 0.

() A matriz A” é consequéncia da multiplicacao da primeira linha da matriz A’
por 2. Portanto, det(A”) = 2det(A’) = 252.

(f) det(3A) = 9det(A) = —1.584.

(9) det(AT) = det(A) = —176.

(h) Como D é uma matriz triangular superior, entdo det(D) =1 x 2 x 3 = 6.
(1) det(DE) = det(D)det(E) =6 x 6 = 36.

1 1

(f) det(D™) = det(D) 6

Observacao 2.3

Segue, como consequéncia da propriedade do determinante da inversa, que a matriz

inversa A~! de uma matriz quadrada A sé existe se det(A) # 0.

Exemplo 2.64

Como o determinante da matriz B = O,, ¢ tal que det(B) = 0, concluimos que

nao existe a matriz inversa da matriz B.
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2.12 Traco

A soma dos elementos da diagonal principal de uma matriz quadrada assume um
papel importante em muitas areas da Estatistica. Vamos explorar a sua importancia mais
adiante quando estudarmos vetores aleatorios e o método dos minimos quadrados. Por

enquanto, vamos focar na sua definicao e algumas propriedades que julgamos importantes.
Definicao 2.40: Traco

Sejam n um nimero natural ndo-nulo e A uma matriz quadrada de ordem n x n.
O trago da matriz A, que indicamos por tr(A), é definido como sendo a soma dos

elementos da diagonal principal da matriz A. Em outras palavras,

t?“(A) = Z Q-
i=1

Exemplo 2.65

Determine o trago de cada uma das matrizes quadradas definidas a seguir.

_1 B -
() A= 9 0
_—7 -5 (C) I3: 1
01
0000 -
() O = 0000 0 0
0000 (d) B = 0
0000 I 0
SOLUCAO:

(a) tr(A)=1-5=—4.
(b) tr(O)=04+0+0+0=0.
(c) tr(I3)=14+1+1=3.

(d) tr(B)=2+4+0=6.
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Resultado 2.19: Propriedades do trago

O traco de uma matriz quadrada dada apresenta as seguintes propriedades:
(a) tr(I,) =n, em que I, é a matriz identidade de ordem n x n.
(b) tr(A") = tr(A), qualquer que seja a matriz A € M, (R).
(c) tr(A+ B) =tr(A) + tr(B), quaisquer que sejam as matrizes A, B € M, (R).
(d) tr(aA) = atr(A), qualquer que seja o nimero real a e a matriz A € M, (R).
(e) tr(AB) = tr(BA), qualquer que sejam as matrizes A, B € M,(R).

DEMONSTRACAO:

(a) Como existem n elementos na diagonal principal da matriz identidade I,, e eles

sao todos iguais a 1, segue que

n

n
“Ya-Yi-n
i=1 i=1
(b) O elemento genérico a;; que esta na linha i e na coluna j da matriz A, em que
1 e jJ sao numeros naturais tais que 1 <1 <nel <j <n, étal que

/

em que a; é o elemento genérico que estd na linha j e coluna ¢ da matriz A"

!
Logo, a;; = a;;. Portanto,

tr(A") = Za;i = Zaii =tr(A
i1

i=1
(¢) De fato,

A+B :Z azz‘"’bu Zazz+zbzl_ +tT(B)
i=1 =1

(d) De fato,

n n
=Y aa;=a) a;=atr(A)
i=1 i=1
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Resultado 2.19

(e) Tome C' = AB, entao o elemento genérico ¢,, que estd na linha p e na coluna ¢
da matriz C, em que p e ¢ sao nimeros naturais taisque 1 < p<nel <q<mn,

é tal que
n
Cpt = Z apjbjq.
i=1

Tome também G = BA, entao o elemento genérico ¢g,s que esta na linha r e
coluna s da matriz G, em que r e s sdo nimeros naturais tais que 1 <r <ne

1 < s<n, étal que

n
= Z b’riais .
i=1

Todavia, .
tr(AB) = Z Cpp = Z Z ap;bjp
p=1j=1
e também .
(BA Z Grr = Zl Zl briiy.
Portanto,

tr(AB) =tr(BA)

Exemplo 2.66

Sejam n um nimero natural ndo-nulo e P uma matriz quadrada de ordem n x n.

Dizemos que P é uma matriz ortogonal quando P é inversivel e P~1 = P,
(a) Mostre que tr(P~1) = tr(P).
(b) Mostre que det(P) = +1.

(c) Mostre que tr <PTAP> = tr(A) qualquer que seja a matriz quadrada A de

ordem n X n.
SOLU(;AO:

(a) Como P é ortogonal, segue que P ¢ inversivel e P~! = P". Portanto,
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tr(P™Y) =tr(P") = tr(P).

(b) Como P é ortogonal, segue que P ¢é inversivel e, entdo, det(P) # 0 e

B 1
 det(P)

det (P)

Além disso, pelo fato de P ser ortogonal, temos P~! = PT. Portanto,

. - 1
det (P7') = TaE) © (PT) = Tl (P)
& det (P) = Jet(P)
& det?(P) =1
& det(P) = £1.
(c) De fato,
tr (PTAP) =tr (P (AP))
=tr ((AP)P")
=tr(Al,)
=tr(A).

2.13 Aspectos geométricos de uma amostra por meio

do conceito de matrizes

Quando trabalhamos com véarias varidveis medidas simultaneamente nas mesmas
unidades amostrais, o conjunto de dados ganha uma estrutura naturalmente matricial:
cada linha representa uma unidade (individuo, empresa, municipio, paciente etc.) e
cada coluna corresponde a uma variavel observada. Essa forma de organizar os dados
nos permite descrever a amostra usando instrumentos da algebra linear, como vetores e
matrizes, o que abre espago para interpretacoes geométricas muito uteis. Nesta secao,
vamos formalizar a ideia de matriz de dados e, a partir dela, introduzir as matrizes de

variancias e covariancias amostrais e de correlagbes amostrais, que resumem, em forma
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matricial, como as variaveis da amostra variam conjunta e linearmente.

Definicao 2.41: Matriz de dados

Sejam n um numero natural nao-nulo e p um nimero natural nao-nulo. Suponha

que observamos p variaveis

X1, Xo, .., X,

em n unidades amostrais (individuos, objetos, localidades, etc.). Denotamos por
x;; a observacao da varidvel X; na i-ésima unidade amostral, para i = 1,...,n e
j=1,...,p. A matriz de dados associada a esse conjunto de observacoes é a matriz

i1 L1z 0 Tip

To1 X2 -+ Typ

X = o T € My, (R).
Tn1 Tn2 " Tpp

Assim, cada linha de X representa uma unidade amostral e cada coluna representa

uma variavel observada ao longo da amostra.

Definicao 2.42: Matriz de variancias e covaridncias amostrais

Seja X € M, x,(R) a matriz de dados definida acima, com elementos z;;, em que

i=1,...,nej=1,...,p. Para cada varidvel X;, denotamos a média amostral por

_ 1 & :
xj::ﬁg Tij, J=1,...,p.
i=1

A matriz de variancias e covariancias amostrais associada a matriz de dados X

é a matriz
S, = (Sjk)po’
em que, para j,k=1,...,p,
Sjk = iil(l‘m - i’j) (ZL’Zk — {Z'k>

O indice n em S,, destaca que estamos dividindo as variancias e covariancias pelo

proprio tamanho amostral n, e ndo por (n — 1).
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Definicao 2.43: Matriz de correlagbes amostrais

Nas condigoes da defini¢ao anterior, a matriz de correlagdoes amostrais associada

a matriz de dados X é a matriz

em que, para j # k,

e, por convencgao,

Assim, r;;, representa a correlacao linear amostral entre as variaveis X; e X}, enquanto

rj; = 1 indica a correlagao perfeita de uma varidvel consigo mesma.

Observacao 2.4

Das definicoes, segue que sj; = si; para todos j,k = 1,...,p, de modo que a
matriz de varidncias e covariancias amostrais S,, é uma matriz simétrica. De
forma andloga, como r;, = r1; para todos j, k, a matriz de correlagoes amostrais IR
também é simétrica. Em particular, S, e R pertencem ao subconjunto das matrizes

quadradas que ja estudamos anteriormente sob o nome de matrizes simétricas.

Quando temos uma tunica variavel, a varidncia amostral costuma ser usada para medir
o quanto os dados observados variam em torno da média amostral. No entanto, quando p
varidveis sao observadas simultaneamente em uma mesma unidade amostral (ou seja, em
um contexto multivariado), usamos a matriz de varidncias e covaridncias amostrais S,
para descrever essa variagao conjunta. Em certas situagoes, pode ser 1til resumir toda
essa variabilidade multivariada em um tnico nimero. Duas formas comuns de fazer isso

envolvem o uso da variancia total amostral e da variancia generalizada amostral.

Definicao 2.44: Variancia total amostral

Seja p um numero inteiro positivo e seja X € M, 4,(R) uma matriz de dados,
com matriz de varidncias e covaridncias amostrais S,, € M,y,(R). A varidncia total

amostral associada a X é a soma dos elementos da diagonal principal de S,,, isto é, o
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Definicao 2.44

trago de S,:
tr(Sn) = S11 + Soo + -+ + Spp-

Vale observar que a variancia total amostral nao leva em conta a estrutura de correlacao
linear entre as variaveis, ela considera apenas as variagoes individuais de cada uma, isto
é, as variancias amostrais sy, ..., Spy. Apesar dessa limitagao, a variancia total amostral
pode ser bastante 1util em contextos nos quais desejamos obter uma medida geral da
variabilidade do conjunto de varidveis, sem nos preocuparmos com as inter-relacoes entre
elas. Por exemplo, ao comparar dois grupos de individuos em termos de variaveis como
altura, peso e pressao arterial, a variancia total amostral pode fornecer um resumo simples
e informativo da variabilidade conjunta de cada grupo. Assim, ela é uma ferramenta
pratica quando o objetivo é apenas quantificar o “tamanho” da variabilidade total, e nao

entender em detalhe como as variaveis se relacionam entre si.

Exemplo 2.67

Considere dois grupos de pacientes, para os quais foram observadas duas variaveis:
pressao sistolica (X, em mmHg) e indice de massa corporal (X», em kg/m?). Suponha

que as matrizes de variancias e covariancias amostrais obtidas para cada grupo sejam

100 10 120 5
S = e S = .
() [10 25] @ [5 30]

(a) Determine a varincia total amostral de cada grupo.

(b) Qual grupo apresenta maior variabilidade total nas varidveis analisadas?

SOLUCAO:

(a) A varidncia total amostral de cada grupo é dada pelo trago da respectiva matriz

de variancias e covariancias amostrais:

tT(S(l)) =100+25=125 e tT(S(g)) =120 4+ 30 = 150.

(b) Como tr(S(9)) > tr(S()), o grupo 2 apresenta maior variabilidade total

amostral nas varidveis analisadas.

2.13. ASPECTOS GEOMETRICOS DE UMA AMOSTRA POR MEIO DO CONCEITO DE
MATRIZES




Exemplo 2.68

Considere dois grupos nos quais avaliamos duas varidveis: renda anual (X7, em
milhares de reais) e satisfacao com a qualidade de vida (X3, em uma escala de 1 a 10).

Suponha que as matrizes de varidncias e covariancias amostrais para os dois grupos

400 12 1600 24

sejam

12 4 24 4

(a) Determine a variancia total amostral de cada grupo.

(b) Com base nos valores obtidos, qual grupo apresenta maior variabilidade total

nas variaveis analisadas?

(c) Ha alguma varidvel que domina a variancia total amostral? Comente o impacto

disso na interpretacao dos resultados.
SOLUCAO:

(a) A variancia total amostral de cada grupo é dada pelo trago da matriz de

variancias e covariancias amostrais:

t?”(S(l)) =400+4 =404 e t?”(S(g)) = 1600 + 4 = 1604.

(b) Como tr(S(9)) > tr(S()), o grupo 2 apresenta maior variabilidade total

amostral nas variaveis analisadas.

(¢) Observe que a varidvel X, (satisfagdo) tem a mesma varidncia amostral nos dois
grupos, mas a variavel X; (renda) apresenta uma escala quatro vezes maior no
grupo 2. Isso mostra que a variancia total amostral esta sendo fortemente
influenciada pela escala da renda. Esse dominio de uma variavel pode
mascarar a contribuicao da outra, especialmente quando usamos a variancia
total amostral para comparar variabilidade entre grupos. A varidncia total
do grupo 2 é muito maior, mas isso ocorre principalmente porque a variavel
renda estd em uma escala muito mais alta. Assim, a varincia total tende a ser
dominada pela varidvel de maior escala, mesmo que as variagoes relativas entre

os grupos nao sejam tao diferentes.
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Quando as variaveis estao em escalas muito diferentes, como no exemplo anterior, a
variancia total amostral pode nao representar adequadamente a variabilidade conjunta do
sistema. Isso acontece porque essa medida soma as variancias individuais, sem considerar
as unidades de medida, as escalas ou as correlagoes entre as variaveis. Por ser simples
de calcular e interpretar, a variancia total amostral é til como uma medida inicial de
dispersao. No entanto, ela pode mascarar relacoes importantes entre os dados. Em
situagoes que exigem uma visao mais completa da variabilidade multivariada, é preferivel
utilizar medidas alternativas, como a variancia generalizada amostral, que incorpora toda

a estrutura de covariancia entre as variaveis.

Definicao 2.45: Variiancia generalizada amostral

Seja p um ndimero inteiro positivo e seja X € M, x,(R) uma matriz de dados, com
matriz de variancias e covariancias amostrais S,, € M,x,(R). A varidncia generalizada

amostral associada a X é o determinante de S, isto é,

Sl

Uma interpretacao geométrica de |S,,| pode nos ajudar a apreciar seus pontos fortes e
fracos como um resumo descritivo da variabilidade conjunta do sistema. Vamos construir
essa intuicao a partir do caso p = 2 e, em seguida, comentar sua extensao para o caso
geral.

Sejam x; € R™ o vetor de n observagoes da variavel X; e @, € R™ o vetor de n

observagoes da variavel X,. Considere os vetores d; € R™ e dy € R" tais que

T — T T12 — T2

To1 — T Tog — T2
d1 = . (§ d2 =

Tpl — T1 Tpa — T2

O vetor d; é conhecido como vetor de desvios da variavel X; e dy é conhecido como vetor
de desvios da varidavel X5. Da algebra linear em R", sabemos que os tamanhos dos vetores

d; e dy podem ser expressos pelas suas normas euclidianas, isto ¢,

[dy ]| := Zd% = Z(%’l —11)?,
=1 j=1

n n
|da]| := Zd% = Z Tjo — Tp)?
j=1 J=1
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Nesse sentido, a geometria analitica nos permite construir o diagrama da Figura 2.2.

Figura 2.2. Paralelogramo formado a partir do dngulo entre os vetores de desvios d; e ds.

Note que a area do paralelogramo é dada por

area = ||dy|| h

= [Ida|llld: [} sin(6)

= [l [llldz[l\/1 = cos?(8),

em que a tltima igualdade decorre da identidade trigonométrica sin?() + cos?(6) = 1.

A correlagao amostral entre X; e X, pode ser escrita da seguinte maneira:

512

TN
_ S (@ — 1) (2o — T2)
VT (@ — 202/ (2 — 22)°
_ >i—1djidys
Vo By, &
0 didy
IRCAREA
@) (dy,da)
i ]| |||
) cos(6),

12 .

em que (i) segue da definicdo da norma euclidiana, (ii) segue da definicdo do produto
interno induzido pela norma euclidiana e (iii) da defini¢io do cosseno do angulo entre dois
vetores. Dessa forma, podemos reescrever a covariancia amostral em termos do produto

interno dos desvios e as variancias amostrais em termos das normas dos desvios:
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1 B _ 1 & 1 1
= (@ = 2)(22 = 22) = > dindjy = ~didy = ~(d, dy),

S19 . —
Jj=1 j=1
1 & _ 1N 1 9
S1 = D (wjn —1) = - > di=—ldilP,
j=1 j=1
LS gy - ) = LY =
S22 1= — Tjo — X2) = — o = —||@2]| -
n = ! niZ 7’7 n
Portanto,

drea = ||d, || ||da|[\/1 — 7
= \/ns11 /Nsgn \/1 — 1%

= n\/811822(1 — 7“%2). (21)

Por outro lado, o determinante |S,,| da matriz de varidncias e covaridncias amostrais,

no caso p = 2, pode ser escrito como

|S'n,| _ S11 512

S21 S22

= 511522 — 512521

2
= 511522 — Sqa-

2
579

= 811522 — 511522
511522

2
= 511522 — 511522712

= 511822(1 — 7"%2). (22)

Da igualdade (2.1) combinada com a igualdade (2.2), concluimos que a variancia

generalizada amostral |.S,,| pode ser escrita como

drea’

n2

|Sn| -

Essa interpretacao geométrica pode ser generalizada para espagos de dimensao maior, com
p variaveis e, consequentemente, p vetores de desvios (ver p. 63 de Johnson e Wichern,

2014). Nesse caso, a variancia generalizada amostral esta relacionada ao volume do para-
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lelepipedo (ou hipercubo) gerado pelos vetores de desvios:

volume?

’Sn‘: o

—(p+1) °

(@) (b)

Figura 2.3. (a) Varidncia generalizada amostral “grande” para p = 3 e (b) Variancia
generalizada amostral “pequena’” para p = 3.

Para um tamanho de amostra fixo, fica claro pela geometria que o volume, ou |S,,|,
aumentara quando o comprimento de qualquer vetor de desvios d; (ou, equivalentemente,
a varidncia amostral s;;) for aumentado. Além disso, o volume aumentara se os vetores de
desvio de comprimento fixo forem movidos até que fiquem ortogonais entre si, como na
Figura 3.6 (a). Por outro lado, o volume, ou |S,,|, serd pequeno se apenas um dos vetores
de desvios d; (ou, equivalentemente, a variancia amostral s;;) for pequeno ou se um dos
vetores de desvios estiver quase contido no hiperplano formado pelos outros vetores - ou
ambos. Essa é a situagdo mostrada na Figura 3.6 (b), em que dj esta quase contido no
plano formado por d; e d».

A varidncia generalizada amostral ¢ uma medida de variabilidade que considera nao
s6 a dispersao individual de cada varidvel, mas também sua independéncia (ou falta de
correlagdo) em relagdo as outras, penalizando a redundancia entre varidveis; isto é, quanto
mais correlacionadas as variaveis, menor tende a ser a variancia generalizada amostral.
Portanto, ela é especialmente 1til para detectar se a variabilidade esta de fato “espalhada”
em varias direcoes do espaco multivariado, ou se esta concentrada em um subespaco de

menor dimensao.
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Exemplo 2.69

Uma escola esta avaliando o desempenho dos alunos em duas provas muito parecidas.
Ambas medem habilidades similares e foram aplicadas na mesma semana. Apds a

aplicagao, foi calculada a seguinte matriz de variancias e covariancias amostrais:

9 89
S, = .
[&9 9]

(a) Determine a varidncia total amostral.
(b) Determine a varidncia generalizada amostral.

(¢) Compare os valores obtidos nos itens (a) e (b). O que essa comparagao revela
sobre as desvantagens do uso da variancia total como medida para resumir a
variabilidade conjunta do sistema e sobre como a variancia generalizada amostral

supera tais desvantagens?

SOLUCAO:

(a) A variancia total amostral é dada pelo trago da matriz de variancias e covaridncias
amostrais S,,, ou seja, pela soma das varidncias individuais: ¢r(S,) = s11+ S22 =
949 =18

(b) A variancia generalizada amostral é dada pelo determinante de S, isto é,

9 89

|Sn| =
8,9

= (9x9)— (8,9 x 89) =81 — 79,21 = 1,79.

(¢) A variancia total amostral é maior do que a variancia generalizada amostral
(tr(S,) =18 > 1,79 = |S,,|). A varidncia total sugere que ha bastante variagao
nas notas, mas nao diz se essa variacao é realmente 7diversa? em termos de
direges no plano (prova 1,prova 2). A varidncia generalizada amostral mostra
que, apesar disso, as duas variaveis praticamente carregam a mesma informagao.

De fato,
S12 8,9

- vV S114/ 522 - 9

uma correlagao quase igual a 1. Os alunos que foram bem na primeira prova

T12 ~ 0,997

também foram bem na segunda prova, quase perfeitamente. Assim, a varidncia
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Exemplo 2.69

total “infla” a percepcao de variabilidade por somar duas varidancias muito
parecidas, enquanto a variancia generalizada amostral 7enxerga? que o padrao

¢é quase unidimensional.

Exemplo 2.70: (Johnson e Wichern, 2014, p. 64, tradugao e grifo nosso)

Considere uma populagao finita particionada em trés grupos, nos quais um vetor
de observagoes bidimensional (X7, Xs) foi registrado. Os graficos de dispersao em

cada um dos grupos foram construidos na figura

(a) (b)

Em todos os grupos, o vetor de médias amostrais é

|
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e as matrizes de variancias e covariancias amostrais sao

5 4 30 5 —4
S = . S = S = .

(a) Determine a correlaciao amostral 5 entre as varidveis X; e Xy em cada um dos

grupos.
(b) Determine a varidncia generalizada amostral em cada um dos grupos.

(¢) Compare os valores obtidos nos itens (a) e (b). O que essa comparagao revela
sobre as limitacoes do uso da variancia generalizada amostral como medida para

resumir a variabilidade conjunta do sistema?

SOLUCAO:
(a) A correlagao amostral rio entre as varidveis X; e X5 é definida como

512

rg i= ———.
2 V S114/522

Assim, usando a matriz de varidncias e covariancias amostrais de cada grupo,

temos
e Grupo 1: rp = ;l =0,8.
e Grupo 2: 15 =0.
e Grupo 3: 75 = —;l = —0,8.

(b) A varidncia generalizada amostral é o determinante da matriz de varidncias e
covariancias amostrais. Logo, para cada grupo, temos
e Grupo 1: [S)| = (5x5) —(4x4)=25-16=09.
o Grupo 2: |Sp)|=(3%x3)—(0x0)=9-0=09.
e Grupo 3: |Si)| = (5x5) —[(—4) x (—4)] =25 -16 = 9.
(c) Aqui a varidncia generalizada amostral | S| fornece o mesmo valor, 9, para
todos os trés grupos. No entanto, os padroes de dispersao sao claramente

diferentes: um com correlacao positiva forte, outro sem correlagdo e outro com

correlacao negativa forte.

2.13. ASPECTOS GEOMETRICOS DE UMA AMOSTRA POR MEIO DO CONCEITO DE
MATRIZES



Exemplo 2.70

Isso mostra que a varidncia generalizada amostral nao contém informagao sobre a
orienta¢do dos padrdes; ela é mais facil de interpretar quando as populagoes (ou
grupos) que estao sendo comparadas possuem orientagoes aproximadamente iguais.
Imagine duas variaveis X; e X5, em que todas as observagoes obedecem exatamente
XQ == 2X1

(a) Se desejassemos construir um grafico de dispersdao, os pontos observacionais

estariam espalhados pelo plano R? ou haveria um padrao evidente? Comente.
(b) Mostre que a varidncia generalizada amostral é igual a zero.

(¢) O valor obtido no item (b) é compativel com sua resposta no item (a)? Por qué?

SOLUCAO:

(a) Nesse caso, os pontos estariam todos dispostos sobre a reta y = 2z (construa
esse grafico por si s6). Portanto, ndo hd nuvem? de pontos espalhada em duas

diregoes independentes; todo o padrao é essencialmente unidimensional.

(b) A variancia generalizada amostral é o determinante da matriz de varidncias
e covariancias amostrais S,. Denotando por s;; a variancia amostral de X;
e por S9y a variancia amostral de X5, temos, como X, = 2X; para todas as

observagoes,
S99 = Var,(Xs) = Var,(2X;) = 4 Var, (X;) = 4s11.

As variaveis X e X, possuem uma relagao linear perfeita e, dessa forma, ri5 = 1

ou ro = —1; aqui, como a relagdo é Xy, = 2X4, temos o = 1. Logo,

S
re=1= \/311\2/@ = 1= 512 = \/S511V4511 = 2511.

_ | su 2s11
! 2511 4si 7

Portanto,

e, consequentemente,

|Sn| = (811)(4811> — (2811)(2811) = 48%1 — 48%1 =0.
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(¢) Como |S,| = 0, o paralelogramo formado pelos vetores de desvio d; e da,
associados respectivamente as variaveis X; e Xs, tem area igual a zero. Isso s6
é possivel quando o angulo entre os vetores é 0° ou 180°, ou seja, quando estao
perfeitamente alinhados. Nesses casos, o cosseno do angulo, que corresponde a
correlagao entre as variaveis, ¢ igual a 1 ou —1. Em outras palavras, X; e X,
apresentam uma relagdo linear perfeita, exatamente como no item (a), onde
foi dado que Xy = 2.X;. Assim, a variancia generalizada amostral igual a zero
é totalmente compativel com o fato de os pontos do diagrama de dispersao

estarem todos sobre uma tnica reta.

A varidncia generalizada amostral serd zero em certas situagoes. Uma varidncia
generalizada igual a zero é indicativo de uma degeneragao extrema. Em Estatistica
Multivariada (e em Algebra Linear), degeneragao refere-se a situagoes em que os dados
perdem dimensionalidade efetiva, ou seja, “vivem” em um espac¢o de dimensao menor do
que o esperado. Portanto, quando dizemos que ha uma degeneracao extrema e que a
variancia generalizada amostral é zero, isso quer dizer que os vetores de desvios (ou seja, os
vetores que representam as diferencas entre as observagoes e a média amostral) estao todos
alinhados em um subespago de dimensdo menor. Na pratica, em vez de se espalharem em
varias diregdes no espaco (por exemplo, plano ou espago tridimensional), todos os vetores
ficam contidos, por exemplo, numa linha reta ou num plano. Isso implica que uma ou
mais variaveis sao combinagoes lineares das outras, ou seja, ha colinearidade perfeita.

A varidncia generalizada amostral também é excessivamente afetada pela variabilidade
das medi¢oes em uma tnica variavel. Por exemplo, suponha que alguma variancia amostral
s; seja muito grande ou muito pequena. Entao, geometricamente, o vetor de desvios
correspondente serd muito longo ou muito curto e, portanto, sera claramente um fator
importante na determinacao do volume. Consequentemente, as vezes é util padronizar
todos os vetores de desvio para que tenham o mesmo comprimento. Isso nos leva a matriz
de correlagoes amostrais R e, consequentemente, a variancia generalizada das variaveis

padronizadas, isto é, ao determinante de R.
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Tabela 2.1. Comparacao entre variancia total amostral e variancia generalizada amostral

como medidas de variabilidade conjunta.

Aspecto

Variancia Total Amostral

Variancia Generalizada

Amostral

Definicao curta

Traco da matriz de variancias

e covariancias amostrais

Determinante da matriz de vari-

ancias e covariancias amostrais

Desvantagens

Sensivel a escala; nao considera

relagoes entre variaveis

Sensivel a escala; pode ser zero
com variancias marginais posi-
tivas; nao capta a orientagao

(sinal das associagoes)

Utilidade

Comparar variabilidade mar-
ginal média entre grupos (na

mesma escala)

Comparar variabilidade con-
junta total entre grupos, consi-

derando dependéncias lineares

Interpretacao

Soma das variancias amostrais
individuais; mede a variabili-

dade total marginal

Volume (ao quadrado, apds nor-
malizagdo por n) do paralelepi-
pedo formado pelos vetores de

desvio

Situacao ideal de

uso

Quando se deseja comparar a
variabilidade individual entre
varidveis em mesma escala e

com associacoes fracas

Quando se deseja comparar gru-
pos em termos da variabilidade
conjunta, levando em conta de-
pendéncias entre variaveis e as-
sumindo orientac¢ao aproxima-
damente semelhante dos pa-

droes
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2.14 Exercicios

1. Quais das seguintes aplicagoes de L(R3 R3) sao operadores lineares? Apresente uma

justificativa sem provar pela definicao. Determine a matriz associada em relagao as

bases candnicas quando a aplicagao for linear.

T—y T T
r+yl. (¢) H = |x
0 x
20 —y+2 T 222 + 3y
0 . d) T| |yl |= x
0 z z

2. Para cada matriz definida a seguir, especifique sua ordem, classifique-a e indique

qual ¢é a transformacao linear associada em relagao as bases canonicas.

(a) A=

(b) B

110
. (¢)C=12 1 -1 3|

00 1 [
- 1
1

(d) D= |2].
1

3

1 -1

3. Uma transformacao linear F': RP — R" ¢é dita ser injetora quando para qualquer

u € R? e qualquer v € RP

¢ injetor.

(b) Determine a matriz A associada a transformagao F' definida no item (a) e

verifique que suas colunas sao linearmente independentes.

(¢) Verifique que a transformagao linear G : R? — R? tal que
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nao ¢ injetora.

(d) Determine a matriz B associada a transformacao G definida no item (c) e
verifique que suas colunas sao linearmente dependentes.

(e) A seguinte afirmacgao é verdadeira:

“F :RP — R™ ¢ uma transformacao linear injetora se, e somente
se, as colunas da sua matriz A associada em relagdo das bases canonicas

sao linearmente independentes”.

Dé dois exemplos que ilustrem essa afirmacdo. Um exemplo com F' injetora
(verifique que as colunas da matriz associada sdo L.I.) e outro com F' nao sendo

injetora (verifique que as colunas da matriz associada sdo L.D.).

4. Uma transformacao linear F': R? — R” ¢é dita ser sobrejetora quando Im(F) = R",

ou seja, para v € R", existe u € R? tal que F'(u) = v.

(a) Verifique que a transformacao linear F' : R?* — R? tal que

é sobrejetora.

(b) Determine a matriz A associada a transformagao F' definida no item (a) e

verifique que exatamente n = 2 colunas linearmente independentes.

(¢) Verifique que néo ¢ sobrejetora a transformacao linear G € L(R? R?) cuja

matriz associada em relagao as bases canonicas é uma matriz de uns.

(d) Quantas sao as colunas linearmente independentes da matriz associada a trans-

formagdo G definida no item (c)?
(e) A seguinte afirmacao é verdadeira:

“F : RP — R™ é uma transformagdo linear sobrejetora se, e
somente se, a sua matriz A associada em relacdo das bases canonicas

possui exatamente n colunas linearmente independentes”.

Dé dois exemplos que ilustrem essa afirmacdao. Um exemplo com F' sobrejetora

(verifique que o ntimero de colunas da matriz associada que sdo L.I. é n) e outro

2.14. EXERCICIOS



(d)

com F' nao sendo sobrejetora (verifique que o nimero de colunas da matriz

associada que sao L.I. ndo é n).
De acordo com o resultado enunciado no item (e) é possivel que exista alguma

transformacao linear F': R? — R™ sobrejetora quando p < n? Por qué?

Dé um exemplo de uma transformacao linear F' que seja bijetora, i.e., F
¢ injetora e sobrejetora. Determine a matriz associada em relagao as bases

canonicas.

Mostre que para que F' seja bijetora ela deve ser um operador linear. Dica:
Use as propriedades das matrizes associadas descritas nos itens (e) dos Exercicios
3e4.

Considere as transformacoes lineares I : R?* — R? e G : R? — R3 tais que

MHEE

Tr+y
Verifique se F'o G e G o F' estao bem definidas. Quando estiver bem definida

xz

Y

’ +
Fy:xy

z

a transformacao composta, determine seu dominio, contradominio e lei. Para
encontrar a lei da transformacao composta, vocé deve utilizar o produto das
matrizes A da transformacao F' e B da transformacao G. Especifique as

ordens das matrizes envolvidas.

Considere as matrizes

Verifique se AB e BA estdao bem definidos. Quando estiver bem definida,
determine a matriz resultante do produto. Em seguida, determine o dominio,
o contradominio e a lei da transformacdo composta associada a essa matriz

resultante.

Por que o produto de uma matriz quadrada A de ordem p com uma matriz
quadrada B de ordem p sempre estd bem definido? Justifique utilizando
argumentos relativos a composicao da transformacgao linear F' associada a

matriz A com a transformacao linear GG associada a matriz B.

Dé um exemplo de duas transformacoes lineares F' e G tais que FFoG =G o F.
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7. Considere as matrizes abaixo e responda as questdes para cada uma delas:

(a) Determine a dimensdo do espago coluna da matriz.

(b) Especifique o dominio, contradominio e lei da transformacao linear associada a

matriz.

) Determine a dimensdo da imagem da transformacao linear associada a matriz.
) Determine a dimensao do niicleo da transformacao linear associada a matriz.
e) Determine o posto da matriz.
)

Classifique a transformacao linear associada a matriz como injetora, sobreje-

tora, bijetora ou nem injetora nem sobrejetora.

As matrizes sao:

- 2 3
’ iy = |- ° () B 6
(AXA = v =
(Z) A: , 0 1 M )
; 78 9
- 1 1 0 -
- 2
- 0 2 (w) D=10 1 1}, _
(i) B = 01 1] 00 0 (vi) F = |3 4.
- _5 6

8. (a) Se A € M,«,(R), qual a relacdo de ordem existente entre n e p quando a

transformacao linear associada a matriz A é injetora? Dé um exemplo.

(b) Se A € M,,(R) e a transformagao linear associada & matriz A é sobrejetora,

por que nao podemos ter n > p?
(¢) Por que apenas matrizes quadradas podem estar associadas a transformacoes
lineares bijetoras?

9. Considere os seguintes sistemas lineares Ax = b. Faga o que se pede:

(a) Escalone o sistema linear.

(b) Classifique o sistema linear em impossivel, possivel determinado e possivel

indeterminado.
(¢) Determine a matriz A’ escalonada a partir de A.

(d) Determine o posto de A e de A’.

Os sistemas lineares sdo:
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201 +4x9 — 13 =D, r1+ 229+ 33 =06,
(i) Sz +2w94+ 323 =6, (149) 2@y + 4dxo + b3 = 10,
4x1 4 89 + 2x3 = 11. 3x1+ 6x9 + Txs = 14.
T+ T9 + T3 =6, 1+ T9 + T3 =6,
(1) § 221 + 3x9 + 5xg = 10, (tv) 221 4 229 + 223 =8,
3r1+ 4xy + 623 = 12. 3r1 +3x9 + 323 = 12.

10. As seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

« Afirmagao 1: Se A € M, ,,(R) e B € M,,,,(R), entao r(AB) < min{r(A),r(B)}.

« Afirmagao 2: Se A € M, (R) e B € M,;,4,(R), entdo r(AB) < r(A)+r(B).

« Afirmacao 3: Se A € M,,,(R) com r(A) = m e B € M,,,(R) com

r(B) = m, entdao r(AB) =

Em cada item a seguir verifique-as.

1 2 10 1
(a) A= ., B= :
3 4 21 0
1 2 3 1 4
b) A=1|4 5 6|, B=|1 4
78 9 1 4
(1 2 3
4 5 6 L1
(c) A= , B= 2 2
7 8 9
33
10 11 12

11. Mostre que

(a
(b

Ac€ Mnxp(R) com 7(A) = 0 se, e somente se, A = O.

c) 7(AA) =r(A) qualquer que seja A € M,,,(R) e A € R*.

)
) T
(¢)

(d) O posto de uma matriz diagonal é igual ao nimero de elementos nao-nulos que

sua diagonal possui.

(e) Se F é a transformagao linear associada a uma matriz A € M, x,(R), G é
uma transformacao linear associada a uma matriz A € M,,,,(R) e H é a

transformagao linear associada a matriz AB, entdao Ker(G) C Ker(H).
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13.

14.

(a) Determine todas as matrizes X € Ms(R) que comutam com a matriz B =

11
0 0]
(b) Determine todas as matrizes X € M3(R) que comutam com a matriz C =
1 10
011
0 01

(¢) Determine uma matriz X € M(R) nao-nula que satisfaz X* = O, em que O é

a matriz nula de ordem 2 x 2 e X? = X X, i.e., X? é a matriz quadrada de

ordem 2 x 2 obtida a partir do produto da matriz X por ela mesma.

Ezemplo. As matrizes X € My(R) que comutam com a matriz A =

aquelas tais que X A = AX. Escreva

X

I
1
[N
QUL

Logo,

1 —1 1 -1 = —3b,
XA-ax o " " — o bl
c d| 3 0 3 0| |c d d =a+0b.
Portanto, todas as matrizes X que comutam com A sdo da forma

?

| oa b
| =3b a+b

em que a,b € R.

Diga quais das afirmagoes a seguir sao verdadeiras e quais sao falsas. Caso ela seja

verdadeira, prove a veracidade da afirmacao e, no caso em que a afirmacao for falsa,

exiba um contra-exemplo (um exemplo que conteste a afirmacao).

(a) O produto de duas matrizes simétricas de ordem n x n é também uma matriz

simétrica.

(b) O produto de duas matrizes anti-simétrica de ordem n x n é também uma

matriz anti-simétrica.
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(c) Se A e B sao matrizes quadradas de ordem n X n sao tais que AB = O, em

que O é a matriz nula de ordem n x n, entdo BA = O.

(d) Se todos os elementos de uma linha (ou coluna) de uma matriz quadrada A de

ordem n X n sdo iguais a zero, entdo a matriz A nao é inversivel.

(e) Existe uma matriz quadrada A inversivel de ordem n x n tal que A* = O, em

que O ¢ a matriz nula de ordem n X n.

15. As matrizes definidas a seguir sao inversiveis. Escreva um cédigo em R, em que vocé
cria cada uma destas matrizes e calcula a sua respectiva matriz inversa. Explicite a

matriz inversa calculada.

20

(a)A:O n

16. Determine algebricamente o posto das seguintes matrizes.

11 0 -1
10 -1 1
(a) A=
01 1 -1
11 0 =2
1 3 2
() B=1|3 8 9
1 25

17. Sejam A € M,(R) e B € M,(R) matrizes simétricas e inversiveis. Mostre que a
matriz X € M,(R) tal que

(AB)' X (BA)™! = det(2I,)1,

¢ a matriz X = 2"1,,.
18. Determine, se existir, o nimero real x tal que

1 T T
(a) 12 22 1/ =0.
3 z+1 1
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1 2
(b) -2 x —4/=0
1 -3 —x
1 11
zr 1 2
c =0.
(€) 2?1 4
3 1 8 27

19. Diga quais das afirmagoes a seguir sao verdadeiras e quais sao falsas. Caso ela seja
verdadeira, prove a veracidade da afirmacao e, no caso em que a afirmacao for falsa,
exiba um contra-exemplo (um exemplo que conteste a afirmacao).

(a) Se I, é a matriz identidade de ordem n x n, entdo tr(al,) = an.

(b) Se A, B ¢ AB sao matrizes triangulares de ordem n X n, entao
d@t(AB) = H a“‘bu‘,
i=1

em que a;; e b; sdo, respectivamente, os elementos genéricos das matrizes A
e B que estao na linha ¢ e coluna 7 dessas matrizes, em que ¢ é um ntmero

natural nao-nulo tal que 1 <i <n.

(c) Se A é uma matriz quadrada de ordem n x n tal que tr(A) = 0, entao existe

a € R tal que A? = oI, em que I,, é a matriz identidade de ordem n x n.

20. Considere a matriz A de ordem 4 x 4 tal que

o O O 8
O O K =
S8 = N
8 = = O

em que r é um namero real qualquer.
(a) Determine o menor complementar D3, e o cofator As; do elemento genérico
az; da matriz A.

(b) Determine o menor complementar Dy; e o cofator Ay; do elemento genérico

a4, da matriz A.

(¢) Determine os valores reais de x para os quais det?*(A) — 2det(A) + 1 = 0.

21. (a) Calcule o determinante da matriz quadrada A de ordem 5 x 5 sabendo que
det(A) #0e 3A* — A = O, em que O é a matriz nula de ordem 5 x 5.
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(b) Sejam A, B e C matrizes quadradas de ordem 3 x 3 tais que AB = C™ " ¢
B = 2A. Se det(C) = 32, calcule o determinante da matriz A. Explicite as
saidas do R.

(c¢) Calcule o determinante da matriz quadrada A de ordem 4 x 4 sabendo que
det(A) #0 e A3+ 2A% = O, em que O é a matriz nula de ordem 4 x 4.

(d) Sejam A, B e C matrizes quadradas de ordem 2 x 2 tais que AB™' =C'e
B =3A% Se det(C) =9, calcule o determinante da matriz A.

22. Seja n um nimero inteiro positivo e P uma matriz ortogonal de ordem n x n, isto

é, uma matriz inversivel tal que
T . . -1 T
P P =1, ou,equivalentemente, P =P .

(a) Mostre que
Pr=0 = =0,

em que 0 é o vetor nulo de ordem n x 1.

(b) Mostre que se p;; ¢ o elemento genérico que esta na linha i e na coluna j da

matriz P, 4,5 = 1,2,...,n, entao
—1<p; <L
(c) Use a definicao de matriz ortogonal para mostrar que
|P| = +1.

(d) Use a defini¢ao anterior e o resultado do item (c) para mostrar que, para

qualquer matriz quadrada A € M, (R),
|IPTAP| = |A|

(e) Mostre que toda matriz ortogonal é de posto completo, isto é,

r(P) = n.
(f) Mostre que, se Py, Py, ..., Py sdo matrizes ortogonais de ordem n X n, entao
o produto
PP, .. P,

também é uma matriz ortogonal de ordem n x n.
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(9) Considere a seguinte afirmacao:

“Se F': R™ — R™ € um operador linear cuja matriz associada é a matriz
ortogonal P, entao o unico vetor & cuja imagem pela F é o vetor nulo

0 € o proprio vetor nulo 0.”

Vocé concorda com essa afirmacao? Justifique sua resposta com base nas

propriedades demonstradas anteriormente.

23. Considere as seguintes matrizes quadradas

1 -2 0 6 3 3
A= , B= e C= .
-2 1 6 0 3 3
(a) Determine a matriz quadrada

M=ad*?A+aB+C, acR

(b) A matriz M ¢é simétrica? Justifique.
(c¢) Calcule o determinante |M | da matriz M em fungao de o € R.

(d) Utilize o item (c¢) para determinar os valores de o € R para os quais a matriz

M admite inversa.
(e) Utilize os itens (c) e (d) para determinar os valores de a € R para os quais a
matriz M possui posto completo.

24. Quais as condigOes necessarias e suficientes para que um determinante se anule?

25. (a) Qual é a condigao sobre a para que a matriz

1 a a
M=|a 1 a

a a 1

seja inversivel?

1 m
(b) Determine os valores de m para os quais a matriz M = [ ] seja inversivel.

m

26. Mostre que
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1 1 1 1

1 1T+4+a 1 1

1 1 1+CL2 1 = 109+ Ap.
11 1 ... 1+4a,

27. Vetores e matrizes de um’s sao muito utilizados na teoria estatistica. Por exemplo, o

vetor de um’s é definido por
-
L=[11..1].

(a) Seguindo esta ideia, a matriz de um’s, denotada por J,, é uma matriz n x n
na qual todos os elementos sao iguais a um. Como representar a matriz J, em

funcao do vetor 1,7

(b) Mostre que
J2=n-J,.

1
(I — 1,112)?
n

28. Mostre que a matriz H da transformacao linear F' que projeta ortogonalmente o

(¢) Como ¢ a forma da matriz

vetor de observacoes y € R" da varidvel Y sobre a reta suporte gerada pelo vetor de

observagoes * € R" da varidavel X é dada por

29. Uma matriz quadrada A ¢ dita idempotente quando A? = A, em que A? = AA: e
é dita simétrica quando AT = A. Seja X € M, »,(R) e defina a matriz

H=XX"X)'Xx".

(a) Especifique a ordem da matriz H e, em seguida, verifique se a matriz H é

simétrica.
(b) Verifique se a matriz H é idempotente.

(c¢) Especifique a ordem da matriz I, — H e, em seguida, verifique se a matriz
I, — H é uma matriz idempotente, em que I, denota a matriz identidade de

ordem n.
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(d) Mostre que H(I,, — H) = O,, em que I, é a matriz identidade de ordem n e

O,, ¢ a matriz nula de ordem n.

(€) Sejam 1,, o vetor de uns de ordem n e 0* uma constante real positiva. Usando

que 1) H = 1 verifique que

.
1 (H_ 1”1”>In(1n—H)=On,

o2 n
em que I, é a matriz identidade de ordem n e O,, é a matriz nula de ordem n.

30. Uma matriz H € M,(R) é dita de Hadamard quando todas as suas entradas
consistem apenas de +1 ou —1 e H "H =nI,, em que I,, é a matriz identidade de
ordem 7.

(a) Mostre que se H é uma matriz Hadamard, entdo n~'/2H é nao-singular.

(b) Mostre que se H é uma matriz Hadamard, n~*/2H é uma matriz ortogonal.
Dica: Uma matriz P € M,(R) ¢ ortogonal quando PT = P~

(¢) Mostre que se H é uma matriz Hadamard, entao H ¢ inversivel. Determine
sua inversa H ' e verifique que nH ! é uma matriz de Hadamard.

(d) Mostre que se H é uma matriz Hadamard, entdao |H| = n"/2.

31. Usando determinantes verifique, em cada item, se os vetores sao linearmente depen-

dentes ou linearmente independentes.
(@u=1[100 ,o=[2002 1] cw=[300 1 2| .
() u=[1 2 1]T,v: 1 -1 —7]T ew=[45 —4}T
(0 u=1[0 1 1}T ev=[0 3 1]T.

32. Usando determinantes, encontre m € R para que sejam linearmente dependentes.

(a) w=|m 1 m]Tev:[1 m 1}T.

() u=[1-m> 1-m o]Tev:[m m m]T

() w=|m 1 m+1]T,v:[1 2 mrew:[l 1 1]T.
(d) w=[m 1 m+1r,v=[o 1 mrewz[o m 2m}T

33. Considere um estudo em que observamos uma amostra de tamanho n de um vetor

aleatério p-dimensional

X1 X -ox,)
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Denote por X € M, »,(R) a matriz de dados, & o vetor de médias amostrais associado

e por S,, a matriz de variancias e covariancias amostrais correspondente.

(a) Mostre que

1
z=-X'1,,
n

em que 1, € R" é o vetor de uns de ordem n.

(b) Mostre que
1

1
S, =-XxT (In - —11T> X,
n n
em que I,, € M, (R) é a matriz identidade de ordem n.

(¢) Denote por DY? € M,(R) a matriz de desvios-padrées amostrais, i.e.,

Veun 0 .- 0
0 sm -0

D'Y? .=

0 0o .- Sop )

Mostre que D ¢é inversivel e que

R=D'?SD™'?

em que R € M,(R) é a matriz de correlagdes amostrais.

(d) Use o item (c) para mostrar que
S =D'?RD'”.
(e) Considere a seguinte variavel aleatéria
Y = b1X1 + b2X2 + e + prp

-
em que b = [bl by .- bp} € R? é um vetor de constantes. Mostre que a
média amostral de YV é

7=>b'z.

(f) Considere a seguinte varidvel aleatéria

Y = b1X1 —|—b2X2 + e +prp

-
em que b = [bl by - bp] € RP é um vetor de constantes. Mostre que a
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variancia amostral de Y é

sy =b'S,b.

(9) Considere as seguintes variaveis aleatorias

Y = b1X1—|—b2X2+"'+prp

7 = 01X1 +CQX2+"'+Cpo

T T
emqueb:[bl by --- bp} ERPec=lc; ¢ -+ ¢ € Rl sao vetores

de constantes. Mostre que a covariancia amostral entre Y e Z é
Syz = bTSnC.

(h) Mostre que
|S] = (s11822- -+ spp) | R

34. Dois métodos de treinamento foram aplicados em grupos diferentes de funcionarios
para melhorar o desempenho em trés habilidades, todas avaliadas em uma escala de
0 a 100: Comunicagao, Lideranca e Gestao de Tempo. As matrizes de variancias e

covariancias amostrais obtidas em cada uma das subpopulagoes foram:

12 3 4 8 2 1
SV =13 10 5| (Métodol) e SP=|2 7 3| (Método ?2).
4 5 11 1 3 6

(a) Calcule a varidncia total amostral para cada método.

(b) Compare os resultados e interprete: qual grupo apresentou maior dispersao

geral nas habilidades avaliadas?

(¢) Que tipo de informagao o calculo da variancia generalizada amostral agregaria?

35. Considere as seguintes matrizes de variancias e covariancias amostrais:

" 4 5 " -4 5 " 0 3

(a) Esboce os paralelogramos associados a cada uma das matrizes de variancias e
covariancias amostrais. Compare-os.
(b) Determine as variancias generalizadas associadas a cada uma das matrizes de

variancias e covariancias amostrais.
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(c) Suas respostas para os itens (a) e (b) sdo consistentes?

36. Dois métodos de ensino foram aplicados para treinar operadores de maquinas,
avaliados em duas habilidades medidas em uma escala de 0 a 10: Precisao e Velocidade.
As matrizes de variancias e covariancias amostrais obtidas para os dois grupos de

operadores foram:

2 18 1 08
S — 7| (Método 1) e S® = 1 (Método 2).
1.8 2 08 1

(a) Calcule a varidncia total amostral para cada método.
(b) Compare os resultados: qual grupo apresentou maior dispersao geral?

(¢) A variancia total amostral é uma boa medida de resumo nessa situagao? Por
qué?
(d) Comente o que o célculo da varidncia generalizada amostral agregaria para a

analise.

(e) A varidncia generalizada amostral é uma boa medida de resumo nessa situagao?

Por qué?

2.14. EXERCICIOS



3 Formas lineares e quadraticas

“Na matemdtica ndo conhecemos através de

conceitos, mas pela construcao na pura intuicao.”

Immanuel Kant (1724 — 1804)

Neste capitulo estudaremos com mais cuidado as formas lineares, do tipo a'z, e

as formas quadraticas, do tipo " Az, que aparecem de maneira central na formulacio
matricial de problemas em Estatistica. Em particular, na regressao linear multipla, o

critério de minimos quadrados pode ser escrito como uma forma quadratica em (3,

QB) = (y—XB) (y - XB),

cuja fungado objetivo ¢é diferenciavel; para encontrar o estimador de minimos quadrados B
precisaremos justamente calcular derivadas de formas lineares e quadraticas. Ao mesmo
tempo, veremos que a estrutura dessas formas esta intimamente ligada ao conceito de
matrizes definidas positivas, negativas, semidefinidas positivas e semidefinidas negativas,
que desempenham papel fundamental tanto na convexidade dos problemas de otimizagao
envolvidos quanto na interpretacao estatistica: a matriz de variancias e covariancias, por
exemplo, é sempre simétrica e semidefinida positiva, e condi¢oes adicionais que a tornem
definida positiva garantem unicidade de solugoes e boa definicao de diversas quantidades

usadas em modelos estatisticos multivariados.

3.1 Definicoes e primeiros exemplos

Comecemos como um exemplo

Exemplo 3.1: Transformacao linear

Considere as seguintes transformacoes lineares

(a) F:R? — R3 tal que

F(z,y)= |z +vy
T—y
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Exemplo 3.1

(b) F:R? — R? tal que

(¢) F:R®— R tal que

(d) F:R?* — R tal que

F(z,y) = .
Determine as matrizes associadas.
SOLUCAO:
(a) Para F: R* — R3,
1 0
F(€1)= 1 5 F(EQ): 1
1 —1

, demodo que F(x)= Ax.

(b) Para F': R* — R?

e a matriz associada é

(c) Para F : R® - R,

3.1. DEFINICOES E PRIMEIROS EXEMPLOS



Exemplo 3.1

F(el) = 1, F(eg) = 2, F(63) = —]_,

logo a matriz (linha) associada é

A=[1 2 -1], e F(z)= A=
(d) Para F : R*> = R,

F(el) = 1, F(eg) = 0,

de forma que a matriz associada é

A:[l O}, e F(x)=Ax.

Seja n € N. Chamamos de forma linear em R™ qualquer transformacao linear
L:R"—= R

que pode ser escrita na forma

em que a € R" e x € R". O vetor a recebe o nome de vetor associado a forma linear
L.

Exemplo 3.2: Formas lineares

Encontre o vetor associado as seguintes formas lineares:

(a) Ly : R? — R tal que

Ll(:cl,xQ) = 3371 - 2.T2.

3.1. DEFINICOES E PRIMEIROS EXEMPLOS



Exemplo 3.2

(b) Ly :R3 — R tal que

Lg(l‘l,l'g,xg) = I + 4112 — 5.’1}3.

(¢) Lz :R* — R tal que
L3($1, T2, X3, $4) = 221)1 — T2 + T3 + 7134.

SOLUCAO:

Basta identificar os coeficientes de cada coordenada de .
-
(a) Em Ly(x) = 3z; — 2x9, 0 vetor associado é a; = [3 —2] .
-
(b) Em Lo(x) = x1 + 45 — bxg, o vetor associado é ay = [1 4 —5}

-
(¢) Em L3(x) = 221 — 29 + x3 + Tx4, 0 vetor associado é ag = [2 -1 1 7] .

Sejan € Neseja A € R"™" uma matriz quadrada. Denominamos forma quadrdtica

associada a A a aplicagdo @) : R” — R dada por
Q(x) =x" Az, x e R"

Quando for conveniente, consideraremos a matriz associada simétrica, isto é, A = A",

pois essa escolha leva a propriedades geométricas e algébricas mais agradaveis.

Exemplo 3.3: Formas quadraticas associadas a matrizes

Determine as formas quadraticas associadas as seguintes matrizes:

11
(a)A:!1 1].

3.1. DEFINICOES E PRIMEIROS EXEMPLOS
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(1 0
b) A= .
(b) 01
1 3 0
() A=13 -1 —-2|.
0 -2 2
SOLUCAO:

T 1T
Seja x = [ml xz] oux = [éL‘l Ty w3| , conforme o caso.

()

11 To

11
Q(m) = mTA:B — |::1;1 x2:| ] [‘Tl] — .17% + 2$1m2 _|_ x%

Qz) =z' Az = [‘”1 962] [(1) 2] lzll = 2} + 3.

1 3 0 I
Qlz)=xz'Ax = [9:1 To :)33] 3 —1 —=2| |zg| = 21 4+6x129—75—4T973+275.
0 -2 2 I3

Resultado 3.1

Se @ : R — R é uma forma quadratica associada a uma matriz simétrica A, entao
ela pode ser escrita da seguinte forma:
n n
Q@) =3 > aywizj,

i=1j=1

em que a;; € R esta na linha ¢ e coluna j da matriz A.

3.1. DEFINICOES E PRIMEIROS EXEMPLOS



Resultado 3.1

DEMONSTRACAO:
-
Seja x = [961 . xn} e seja A = (a;j)1<i j<n Uma matriz simétrica. Entao
a1 Ain | |11
Qx) =" Az = [551 . :cn] :
Qn1 Apn Tn

Multiplicando a primeira matriz pela segunda, obtemos um vetor linha cuja i-ésima

coordenada é

n
Z Q5.
j=1

Multiplicando esse vetor linha pelo vetor coluna final, resulta

M=

n n o n
Q(:B) = (.’L‘z aijxj) = Z Z aijxixj,
i—1 =1 i=1j=1

? J

como queriamos demonstrar. [

Exemplo 3.5: Matrizes associadas a formas quadraticas

Determine, para cada uma das formas quadraticas abaixo, duas matrizes associadas:

uma matriz simétrica e uma matriz ndo simétrica.

(a) Q:R? — R tal que
Q(x) = 922 + 122,79 + 523

(b) Q:R? — R tal que
Q(x) = 2x13,.

() Q:R3— R tal que

Q(x) = 422 4 dx129 — 82123 + 1022 + 82923 + 922
1 2 3

3.1. DEFINICOES E PRIMEIROS EXEMPLOS
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SOLUCAO:
Lembrando que, para uma matriz simétrica, cada termo cruzado z;z; aparece
duas vezes na soma Y, 3°; a;jx;x;, dividimos o coeficiente do termo cruzado por 2

para obter os elementos fora da diagonal da matriz simétrica.

(a) Para Q(x) = 927 + 122,75 + 53, uma matriz simétrica associada ¢

9 6
Asim = )
6 5
pois €' Agnx = 922 + 122125 + 522. Uma matriz ndo simétrica associada pode
ser, por exemplo,
9 12
Ans = )
0 5

que também satisfaz & Ay x = 922 + 127179 + 53

(b) Para Q(x) = 2122, uma matriz simétrica associada é

01
Asim = s
10
enquanto que uma matriz nao simétrica associada pode ser
0 2
Ay = :
00

(c) Para
Q(x) = 427 + 4135 — 8123 + 1025 + ST973 + 973,

a matriz simétrica associada é

4 2 -4
A =12 10 4|,
-4 4 9

obtida dividindo os coeficientes dos termos cruzados por 2.

3.1. DEFINICOES E PRIMEIROS EXEMPLOS
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Uma matriz ndo simétrica associada a mesma forma quadratica pode ser

4 4 -8
A,=10 10 8
0 0 9

Qualquer matriz quadrada A € R™ " pode ser decomposta de forma tnica na soma de

sua parte simétrica e de sua parte antissimétrica:

A+ AT A-AT
A- 2T L 2L
2 2
——— —_———
parte simétrica parte antissimétrica

A primeira parcela é simétrica e a segunda é antissimétrica, e essa decomposicao é a tnica
com essa propriedade.

No estudo de formas quadraticas, vamos preferir sempre associar a forma a sua matriz
simétrica, pois ela concentra toda a informagao relevante da forma quadratica e apresenta
propriedades geométricas e algébricas mais interessantes, em particular na classificacdo em

matrizes definidas positivas, negativas, semidefinidas positivas e semidefinidas negativas.

3.2 Matrizes definidas positivas, definidas negativas,

semidefinidas positivas e semidefinidas negativas

Definicao 3.3: Matrizes definidas e semidefinidas
Seja A € R™™ uma matriz simétrica e seja
Q(x) =x' Az, x € R",

a forma quadratica associada a A. Dizemos que:

o A é definida positiva se

Q(x) >0 para todo x # 0.

3.2. MATRIZES DEFINIDAS POSITIVAS, DEFINIDAS NEGATIVAS, SEMIDEFINIDAS
POSITIVAS E SEMIDEFINIDAS NEGATIVAS




Definicao 3.3
o A é definida negativa se

Q(x) <0 para todo x # 0.

o A é semidefinida positiva se

Q(x) >0 paratodo x € R" e existe xg # 0 tal que Q(xy) = 0.

o A é semidefinida negativa se

Q(x) <0 paratodo x € R" e existe xg # 0 tal que Q(xy) = 0.

o A ¢ indefinida se existem vetores 1, xo € R™ tais que

Q(x1) >0 e Qz2) <0.

Essas classificagoes sao feitas sempre em termos do sinal assumido pela forma

quadratica =" Azx.

Exemplo 3.6: Classificando matrizes pela definicao

Verifique, usando diretamente a definicao acima, que as matrizes a seguir sao:
(a) uma matriz definida positiva;
(b) uma matriz definida negativa,
(c) uma matriz semidefinida positiva;
(d) uma matriz semidefinida negativa;
(e) uma matriz indefinida.

Considere, para isso, as matrizes

2 1 —2 11
A1:|: ]7 A2:|: 0]7 A3:[ ]7
1 2 0 -1 11

3.2. MATRIZES DEFINIDAS POSITIVAS, DEFINIDAS NEGATIVAS, SEMIDEFINIDAS
POSITIVAS E SEMIDEFINIDAS NEGATIVAS
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SOLUCAO:

_ T
Seja x = [xl xQ} .
(a) Para A,
Qiuz) =" Ajx = 202 + 22 29 + 203 = (1) + 12)? + 27 + 23

A soma de quadrados sé pode ser nula se x; = 25 = 0. Logo Q(x) > 0 para
todo @ # 0 e A; é definida positiva.

(b) Para As,,

Qa(x) = ' Ay = —22% — 22
Para todo « # 0 temos —2x? — 22 < 0, logo A, é definida negativa.

(c) Para As,
Qs(x) = ' Asx = 2% + 20129 + 2% = (21 + 22)* > 0.

A igualdade vale, por exemplo, para © = (1, —1)" # 0. Assim, Q3(x) > 0 para
todo x e é nula para vetores nao nulos, o que mostra que Az é semidefinida

positiva.

(d) Para Ay,
2
Q4(.’B) = a:TA493 = —(33'1 + .732) < O,

com igualdade, por exemplo, em & = (1,—1)" # 0. Logo A, é semidefinida

negativa.

(e) Para As,

Qs(x) =x' Ay = 22 — 22.

Se tomarmos x; = (1,0)7, obtemos Qs(x1) = 1 > 0. J4 para &, = (0,1),
temos Q5(x2) = —1 < 0. Portanto a forma quadrética assume valores positivos

e negativos, e As é indefinida.

3.2. MATRIZES DEFINIDAS POSITIVAS, DEFINIDAS NEGATIVAS, SEMIDEFINIDAS
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Depois de alguns exemplos, fica claro que verificar essas propriedades diretamente a
partir da expressdo ' Az pode se tornar trabalhoso em dimensdes maiores. Gostarfamos
de ter um critério prdatico, em termos dos elementos da matriz, que nos dissesse quando
uma matriz é definida positiva ou negativa.
apnn  ai2

No caso n = 2, por exemplo, se A =
a2  A22

] , temos

Q(x) = anx} + 2127172 + axn;.

Completando quadrados,
2 2
a12 a
Q(w) = a1 (331 + l’g) -+ (CLQQ — 12)1’%
aiy ary
Para que Q(x) > 0 para todo & # 0, os coeficientes dos dois quadrados precisam ser
positivos, o que nos leva a

a1 >0 e ajia99 — OJ%Q > 0.

Repare que essas quantidades sao exatamente os determinantes dos menores principais
1x1e2x2deA. Em dimensoes maiores, podemos repetir esse raciocinio (ou pensar
em uma eliminagao de Gauss adaptada a formas quadraticas) e obter um resultado geral,

conhecido como critério de Sylvester.

Resultado 3.2: Critério de Sylvester

Seja A € R™™ uma matriz simétrica. Denote por Ay qualquer menor principal de
ordem k de A (determinante de uma submatriz obtida escolhendo o mesmo conjunto

de indices de linhas e colunas). Entao:

o A é definida positiva se, e somente se, todos os menores principais de A sao

estritamente positivos, isto é,

Ap >0 paratodok=1,... n.

o A é definida negativa se, e somente se, todos os menores principais de —A sao
estritamente positivos (equivalentemente, se (—1)*A; > 0 para todo menor

principal de ordem k).

o A é indefinida caso nao seja nem definida e nem semidefinida.

3.2. MATRIZES DEFINIDAS POSITIVAS, DEFINIDAS NEGATIVAS, SEMIDEFINIDAS
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Resultado 3.2

o A é semidefinida positiva se, e somente se, todos os menores principais de A

sa0 nao negativos, isto é,
Ap >0 paratodok=1,...,n.

Em particular, se todos forem estritamente positivos, A é definida positiva;
se pelo menos um deles for nulo, A é semidefinida positiva (mas nao definida

positiva).

o A ¢é semidefinida negativa se, e somente se, todos os menores principais de — A
s30 ndo negativos (equivalentemente, se (—1)¥A; > 0 para todo menor principal
de ordem k). Em particular, se algum desses menores principais é nulo, A é

semidefinida negativa (e nao definida negativa).

Exemplo 3.7: Classificando matrizes pelo critério de Sylvester

Use o critério de Sylvester para classificar as matrizes abaixo como
(a) definida positiva;
(b) definida negativa;
(c) semidefinida positiva;
(d) semidefinida negativa;

(e) indefinida.

Considere
2 00 -2 0 0 1 00
B,=|0 3 0|, Bs=|0 -3 0|, Bs=1|0 1 0],
0 0 1 0 0 -1 000
-1 0 0 O
B, = -1 0|, Bs= -1 0
0 0

3.2. MATRIZES DEFINIDAS POSITIVAS, DEFINIDAS NEGATIVAS, SEMIDEFINIDAS
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Exemplo 3.7

UCAO:

Como as matrizes sao diagonais, seus menores principais sao produtos de entradas

da d

(a)

Ess

iagonal.

Para B, os menores principais de ordem 1 sao 2,3,1 > 0; os de ordem 2 sao
2:3=6,2-1=2e3-1=3, todos positivos; o menor principal de ordem 3 é
det(B;) =2-3-1=6> 0. Pelo critério de Sylvester, B; ¢ definida positiva.

Para Bj, observamos que —By = diag(2,3, 1), cujos menores principais sao
exatamente os de B e, portanto, todos positivos. Assim, pelo critério de

Sylvester, By é definida negativa.

Para B3, os menores principais sao todos > 0: temos 1,1,0 na ordem 1; 1,0,0
na ordem 2; e det(B3) = 0 na ordem 3. Logo a matriz nao é definida positiva
(pois o determinante é nulo), mas nenhum menor principal é negativo. Como a
forma quadratica associada ¢ Q(x) = 3 + x3 > 0 para todo x, concluimos que

B3 é semidefinida positiva.

Para B, temos —B, = Bj3. Assim, todos os menores principais de — B, sdo
> 0, mas o determinante é nulo, de modo que By nao é definida negativa. A
forma quadrética correspondente é Q(x) = —z? — 23 < 0, com igualdade em
vetores nao nulos que tenham z; = x5 =0 e x3 # 0. Assim, B, é semidefinida

negativa.

Em Bs;, ji na ordem 1 aparecem menores principais de sinais diferentes (1 e
—1). Além disso, o menor principal de ordem 2 dado pela submatriz das duas
primeiras linhas e colunas ¢ det (diag(l, —1)) = —1 < 0. Esses sinais conflitantes
mostram que a matriz ndo pode ser definida positiva nem definida negativa; e,
como ha menores principais negativos, ela também nao é semidefinida positiva

nem semidefinida negativa. Concluimos que Bj ¢ indefinida.

es exemplos ilustram como o critério de Sylvester fornece um procedimento algébrico,

baseado em determinantes de submatrizes, para estudar o sinal da forma quadratica =’ Ax

sem pr

ecisar trabalhar diretamente com a expressao em termos das coordenadas de a.

3.2. MATRIZES DEFINIDAS POSITIVAS, DEFINIDAS NEGATIVAS, SEMIDEFINIDAS
POSIT
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3.3 Derivadas de formas lineares e quadraticas

T

Nesta secao vamos estudar como calcular derivadas de formas lineares a ' « e de formas

quadraticas " Az. Nosso objetivo é preparar o terreno para a aplicacdo desses resultados
na regressao linear multipla, onde a fungao objetivo de minimos quadrados é, justamente,

uma forma quadréatica no vetor de parametros.

Definic¢ao 3.4: Derivada (gradiente) de fungoes escalares

Seja f : R™ — R uma funcao diferenciavel. Chamamos de gradiente de f no ponto

x € R" ao vetor ) )
af
Txl(w)

Vi) = : )

of

L Oy, <$)_

que representa a derivada de f em x vista como aplicagao linear de R” em R. Em

outras palavras, o gradiente é o vetor de derivadas parciais de f.

Resultado 3.3: Derivada de uma forma linear

Seja a € R™ um vetor fixo e considere a forma linear L : R” — R dada por

Entao, para todo * € R”,

VIL(z)=a
DEMONSTRACAO:
T T
Escrevendo a = [al e an} ex = {xl ... Ty| , temos
Lx)=a'x=ax, + -+ a,z,.
Assim,
L
gxi(:c):ai, i=1,...,n,
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Resultado 3.3

e, portanto,
ay

Exemplo 3.8: Derivada de uma forma linear
Considere a forma linear L : R? — R dada por
L(w) = 2.’171 — 3.’172 + 5.’1’53.

Calcule VL(x).

SOLUCAO:
T
Escrevendo L(x) = {2 -3 5] x5 |, temos, pelo Resultado 3.3,
T3
2
VL(xz)= |-3
5

Observe que o gradiente nao depende de x: no caso de formas lineares, a derivada é

um vetor constante. [

Agora passamos para formas quadraticas.

Resultado 3.4: Derivada de uma forma quadratica

Seja A € R™"™ uma matriz quadrada e seja Q : R® — R a forma quadratica
associada,
Q(z) =" Ax.

Entao, para todo x € R”,
VQ(x) = (A+ ATz,
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Em particular, se A é simétrica, A = A", obtemos
VQ(xz) = 2Ax.

DEMONSTRACAO:

-
Escreva A = (a;j)1<ij<n € = [xl . xn} . Pelo Resultado 3.1, temos

Q) =33

i=1j

Qi TiTj.
1

Fixando k € {1,...,n} e derivando em relacdo a zj, obtemos

g_i(m) _ jéaijj + iaikwi = (A:L') + (AT;I;) .

i=1 k k

Logo
VQ(x)=Az+ Az = (A+ A" ).

Se A ¢ simétrica, temos A" = A e VQ(z) = 24x. O
Exemplo 3.9: Derivada de uma forma quadratica
21
A—
-
e a forma quadritica associada Q(z) = &' Az, com = = [wl :vg] . Calcule VQ(x).

SOLUCAO:

Pelo Resultado 3.3, como A é simétrica, vale

Considere a matriz simétrica

VQ(x) = 2Ax.
Assim,
VQ( ): 21 I _9 21’1+l’2 _ 4$1+2£B2 .
1 3 ) T+ 35[‘2 21’1 + 6372
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Se quisermos conferir, podemos escrever explicitamente
Q(x) = 227 + 23129 + 373

e calcular as derivadas parciais:

8762 :4$1+2$2, aﬁ :2.T1+6$2,
8x1 8x2

o que confirma o resultado anterior.

Um segundo objeto importante no estudo de formas quadraticas ¢ a matriz de segundas

derivadas, conhecida como Hessiana.

Definicao 3.5: Hessiana

Seja f : R” — R uma funcao duas vezes diferenciavel. A Hessiana de f no ponto

x é a matriz

02 f Pf ]
Tﬁ<$) " On0z, (@
va(w) — . . .
02 f O f
Gnon @ 2@

No caso de formas quadraticas, a Hessiana tem uma forma particularmente simples:
se Q(x) = " Ax com A simétrica, entdo V2Q(x) = 2A, independente de x. A relacio
entre a definitude de A e o tipo de ponto critico de ) (minimo, maximo ou sela) é um
topico importante em Otimizagao e se conecta diretamente com as classificagbes vistas

anteriormente.

3.4 Aplicacao das derivadas de formas lineares e qua-
draticas em regressao linear miultipla

Voltamos agora ao problema de regressao linear multipla. Suponha que temos uma

resposta y e p variaveis explicativas, observadas em n unidades amostrais. Em notagao

3.4. APLICACAO DAS DERIVADAS DE FORMAS LINEARES E QUADRATICAS EM
REGRESSAO LINEAR MULTIPLA




matricial, podemos escrever o modelo como
y=XpB+e,

em que y € R™ é o vetor de respostas, X € R"*P é a matriz de projeto (contendo as
covariaveis), B € RP é o vetor de pardmetros e € € R" é o vetor de erros.
O método dos minimos quadrados busca o vetor 8 que minimiza a soma dos quadrados

dos residuos,

QB =y - X8| =(w-XB) (v~ XB).

Observe que Q(B) é uma forma quadréitica em . Vamos usar os resultados da segao

anterior para encontrar o ponto em que essa fun¢ao atinge seu minimo.
Resultado 3.5: Equagoes normais e estimador de minimos quadrados

Considere a funcao

QB)=@y—-Xp)'(y—XpB), BeR
(a) O gradiente de @ é dado por

VQ(B) = —2XTy+2X"X}.

(b) Qualquer ponto critico B de Q (isto é, que satisfaz VQ(B) = 0) verifica as
equagoes noTmais

X'XB=X"y.

¢) Se X "X é definida positiva (ou seja, inversivel), entdo o ponto critico é tnico
J
e dado por
B=(X"X)"'XTy,

que é o estimador de minimos quadrados em regressao linear multipla.

DEMONSTRACAO:

Comecemos expandindo Q(f3):

QB =y'y—2y' XB+B X XB.

O primeiro termo y 'y nao depende de B3, logo sua derivada é nula.

3.4. APLICACAO DAS DERIVADAS DE FORMAS LINEARES E QUADRATICAS EM
REGRESSAO LINEAR MULTIPLA
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No segundo termo, usando o Resultado 3.3 e a identidade y' X3 = (XTy)TB,
obtemos

vﬁ(—zyTX@ =-2X"y.

No terceiro termo, escrevemos 8' X' X8 = BTAB com A = XX, que é

simétrica. Pelo Resultado 3.3,
Vs(BTXTXB) =2X"XB.
Somando essas contribui¢oes, obtemos
VQ(B) = —2X"y+2X'XB,

0 que prova o item (a).

Para encontrar os pontos criticos, igualamos o gradiente a zero:
—2Xy+2X"XB =0,

ou, equivalentemente,
X'XB3=X"y,

que sao as equagoes normais, provando o item (b).
Se X "X ¢é definida positiva, entdo é inversivel. Nesse caso, as equacoes normais
tém solugao unica,
B=(XTX)"'XTy.

Além disso, como () é uma forma quadratica associada a uma matriz definida positiva
(a Hessiana de Q em relacio a 8 é 2X " X)), esse ponto critico é necessariamente um

minimo global. [

Exemplo 3.10: Interpretacao geométrica

Mostre que, quando X ' X é definida positiva, o vetor de predicoes § = X B pode ser
interpretado como a projecdo ortogonal de y sobre o subespaco gerado pelas colunas
de X.

3.4. APLICACAO DAS DERIVADAS DE FORMAS LINEARES E QUADRATICAS EM
REGRESSAO LINEAR MULTIPLA
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SOLUCAO:

Pelas equagoes normais,
isto é,

Isso significa que o vetor de residuos e = y — ¢ é ortogonal a todas as colunas de X,
logo é ortogonal ao subespaco coluna de X . Portanto, ¢ é a projecao ortogonal de
y nesse subespaco. Essa interpretagao geométrica reforca a ideia de que o método
dos minimos quadrados escolhe, entre todos os vetores da forma X 3, aquele que fica

mais proximo de y em norma euclidiana.

Dessa forma, as derivadas de formas lineares e quadraticas fornecem uma ponte
natural entre a teoria de matrizes e a regressao linear multipla: de um lado, a forma da
funcao objetivo de minimos quadrados; de outro, as propriedades de definitude da matriz
X" X garantem a existéncia e unicidade da solucdo, além de permitir uma interpretacio

geométrica clara em termos de projecoes em subespacos vetoriais.

3.5 Exercicios

1. Determine o dominio, contradominio e a lei da forma quadratica associada as

seguintes matrizes simétricas.

9 -2 400

(@) A=), J' d A=o 9 0
:22 00 1

(b)) A= 5 O]' (e) A _
- 30 2 2
(0 2 —4 01 1 0

(c) A=|2 0 10]. 21 9 —2|
—4 10 0 20 —2 4

2. Determine as matrizes simétricas A associadas as seguintes formas quadraticas.

(a) Q:R®— R tal que Q(z) = 22? — 2129 + 23 + 421703 + 23.
(b) Q:R* — R tal que Q(x) = 3(2? + 23 + 23 + 23).
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() Q:R? - R tal que Q(x) = —x125.
(d) Q:R>— R tal que Q(x) = 2522 — 4x179 + 87173 + 422 + 27913 + 923

3. Sem utilizar o critério de Sylvester mostre que as matrizes simétricas A

definidas a seguir sdo positiva definidas.

600 0
0400 2 -1 222
A= . b) A= A=1[2 3 2|.
(@) 0010 ) [—1 1] (©
2 2 4
0009

4. Use o critério de Sylvester para verificar se as matrizes simétricas A associadas

as seguintes formas quadraticas sao positivas definidas.

(a) Q:R? — R tal que Q(x)
(b) Q:R? - R tal que Q)
(¢) Q:R3— R tal que Q(x)
(d) Q:R>— R tal que Q(x)

2 2
2
1

2
- 2.1‘2.

T
xz
12:17% + 8129 + 62173 + 2.’13'% — 2xox3 + 7.’13'%
2

027 + 81179 + 10z 23 + 223 + 62973 + HT3.

5. (a) Verifique que todas as matrizes positivas definidas obtidas nos Exercicios 3

e 4 possuem os elementos da diagonal principal todos positivos.

(b) Quais dentre as matrizes obtidas no Exercicio 4 possuem os elementos da
diagonal principal todos positivos, mas nao é positiva definida?
(¢) Verifique que todas as matrizes do Exercicio 4 que nao sao positivas definidas

possuem algum dos elementos da diagonal principal menores ou igual a zero.

6. Mostre que se A é uma matriz positiva definida de ordem n x n, entdo os

elementos da diagonal principal de A sao todos positivos.

7. Determine a derivada das seguintes formas lineares.

(a) F:R®*— R tal que F(x) =2+ 2y — 2.
(b) F:R> — R tal que F(x) = X0, 2i%x;.
(¢) F:R" — R tal que F(x) =0

(d) F:RY — R tal que F(x) = 21 ;.

8. Determine a derivada das seguintes formas quadraticas.

(a) Q:R3— R tal que Q(x) = 2zy + 4xz + 8yz.
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(b) Q:R> — R tal que Q(x) = 23 — x123 + 22
(¢) Q:R™ — R tal que Q(x) = 0.
(

(d) Q: R — R tal que Q(x) = 3% 22.

9. (a) Seja g:R™ — R tal que

g(x) =z Az +b'x,

0
em que A € M,(R) é uma matriz simétrica e b € R"”. Determine 8_9
x

(b) Seja h: R™ — R tal que
hiz)=x Az +b'x + c,

em que A € M,(R) é uma matriz simétrica, b € R" e ¢ € R". Determine

h d 0%h
— e, em seguida, ————.
ox & Oxdx’
10. Sejam xq, xs, ..., x, vetores do R", p um vetor de R? e 3 uma matriz simétrica

inversivel de M,(R).. Determine o valor de p € R? que maximiza a fungdo
¢ :RP — R tal que

np n 1 _
() = —710g(27f) - §log %] - 3 (@i — p)'S (@ — p),
=1

em que |X| denota o determinante de X.
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4 Decomposicao de matrizes

“A beleza da matemdtica s se mostra aos

sequidores mais pacientes.”

Maryam Mirzakhani (1997 — 2017)

Ao longo destas notas vimos que as matrizes aparecem naturalmente sempre que
representamos transformagoes lineares e organizamos conjuntos de dados em Estatistica.
De modo geral, decompor uma matriz significa escrevé-la como a combinac¢ao de outras
matrizes mais simples, dotadas de propriedades que nos interessam; exemplos classicos
sao as decomposicoes LU e de Choleskey, usadas para facilitar o calculo de determinantes,
o calculo da matriz inversa e para melhorar a estabilidade numérica dos algoritmos. Na
Estatistica, tais decomposi¢des surgem no calculo de estimadores de minimos quadrados, na
fatoracdo de matrizes de varidncias e covariancias (em geral, matrizes definidas positivas)
e em métodos multivariados, como a Anélise de Componentes Principais. Neste capitulo,
aprofundaremos essa ideia estudando, em particular, a decomposicao espectral de matrizes
simétricas e a decomposicao em valores singulares, que fornecem descri¢gbes geométricas
muito claras de como uma transformacao linear alonga, contrai ou distorce o espaco em

diferentes diregoes.

4.1 Autovalores e autovetores

Vamos iniciar este capitulo, revisando algumas no¢oes importantes sobre autovalores e

autovetores.

Definicao 4.1: Autovalores e autovetores de uma transformacgao linear

Seja F' : R — R™ uma transformacao linear. Dizemos que um vetor nao nulo

x € R™ é um autovetor de F' se existir um escalar A € R tal que
F(x) = M.

Nesse caso, o escalar A\ é denominado autovalor (associado ao autovetor x) da

transformacao linear F'.

Um autovetor é um vetor nao nulo que, ao ser transformado por uma transformagcao
linear F' de um espago em si mesmo, € apenas multiplicado por um escalar: seu tamanho

é alterado (e, se o escalar for negativo, o sentido é invertido), mas a dire¢do é preservada.
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Quando o escalar é zero, o vetor é enviado para a origem, e dizemos que o autovalor

correspondente ¢é zero.

Exemplo 4.1

Verifique que os vetores

sdo autovetores do operador linear F : R? — R? tal que

(L))

Em seguida, determine os autovalores associados.
SOLUCAO:
Para o vetor ax,, temos
0 0
2 1
Logo, x; é autovetor de F' com autovalor associado A\; = 2.
1 1
0 0

Assim, x, é autovetor de F' com autovalor associado Ay = 1.

T

Y

0

1

Para o vetor x5, obtemos

1

0

A partir da Defini¢do 4.1, podemos descrever autovalores e autovetores em termos
da matriz associada a uma transformacao linear. De fato, seja F' : R® — R"™ uma
transformacao linear e seja A a matriz quadrada de ordem n x n associada a F' na base
canodnica, isto €,

F(x) = Az para todo x € R".

Pela Defini¢ao 4.1, um vetor nao nulo & € R" é um autovetor de F' se existir A € R tal

que F(x) = Ax. Substituindo F(x) por Ax, obtemos a equivaléncia

F(z) =)\ <— Az = )\z.
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Isso mostra que a condicao de ser autovetor de F' pode ser escrita diretamente em

termos da matriz A. Essa observacao motiva a definicao a seguir.
Definicao 4.2: Autovalores e autovetores de uma matriz

Seja A a matriz quadrada de ordem n X n associada a transformacao linear

F:R" — R". Um vetor nao nulo & € R" é dito um autovetor de A quando
Ax = \x

para algum A € R. Nesse caso, o escalar A é dito um autovalor de A (associado ao

autovetor ).

Exemplo 4.2

Verifique que os vetores

»=[] o]l

sao autovetores da matriz quadrada A de ordem 2 x 2,

10
A= .
1 3
Em seguida, determine os autovalores associados.

SOLUCAO:

Para o vetor x, temos

[1 0] [—2] [1-(—2)+0-1 [—2] [—2]
A.’.Cl = = = =1 = 1.’.131.
1 3| ]1 1-(=2)+3-1 1 1

Logo, x; é autovetor de A com autovalor associado A; = 1.

Para o vetor x5, obtemos

e -

Assim, x5 é autovetor de A com autovalor associado Ay = 3.
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Note que, no Exemplo 1.2, outros vetores também sao autovetores associados aos

mesmos autovalores. Por exemplo,

—4 ) 1 0| |4 —4
x) = { ] =2 ] =2x, satisfaz Az = [ ] [ } = [ } =1a,
2 1 1 3 2 2

isto ¢, x| é também autovetor de A associado ao autovalor A\; = 1. De modo analogo,

0 0 1 0 0 0 0
xh = = -5 = —b5xy, satisfaz Az, = = =3 = 3,
5 1 1 3| -5 —15 -3

de forma que x, é autovetor associado ao autovalor Ay = 3.

Esse comportamento é geral: se  é um autovetor de uma matriz A associado ao
autovalor A, entao todo miiltiplo escalar ndo nulo cx, com ¢ # 0, também é autovetor

associado ao mesmo autovalor, pois
A(cx) = cAx = c ) x = \cx).

O conjunto de todos os autovetores associados a A, juntamente com o vetor nulo, forma
um subespaco vetorial de R", chamado de autoespaco de A.
Pela definicao de autovalor e autovetor, um escalar A € R é autovalor de uma matriz

quadrada A de ordem n X n se, e somente se, existir um vetor ndo nulo € R™ tal que
Ax = \x.
Essa igualdade pode ser reescrita como
(A—-MX,)x =0,

ou seja,  é solugao nao trivial do sistema homogéneo (A — \I,,)x = 0. Logo, para que A
seja um autovalor de A, é necessario e suficiente que o sistema acima tenha solu¢des nao
nulas, o que ocorre exatamente quando a matriz A — A\I,, ndo é inversivel. Como vimos

em capitulos anteriores, isso equivale a dizer que o determinante dessa matriz é nulo, i.e.,
det(A — \I,,) =0.

Portanto, os autovalores de A sao precisamente as raizes do polindémio det(A — AI,,) em

relacao a \.
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Definicao 4.3: Polin6mio caracteristico

Dada uma matriz quadrada A de ordem n x n, chama-se polinomio caracteristico

de A o seguinte polinémio de grau n
Pa(M\) = det(A — A1),

em que I, é a matriz identidade de ordem n x n e A € R. As raizes de P4()) sdo os

autovalores da matriz A.

Resultado 4.1: Caracterizagcao de autovalores

Sejam n um nimero inteiro positivo, A uma matriz quadrada de ordem n X n e

A* um namero real. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
1. X\* é um autovalor de A.
2. \* é solugao da equacao polinomial P4(\) = 0, isto é,

Pa(\") =det(A = X'I,,) =0,

em que I,, denota a matriz identidade de ordem n x n.

3. O sistema de equacoes lineares
(A= NI, )u=0,

possui solucao nao trivial, em que 0,, denota o vetor nulo de ordem n x 1.

Observe que esse resultado ja foi, essencialmente, demonstrado na discussao anterior:
partindo da definigdo de autovetor Ax = Ax com x # 0, reescrevemos a igualdade como
(A — A,)x = 0, concluindo que o sistema tem solugado nao trivial se, e somente se,
det(A — A\I,,) = 0. Assim, as raizes do polindémio caracteristico P4 () sdo exatamente os

autovalores de A.
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Exemplo 4.3

Para cada uma das matrizes abaixo, determine:

e 0 polinémio caracteristico;

os autovalores;
« 0 autoespaco associado a cada autovalor;

e um autovetor unitdrio correspondente a cada autovalor.

@ A (1 0
a = .
13
9 0 0
) A=10 2 0
0 0 6
2 0 0
() A=1|0 —4 of.
0 0 6
SOLUCAO:

(a) + Polindmio caracteristico:

1-Xx 0

PA(\) = det (A — \I,,) = i

= (1= NE -\

+ Autovalores: Os autovalores sdo as raizes de Pa()), logo A\ =1 e \y = 3.

o Autoespaco associado ao autovalor \; = 1: O autoespago em questao

V(1) = {:c = [351] Az = )\133} .

é o conjunto

Como
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Ar = )\xz = Ax==x

-1k

ZL’l = [L'l’ .’171 = t, t E R,
= = t
1+ 39 = X9 Ty = 5 teR.

- {l i e m2])

41 1
e Autovetor unitario \; = 1: e; = \/j .
5 —1/2

o Autoespaco associado ao autovalor \; = 3: O autoespago em questao

V(3) = {w = [351] Az = )\zw} .

Ax = o = Ax = 3x
10 I 3.’171
= —
1 3 ) 31‘2
Ty = 311, ry =0,
= =
r1+3x2 = 319 Ty =t, teR

e[ o)

0
e Autovetor unitario associado com )\, = 3: e; = [1]

Portanto,

é o conjunto

Portanto,

4.1.
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(b) « Polindmio caracteristico:
PiA)=det(A—M3)=| 0 2—=X 0 [=(2-X)>*6-2N).

» Autovalores: Os autovalores sao as raizes de P4(\), logo
A1 = 2 (com multiplicidade 2) e Ay =6.

e Autoespaco associado ao autovalor \; = 2: O autoespaco em questao

¢ o conjunto

V2)=qx= |19 : Ax = iz

Temos

Ax = \jx = Ax = 2x

2 00 ) 214
= (0 2 0| |zo| = |22,
0 0 6| |3 2x3

201 = 224, r1 =35, s€ER,

= 2%2:2$2, = 3’}2=t, tGR,

6133 = 21’3, T3 = 0,

com s e t nao sendo iguais a zero simultaneamente. Portanto,

s 1l 10
V(2)=1|t| :s,t€eRp=spanq |0], |1
0 0| (O

o Autovetores unitarios associados a \; = 2: podemos tomar
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1 0
81—0, €y = ]-7
0 0

que ja sado ortogonais entre si e tém norma igual a 1.

» Autoespaco associado ao autovalor )\, = 6:

V(6)=qx=|1s| : A = Mo

Temos
Ax = o = Ax = 6x

2 00 Ty -6351

=10 2 0| |zo| = |62s
0 0 6| |3 _63:3
'21'1 = 6151, ($1 = O,

= 2.’172 = 6.’L’2, = To — 0,
\6:1,'3 = 6x3, (T3 = t, teR".

Portanto,
0

V(6)=<10| :t€R ) =spany [0

e Autovetor unitario associado a \y = 6:

o O

€3 =

—_

(¢) e« Polinébmio caracteristico:
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()

Pa(N) =det(A—XI) =| 0 —d—Xx 0 |=2=N(=4=X\)(6-N).

0 0 6— A\
» Autovalores: Os autovalores sao as raizes de P4(\), logo
A = 2, Ay = —4, A3 = 6.

e Autoespaco associado ao autovalor \; = 2:
V(2)=qx= |1y : Az = Mz

Temos

Ax = \ix = Ax = 2x

2 0 0 ) 211

= |0 —4 0] |z2| = 229

0 0 6| |z 2x3

(2]31 = 214, ry=1t, teR*

= —41[)2 = 2372, = To9 = 0,

k6{E3 = 2.’1’53, T3 = 0.

Portanto,

V(2)=110|:t€R ) =spanq |0

¢ Autovetor unitario associado a \; = 2:

er=[10 O}T.
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» Autoespacgo associado ao autovalor \y = —4:
T
V(—4) =z = |1y| : Az = o
L3
Temos

Ax = hx = Ax = —4x

2 0 0 i —4:1:1
= [0 —4 0| |x2| = |—4xq
0 0 6| |z —4aq
2r1 = —4zq, 1 =0,
= —4.’E2 = —4.'1'}2, = { Ty = y t e R*,
k61‘3 = —41'3, T3 = 0.
Portanto,
0 0
V(-4) =< |t|:t€R) =spanq |1
0 0
e Autovetor unitario associado a \y = —4:
0
€y — 1].
0

» Autoespago associado ao autovalor \; = 6:

V(6) = x= |1y : AT = A3z

Temos
Ax = \3x = Ax = 6x

4.1.
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Temos
2 0 0 T -61’1
=10 —4 0 To| — 61’2
0 0 6| |xs _6x3
2{L‘1 = 61‘1, T = 0,
= —4$2 = 6%2, = Ty — 0,
6x3 = 6x3, r3=t, te&R"
Portanto,

V(6) =14 [0 :t€R =spany [0

e Autovetor unitario associado a \3 = 6:

o O

€3 =

—_

Quando o autoespaco associado a um autovalor A tem dimensdo 1, os autovetores
correspondentes sdo tnicos a menos de multiplos escalares; ja quando a dimensao é
maior que 1, o autoespago contém infinitos autovetores associados ao mesmo autovalor (e,
portanto, infinitas dire¢oes possiveis), mas qualquer conjunto de autovetores linearmente
independentes desse autoespago tem, no méximo, dim V' (\) vetores. Em termos de
dimensao, o numero de autovetores geradores (isto é, o nimero de vetores em uma base)
do autoespaco de A é igual a multiplicidade geométrica desse autovalor. Por definicao, a
multiplicidade geométrica de A é precisamente a dimensao do autoespaco V' (\). Em geral,
a multiplicidade geométrica é menor ou igual a multiplicidade algébrica (a multiplicidade
da raiz no polindémio caracteristico); no caso particular de matrizes simétricas reais, essas
duas multiplicidades coincidem, o que garante que sempre podemos escolher um ntimero

de autovetores linearmente independentes igual a multiplicidade algébrica de A.
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Exemplo 4.4: Autovalor nulo implica singularidade

Mostre que se uma matriz quadrada A de ordem n x n possui um autovalor nulo

(A =0), entao A é singular (ndo possui inversa).

SOLUCAO:

Se A = 0 é um autovalor de A, entdo existe um vetor nao nulo  # 0 tal que
Az=0-¢ = Ax=0.

Logo, o sistema homogéneo Ax = 0 possui solu¢ao nao trivial. Isso significa que as
colunas de A formam um conjunto de vetores linearmente dependentes e, consequen-
temente, A nao de posto completo, i.e., 7(A) < n. Portanto, det(A) = 0, da onde

concluimos que A nao é inversivel, i.e., A é singular.

4.2 Decomposicao espectral

Nesta secao, estudaremos a decomposicdo espectral de matrizes, mas nosso foco estard
no caso mais importante para a Estatistica: o das matrizes simétricas reais. Essa escolha
nao ¢é por acaso. Em muitos problemas estatisticos, trabalhamos com matrizes de vari-
ancias e covariancias, correlagoes ou matrizes associadas a transformacoes lineares em
espacos de dados multivariados, e todas essas matrizes sao, em geral, simétricas. Por isso,
entender como uma matriz simétrica pode ser decomposta em termos de seus autovalores
e autovetores é fundamental para interpretar a estrutura de dependéncia entre as variaveis,
construir novas combinagoes lineares (como em anélise de componentes principais) e, de
modo geral, explorar a geometria dos dados em dimensoes mais altas.

Antes de apresentarmos a decomposicao espectral, destacamos dois resultados funda-
mentais sobre matrizes simétricas reais, que aceitaremos sem demonstragao. Primeiro,
toda matriz simétrica real de ordem n X n possui exatamente n autovalores contando
multiplicidades algébricas, isto é, se escrevermos o polinémio caracteristico de A, a soma
das multiplicidades das suas raizes é sempre n. Assim, podemos associar n autovetores a
esses n autovalores (com repeti¢oes), de modo que cada autovalor apareca tantas vezes
quanto a sua multiplicidade algébrica. Além disso, autovalores distintos possuem autove-
tores ortogonais entre si e, quando um autovalor é repetido, os autovetores do autoespaco
correspondente podem ser ortogonalizados por meio do procedimento de Gram—Schmidt.
A uniao das bases ortonormais de cada autoespaco fornece, entao, uma base ortonormal

completa de R™ formada por autovetores de A. Esses fatos tornam o caso das matrizes
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simétricas particularmente simples e importante para noés, pois todos os autovalores sao
reais e conseguimos trabalhar sempre com autovetores ortogonais, o que sera essencial
para desenvolver a decomposi¢ao espectral.

Nesse contexto, suponha que A seja uma matriz simétrica real de ordem n x n. Pela
discussdo anterior, existem autovalores reais Aj, Ag, ..., A, (com repeticdo, de acordo com
a multiplicidade algébrica) e autovetores associados 1, @, . . ., T,, que podemos escolher
como quisermos dos respectivos autoespacos associados.

Definimos entao as matrizes

A O - 0
Q _ {wl 2, mn]7 _ 0 )\2 0
0 0 - A\,

E comum (mas nao obrigatério) ordenar os autovalores em ordem decrescente, i.e., A; >
Ay > -+ > \,. Essa serd a convencao que adotaremos nessas notas.

Como cada x; é autovetor de A com autovalor );, temos, parai=1,2,...,n,
Aei = )\Zel

Podemos reunir essas n equagoes em uma unica igualdade matricial. De fato,

AQ:A[ml Ty - azn}
Z[Aazl Axy - Awn}
:|:)\1€1 )\262 )\nen}
M O - 0
e | D
0 O An
= QA.
Portanto,
AQ = QA.

A igualdade AQ = QA mostra que, se a matriz Q for inversivel, entao podemos
decompor a matriz A escrevendo A = QAQ~'. Assim, a possibilidade de obter uma

decomposicao espectral depende essencialmente de garantirmos que @ ¢ de fato inversivel.
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Os resultados apresentados a seguir assegurarao exatamente isso. Veremos que, no caso
das matrizes simétricas reais, os autovetores sdo ortogonais e sempre é possivel escolher
autovetores ortonormais, de modo que @ se torna uma matriz ortogonal e, portanto,
automaticamente inversivel.

Para construir a decomposi¢ao espectral de forma cuidadosa, comecaremos pelo caso
mais simples, em que todos os autovalores de A sao distintos. Nessa situagao, veremos que
os autovetores associados formam automaticamente um conjunto de vetores ortogonais, o
que facilita bastante a analise. Em seguida, trataremos do caso em que alguns autovalores
possuem multiplicidade maior que 1. Nessa segunda etapa, sera necessario olhar com
mais atencao para os autoespacos correspondentes a autovalores repetidos e mostrar como
podemos escolher, dentro de cada um deles, uma base ortonormal, de modo que, ao final,

continuemos obtendo uma base ortonormal completa de autovetores de A.
Resultado 4.2: Autovetores de autovalores distintos sdo ortogonais

Sejam n um ntmero inteiro positivo e A uma matriz simétrica real de ordem

nxXn. Se os autovalores A1, Ao, ..., A, sdo todos distintos entre si, entao os autovetores
associados @1, @, ..., x, sao dois a dois ortogonais.
DEMONSTRACAO:

Considere dois autovalores distintos A\; e A; de A, com autovetores (nao-nulos)

associados v; e v, isto ¢,
ACUZ‘ = )\zwz (§ A.’.Bj = )\jwj, 7 §£ J-
Note que

Ax;, = \jx; = ijA:ci = :ch)\i'v,»
= (ATa:j)T €, = )\Z:chazl
g (Aar:j)T €x; = )\Zar:;mz
(:M}) ()\jzcj)T T, = )\Za:j:cl
= /\ja:iji = Alw;azl

em que (i) segue do fato de A ser simétrica e (ii) segue da definigdo de autovalor

T

e autovetor. Como \; # \j, segue que v, v; = 0. Portanto, v; e v; sao ortogonais

sempre que 7 # j.
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O resultado anterior mostra que, no caso em que todos os autovalores sao distintos,
os autovetores associados @1, @, ..., x, sao dois a dois ortogonais. Em particular, isso
implica que eles sao linearmente independentes e, portanto, formam uma base de R". Se

construirmos a matriz

Q=lz; @ - ],
segue que Q é inversivel e a relacdo AQ = QA nos permite escrever

A=QAQ "

No entanto, como ja vimos, podemos (e vamos) escolher os autovetores com norma igual a

1, isto é, podemos normaliza-los definindo

Z;
e;, = s = 17 Lo, n.
[l |
Dessa forma, o conjunto {ey,...,e,} passa a ser uma base ortonormal de R". Se agora
definirmos
P = [el 62 e en:I y

as colunas de P formam um conjunto ortonormal, o que implica P' P = I, logo, P é
uma matriz ortogonal, inversivel de modo natural, com P! = P". Nesse passo, serd mais
conveniente trabalhar com a matriz P (cujas colunas sao os autovetores normalizados), e

a decomposigao espectral assume a forma
A=PAP".
Exemplo 4.5: Decomposic¢ao espectral de matrizes simétricas

Considere as seguintes matrizes simétricas reais

2 .0 0 2 00
(a) A=1]0 -4 0/, () A=10 2 0
0 0 6 006

Para cada matriz, encontre a decomposicao espectral, isto é, matrizes P (ortonor-
mal) e A (diagonal) tais que A = PAP'.
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Exemplo 4.5

SOLUCAO:

(a) Do Exemplo 1.3, j& sabemos que a matriz

2 0 0
A=10 -4 0
0 0 6

tem autovalores
)\1 = 67 /\2 = 27 /\3 = _47

com os seguintes autovetores unitarios associados, respectivamente:

o = O

0 1
€1 = 0; €y = 07 €3 =
1 0

Construimos, entdo, a matriz ortogonal P colocando esses autovetores como

colunas:
010

P:[e1 e, eg]z 001, P'P=I,.
100

A matriz diagonal dos autovalores, na mesma ordem das colunas de P, é

6 0 0
A=102 0
00 —4

Assim, obtemos a decomposicao espectral de A, i.e.,
A =PAP',

em que P é ortogonal e A contém os autovalores de A na diagonal.
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(b) Como vimos no Exemplo 1.3, os autovalores de A, em ordem decrescente, sao
A1 = 6, Ay =2, Az =2,

e podemos escolher os seguintes autovetores unitarios associados:

Dessa forma, obtemos a matriz diagonal dos autovalores

6 0 0
A=10 2 0
0 0 2
e a matriz ortogonal
010
P:€1 €9 63:001, PTP:I3.
1 00

Assim, a decomposicao espectral de A é dada por

A= PAPT.

Vale notar que, no item (b) do Exemplo 3.4, o autovalor de maior multiplicidade
algébrica possui multiplicidade 2, e sua multiplicidade geométrica também ¢é igual a 2.
Nesse caso, mesmo sem aplicarmos qualquer procedimento de ortonormalizagao (veremos
o método de Gram-Schmidt adiante), obtivemos gratuitamente uma base ortonormal
de autovetores. Isso ocorre porque, para matrizes simétricas, autoespagos associados a
autovalores distintos sao automaticamente ortogonais entre si e, além disso, cada autoespaco
admite uma base ortogonal. Assim, basta normalizar os autovetores encontrados: eles ja
formam uma base ortonormal dentro de cada autoespaco e também entre autoespacos

distintos.
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Resultado 4.3: Determinante, traco e poténcias de matrizes simétricas

Seja A uma matriz simétrica real de ordem n x n. Denotemos por Ay, Ag, ..., A,

os autovalores reais de A. Entao valem as seguintes afirmacoes:

(a) O determinante de A é o produto dos seus autovalores,i.e.,

det(A) = )\1)\2 cee )\n

(b) O traco de A ¢ a soma dos seus autovalores, i.e.,
(¢) Para todo inteiro k > 1, vale

AF = PAFPT.

DEMONSTRACAQ: Como A é simétrica, A admite a decomposicio espectral. Assim,

denotando por P a matriz ortogonal cujas colunas sao os autovetores de A associados

com os autovalores Ay, Ag,..., A\, de A e A a matriz diagonal cujos elementos da

diagonal principal sao os autovalores de A segue que

(@)

A =PAP'" = det(A) = det(PAP")
= det(A) = det(P)det(A)det(P")
= det(A) = det(P)det(A)det(P)
= det(A) = det(P)det(A)det(P)
— det(A) = det(P)det(A) dett 5
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Resultado 4.3

(b)

= tr(A) = tr(I,A)
= tr(A) = tr(A)

A=PAP" = A" = (PAP")
= PAP"PAP'"...PAP'
= PAP 'PAP'... PAP!
= PAA---AP!
= PAFp~!
= PA*PT.

4.3 Decomposicao em valores singulares

Apoés estudarmos a decomposigao espectral para matrizes simétricas, avangamos agora
para um resultado ainda mais geral, aplicavel a qualquer matriz real, quadrada ou retan-
gular. Trata-se da decomposi¢io em valores singulares (SVD), uma ferramenta central em
Estatistica e em diversas areas das ciéncias de dados.

As ideias que motivam a decomposicao espectral podem ser estendidas para obter uma
decomposicao adequada também para matrizes retangulares, e nao apenas para matrizes
quadradas. Se A é uma matriz retangular, entdo os vetores que aparecem na expansao de

A estdo relacionados aos autovetores das matrizes quadradas AA' e AT A.
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Resultado 4.4: Decomposicao em Valores Singulares

Seja A uma matriz real de ordem n x p. Entao existem uma matriz ortogonal U

de ordem n X n e uma matriz ortogonal V' de ordem p X p tais que
A=UXV',

em que a matriz 2, de ordem n X p, cujos elementos diagonais, i.e., que estao na
i-ésima linha e i-ésima coluna de 3, s20 01,09, ..., Omin(n,p) Satisfazendo o; > 0 para
cada 7, e os demais elementos sao iguais a zero. As constantes positivas o; sdo

chamadas de valores singulares da matriz A.

Comecamos observando que a matriz A" A é sempre uma matriz simétrica de ordem
p x p. Dessa forma, pelo resultado estudado na secio anterior, sabemos que A" A admite
uma decomposicao espectral. Em outras palavras, existe uma matriz ortogonal P, de
ordem p x p, cujas colunas formam um conjunto de vetores ortonormais de AT A, e
existe uma matriz diagonal A, de ordem p X p, cujos elementos da diagonal principal sao

exatamente os autovalores de A" A, tais que
ATA=PAP".

Além disso, sabemos que sempre existe uma decomposi¢ao em valores singulares para

qualquer matriz A de ordem n x p. Isto é, podemos escrevé-la como
A=UXV',

em que U e V sao matrizes ortogonais de ordens n X n e p X p, respectivamente, e 3 é
uma matriz n X p cujos elementos diagonais sdo nao negativos.

Aplicando essa fatoracdo a identidade anterior, obtemos
ATA=UzvH(uzvH=vE'zv’
Comparando essa expressio com a decomposicio espectral de A" A, concluimos que
Vi=P' ¢ X'EZ=A

Ou seja, os vetores singulares a direita (colunas de V') coincidem com os autovetores de

AT A, e os valores singulares o; sdo as raizes quadradas dos autovalores correspondentes.
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De forma andloga, a matriz AA' é simétrica de ordem n x n e também admite

decomposicao espectral:

AAT=QAN Q"

em que Q é uma matriz ortogonal cujas colunas sdo vetores ortonormais de AA", e A* ¢
uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal sdo os autovalores de AA".

Usando novamente a decomposicao singular,
AAT = (UxvHuzv) =Uuxx'U".
Comparando essa expressao com a decomposicao espectral acima, obtemos
U=Q ¢ XIXT =A%

Portanto, podemos interpretar a matriz U como contendo vetores associados aos
autovalores de AA", enquanto a matriz V retine os vetores associados aos autovalores de
AT A. As matrizes diagonais A e A* possuem os mesmos autovalores, apenas organizados
em ordens diferentes para se ajustarem as dimensdes de "X e X3, Dessa forma, os
valores singulares o; de A sao as raizes quadradas dos autovalores comuns as duas matrizes
simétricas AT A e AAT.

Resultado 4.5

Sejam n e p nimeros inteiros positivos e seja A uma matriz real de ordem n x p.

Valem as afirmacoes:

(a) ATA e AAT sido matrizes cujos autovalores sdo maiores ou iguais a zero.

(b) Se u € R? é6 um autovetor de A" A associado a um autovalor ndo nulo \, entao

Aw é um autovetor de AAT associado ao mesmo autovalor \.

(¢) As matrizes AT A e AA" possuem os mesmos autovalores nio nulos, contando

multiplicidades.

DEMONSTRACAO:

(a) Seja = € RP. Entao

x' A" Ax = (Az)" (Ax) = |Az|* > 0.
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Logo, AT A é simétrica definida néo negativa, e todos seus autovalores sio reais

e maiores ou iguais a zero. De modo analogo, para y € R,
y AATy = (ATy) (ATy) = [ATy|* >0,

o que mostra que todos os autovalores de AAT também sdo maiores ou iguais

a Zero.

(b) Suponha que u € R? seja um autovetor de A" A associado a um autovalor no
nulo A, isto é,
AT Au = \u, A #£0.

Multiplicando a esquerda por A, obtemos
AATAu = A(ATAu) = A(\u) = )\ Au.

Logo, Au é um autovetor de AA" associado ao autovalor A. Resta verificar

que Au # 0. Se tivéssemos Au = 0, entao
Mu=A"Au=A"0=0,

o que implicaria w = 0, contradi¢do com o fato de u ser autovetor. Portanto,

Au # 0 e a afirmacao estd demonstrada.

(¢) Vamos mostrar que AT A e AAT possuem os mesmos autovalores ndo nulos,
contando multiplicidade. Se A # 0 é autovalor de A" A, entdo existe u # 0 tal
que

AT Au = ).

Multiplicando a esquerda por A,
AAT(Au) = \(Au),

e, como no item (b), Au # 0. Logo, A é autovalor de AA". O mesmo
argumento, comecando por um autovalor ndo nulo de AA", mostra que todo
autovalor nao nulo de AA' também é autovalor de AT A. Portanto, as duas
matrizes possuem exatamente os mesmos autovalores nao nulos, com as mesmas

multiplicidades. u
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Exemplo 4.6

Determine a decomposi¢cao em valores singulares da matriz

b

Il
S =N
O NN =

SOLUCAO:

o Calculo de A" A:

« Polinémio caracteristico de A' A:

5—-A 4

P(ATA) =
A ( ) 5 ),

=(-A)?*=16= )\ —10\+9.

« Autovalores de A" A: Os autovalores desta matriz sio obtidos de P\(AT A) =

0, cujas solugbes sao \;y =9 e Ay = 1.

e Autovetor unitario associado com \; = 9:

(ATA) T =\T =

Logo,
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e Autovetor unitario associado com )\, = 1:

(ATA) T = T =

-5£L'1 + 41'2-

_4371 + 5372_

5.’13'1 + 4.’E2

4x1 4 519
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« Decomposicio espectral de A" A:

ATA=PAP',
em que
11 9 0
P = \? \/51 e =
Vi v 01

o Calculo de AA:

« Autovalores de AA': Os autovalores ndo-nulos desta matriz séo iguais aos
da matriz ATA. Logo, X\ =\ =9, A5 =Xy =1e \;=0.

« Autovetor unitario associado com \} = 9:
21 . N ] 3

aev= |12 s i ).
00 0

Logo,

. Logo,
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« Autovetor unitario associado com \; = 0:

55 0
(AA )z =Xz =[5 5 0 |22| = |0
00 0

em que s e t nao sao simultaneamente nulos. Logo,

(

t
V() =<3 |-t] :s,teR
s

1 0
=qt|=1|+s]|0]| :t,s€eR
0 1

\

Portanto,
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« Decomposicio espectral de AA:

AAT:QA*QT,
em que
1 1
%5 5 0 9 0 0
Qzﬁ—%o e A"=10 1 0f.
0o 0 1 000

o Decomposicao em valores singulares: Portanto, a decomposi¢ao em valores

singulares é

A:UEVT,
em que
1 1
EEO 30 11
e I A i
0 0 1 0 0 Va2

4.4 Exercicios

1. Considere as seguintes matrizes quadradas

1 1 2

A:! ] e B=12
1 -1

3

(a) Determine o dominio, contradominio e a lei dos operadores lineares associados

00
1 2f.
21

as matrizes definidas anteriormente.

(b) Verifique que
1

1
231:[\/5_1] [§] Lo — _(1+\/§)

sao autovetores de A. Quais sdo os autovalores associados a esses autoveto-

res?
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(¢) Verifique que

I
|
—_

r1 = Lo I3

==
Il
— = O
D

sao autovetores de B. Quais sdo os autovalores associados a esses autoveto-

res?

2. Determine os polindbmios caracteristicos das seguintes matrizes quadradas.

. (b)B_ = L 0 7 —6
@a=| {0 1]_ @C=| | @]|-140
1 0 0 2 =2

3. Determine os autovalores e autovetores das matrizes quadradas associadas aos

seguintes operadores lineares.

En 42
(a) F:R?* — R? tal que F S B Rt :
) 2[L’1 — 21‘2
-.rl_ _4:1:1
(b) F:R3> - R3tal que F | |zo| | = |922].
T3 T3
-Il- _!E1 + X2+ 3
(c) F:R* > R3tal que F | |zo| | = |21 + 20 + 23]
_mg_ _.’L’l + 2o + X3

4. (a) Verifique que todas as matrizes obtidas no Exercicio 9 que sao inversiveis

possuem autovalores diferentes de zero (A # 0).

(b) Quais dentre as matrizes obtidas no Exercicio 9 possuem autovalor nulo

(A =0)? Essas matrizes admitem inversa? Por qué?

5. Mostre que se A é uma matriz quadrada de ordem n X n que apresenta algum

autovalor nulo (A = 0), entdo A é singular.

6. Verifique se as matrizes definidas a seguir sao ortogonais.

2 2 1

5 12 f —sin(f 3 3 3
(a> P = [ 1?{2 153] ) (b) P— |:C?S< ) Sln( )] ) (C) P = % % _%
-5 1 sin(f)  cos(0) 1y o

3 3 3

7. Determine a decomposicao espectral das seguintes matrizes de variancias e covari-

00 22 0 4 3
9 0 b ==|" ]

3 4
0 1

ancias. a) X =
(a) 0 o

0 ]com02>0. (c) X =
0
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8. Para cada uma das matrizes do Exercicio 13, faca o que se pede.

(a) Calcule o determinante.
(b) Calcule X',

(c) Determine 7', se existir.

9. Usando a matriz

1 1
A=12 =2
2 2

(a) Calcule AT A e obtenha os seus autovalores e autovetores.

(b) Calcule AA" e obtenha os seus autovalores e autovetores. Lembre-se que

os autovalores ndo-nulos de A" A e AA" sio iguais.

(c) Obtenha a decomposi¢ao em valores singulares da matriz A.

4
A= 5 8 .
3 6 -9

(a) Calcule AT A e obtenha os seus autovalores e autovetores.

10. Usando a matriz

(b) Calcule AA" e obtenha os seus autovalores e autovetores. Lembre-se que

os autovalores ndo-nulos de A" A e AA" sio iguais.

(¢) Obtenha a decomposi¢iao em valores singulares da matriz A.
11. Sejam n e p nimeros inteiros positivos e A uma matriz de ordem n x p. Mostre que

(a) ATA e AAT sio matrizes cujos os autovalores sio maiores do que ou

iguais a zero.

(b) Se u € RP é autovetores de A" A associado a um autovalor nio-nulo \,

entdo Awu é um autovetor de AA" associado ao mesmo autovalor.

(c) ATA e AA" possuem os mesmos autovalores nao-nulos, considerando a

multiplicidade.
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5 Consideracoes finais

“Bu gosto de estar perdida. E um bom lugar para

comegar.”

Maryam Mirzakhani (1997 — 2017)

Estas notas de aula tiveram como objetivo apresentar, de maneira gradual, os principais
elementos da Teoria de Matrizes necessarios a formacao estatistica. Ao longo do semestre,
destacamos o papel central que as matrizes desempenham na formulacao, interpretacao
e solucao de problemas em Estatistica, desde representacoes de dados e transformagoes
lineares até decomposic¢oes fundamentais que sustentam diversos métodos classicos e
modernos.

Comecamos revisando os conceitos basicos de vetores, operagoes matriciais e proprieda-
des algébricas essenciais, enfatizando sempre a interpretacao geométrica das transformacgoes
lineares. Em seguida, avancamos para resultados estruturais, como postos, niicleos, ima-
gens, bases ortonormais e matrizes ortogonais, relacionando tais ideias a problemas de
bijetividade, proje¢oes e mudanca de base. Discutimos também formas lineares e quadrati-
cas, a importancia das matrizes simétricas e critérios para determinar positividade, tépicos
que aparecem recorrentemente em inferéncia estatistica, otimizagao e aprendizagem de
maquina.

Dedicamos atencao especial as decomposicoes espectral e em valores singulares, tanto
pelo seu valor tedrico quanto pela ampla gama de aplicagoes praticas. Buscamos mostrar
que cada resultado matricial é, simultaneamente, um instrumento algébrico, uma construgao
geométrica e um alicerce metodoldgico para analises estatisticas mais sofisticadas. Em
varios momentos, destacamos a necessidade de uma postura critica: compreender nao
apenas como aplicar uma técnica, mas também em que condicoes ela ¢é valida e quais
limitagoes deve-se ter em mente ao utiliza-la.

Com isso, esperamos ter transmitido uma visao integrada do papel da Teoria de Matrizes
no estudo da Estatistica, que é uma area que se apoia fortemente em conceitos lineares e
cujas ferramentas crescem em importancia com o avan¢o dos métodos computacionais e
de alta dimensao.

Portanto, acredito que este curso tenha oferecido uma boa introducao a Teoria de
Matrizes para Estatistica, buscando equilibrar a apresentacao dos resultados fundamentais
com a valorizacao de uma postura critica diante de suas hipoteses e limitacoes. Espero
que estas notas de aula tenham sido 1teis em sua trajetéria de aprendizado e que o
conteudo aqui discutido possa servir de ponto de partida para estudos mais aprofundados

e aplicacoes praticas em diferentes areas da Estatistica.
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