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Georg Cantor (1845-1918) é considerado um dos fundadores da Teoria dos Conjuntos.
Com essa teoria, toda a Matematica sofreu uma grande transformacao e foi munida de uma
forte precisao tedrica. Atualmente, todos os conceitos mateméticos podem ser expressos
com base na linguagem de conjuntos. Dessa forma, a no¢ao de conjunto é fundamental na

Matemética.

1.1 Conjuntos, elementos e a relacdo de pertinéncia

A nocao de conjunto é bastante simples, porém é dificil apresentarmos uma defini¢do sem
utilizar termos como agrupamento, colecao, classe ou outro que seja seu sinéonimo. Assim,
conjunto deve ser tratado como um conceito primitivo e, portanto, nao possui uma defini¢ao

formal. Entretanto, isso nao nos impede de apresentar uma explicacao com mais detalhes:

Conjunto é um agrupamento qualquer de objetos, os quais podem ser abs-
tratos ou concretos, porém sao bem definidos e discerniveis de nossa compreensao
e percepcao, isto é, uma colecao de objetos que possuem uma propriedade em
comum ou satisfazem uma mesma condi¢ao. Os objetos que pertencem a um

dado conjunto sao denominados elementos desse conjunto.

Exemplo 1

Sao exemplos de conjuntos:

(a) o conjunto das vogais;

(b) o conjunto dos estados da regiao Sudeste do Brasil;
(c) o conjunto das cores primaérias;

(d) o conjunto das estacoes do ano;

(e) o conjunto das faces de uma moeda;

(f) o conjunto dos naipes do baralho;

(g) o conjunto das faces de um dado.




Para denotar um conjunto usamos, em geral, uma letra maiuscula (A, B, C, ..., Z),
enquanto para denotar um dos seus elementos usamos uma letra minascula (a, b, ¢, ..., z).
Essa é uma notagao comum, mas nao é uma regra. Veremos, nas proximas secoes, exemplos
em que essa notacao nao é mantida. Além disso, quando um objeto x é um elemento de um
conjunto A, dizemos que x pertence a A e utilizamos o simbolo € (pertence) para representar
essa relagao de pertinéncia, isto ¢, escrevemos x € A. Agora, se 0 objeto y nao é elemento
do conjunto A, entao escrevemos y ¢ A. Nesse caso, o simbolo ¢ (nao pertence) representa

a relacao de nao-pertinéncia.

Exemplo 2

(a) Se A denota o conjunto das vogais, entao

e e € A significa que a letra e pertence ao conjunto A;

e z ¢ A significa que a letra z nao pertence ao conjunto A.
(b) Se B denota o conjunto dos estados da regiao Sudeste do Brasil, entao

e SP € B significa que o estado de Sao Paulo pertence ao conjunto B;

e AC ¢ B significa que o estado do Acre nao-pertence ao conjunto C.
(c) Se C denota o conjunto das cores primérias, entao

e amarelo € C significa que o objeto amarelo pertence ao conjunto C;

e verde ¢ C significa que o objeto verde nao pertence ao conjunto C.

1.2 Descricdo de conjuntos em forma de lista

Uma das formas de descrever um conjunto e seus elementos ¢ citando os elementos do

conjunto entre chaves { } e separando-os por virgula ou ponto-e-virgula.

Exemplo 3

Cada um dos conjuntos mencionados no Exemplo 1 podem ser descritos em forma de

lista.
(a) Se A é o conjunto das vogais, entao A ={a, e, i,0,u}.

(b) Se B é o conjunto dos estados da regiao Sudeste do Brasil, entao
B ={ES, MG, RJ, SP}.
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Exemplo 3

(c) Se C é o conjunto das cores primérias, entao C = {amarelo, azul, vermelho}.

(d) Se D é o conjunto das esta¢oes do ano, entao

D = {inverno, outono, primavera, verao}.
(e) Se E é o conjunto das faces de um moeda, entao E = {cara, coroa}.
(f) Se F é o conjunto dos naipes do baralho, entao F = {copas, espadas, ouros, paus}.

(g) Se G é o conjunto das faces de um dado, entdo G ={1,2,3,4,5,6}.

Note que os elementos dos conjuntos do Exemplo 3 sao todos apresentados de forma
explicita dentro das chaves. Entretanto, quando os elementos de um conjunto seguem uma
lei de formacao, podemos descrevé-lo em forma de lista, explicitando apenas os seus ele-
mentos iniciais seguidos por reticéncias, indicando que os elementos do conjunto continuam

indefinidamente.

Exemplo 4

(a) Se H é o conjunto das idades em que é permitido dirigir carros no Brasil, entao
H ={18,19,20,...}.

(b) Se I é o conjunto da quantidade de vezes que se pode cortar uma pedaco de

borracha ao meio, entao I ={1,2,3,...}.

Observe que alguns elementos do Exemplo 4 sao definidos implicitamente segundo uma
regra que fica clara ao observar os primeiros elementos apresentados. Da mesma forma,
podemos descrever em forma de lista, conjuntos com uma quantidade grande de elementos

que continuam, segundo uma lei de formacao, até um tltimo elemento.
Exemplo 5

(a) Se J é o conjunto das letras do alfabeto, entao | ={a,b,c,...,z}.

(b) Se K é o conjunto dos niimeros que compoem uma roleta de cassino europeu, entao
K={0,1,2,...,36}
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1.3 Cardinalidade de um conjunto

A cardinalidade de um conjunto é a quantidade de elementos que esse conjunto possui.
Dessa forma, dado um conjunto A, escrevemos |A| para denotar a cardinalidade de A e,

entao, dizemos que o conjunto A possui |A| elementos.
Exemplo 6

Vamos determinar a cardinalidade de cada um dos conjuntos descritos no Exemplo

(a) Se A ={a,e,1,0,u}, entao |A| =5.

(b) Se B ={ES, MG, RJ, SP}, entédo |B| = 4.

(c) Se C ={amarelo, azul, vermelho}, entao |C| = 3.

(d) Se D = {inverno, outono, primavera, verao}, entao |D| = 4.
(e) Se E = {cara, coroa}, entao |E| = 2.

(f) Se F = {copas, espadas, ouros, paus}, entao [F| = 4.

(g) Se G ={1,2,3,4,5,6}, entao |G| = 6.

Os conjuntos descritos no Exemplo 6 possuem uma quantidade finita de elementos, assim
os denominamos conjuntos finitos. No entanto, existem conjuntos que possuem uma
quantidade infinita de elementos. Nesse caso, dizemos que os conjuntos sao conjuntos

infinitos.

Exemplo 7

Os conjuntos descritos no Exemplo 4 sao infinitos. Assim, utilizando o simbolo oo

para representar a ideia de infinito, segue que
(a) se H={18,19,20,...}, entao |[H| = co.
(b) se I ={1,2,3,...}, entao |I| = co.
E importante salientar que mesmo que os conjuntos do Exemplo 5 possua os elementos

definidos implicitamente, tais conjuntos sao finitos, pois possuem uma quantidade finita de

elementos.
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Exemplo 8

Vamos determinar a cardinalidade de cada um dos conjuntos descritos no Exemplo

5.
(a) Se ] ={a,b,c,...,z}, entdo |J| = 26.

(b) Se K={0,1,2,...,36}, entao |K| = 37.

1.4 Diagrama de Venn-Euler

Uma outra maneira de descrever conjuntos é através de um diagrama no qual os elementos
sao listados dentro de uma regiao plana delimitada por uma linha fechada e nao-entrelacada.

No caso em que essa linha forma um circulo ou formas ovais, o diagrama é dito ser um

diagrama de Venn-Euler.
Exemplo 9

Cada um dos conjuntos mencionados no Exemplo 1 podem também ser descritos de

acordo com o diagrama de Venn-Euler.
(a) Se A é o conjunto das vogais, entao A ={a,e,i,0,u}e

A

(b) Se B ¢ o conjunto dos estados da regiao Sudeste do Brasil, entao
B ={ES, MG, RJ, SP}e
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Exemplo 9

(c) Se C ¢é o conjunto das cores primarias, entao C = {amarelo, azul, vermelho} e

C

amarelo

azul

vermelho

(d) Se D é o conjunto das estacoes do ano, entdao D = {inverno, outono,primavera,verao}

e

inverno

outono
primavera

verdo
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Exemplo 9

(e) Se E é o conjunto das faces de um moeda, entao E = {cara, coroa} e

E

(f) Se F é o conjunto dos naipes do baralho, entdo F = {copas, espadas, ouros, paus}

€

(g) Se G é o conjunto das faces de um dado, entdao G ={1,2,3,4,5,6} e

G
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Quando os conjuntos possuem uma cardinalidade alta ou infinita fica impraticavel lista-
los em um diagrama de Venn-Euler. Todavia, mais adiante, essa representacao nos auxiliara

na compreensao de algumas relagoes e operacoes entre conjuntos.

1.5 Conjunto vazio e conjunto unitario

Definicao 1: Conjunto vazio

Chama-se conjunto vazio o conjunto que nao possui elemento algum, isto é, aquele

cuja cardinalidade é zero. Utilizamos o simbolo @ para denotar o conjunto vazio.

Exemplo 10

Os conjuntos a seguir sao exemplos de conjuntos vazios.
(a) Se L é o conjunto dos meses com 33 dias, entao L = @ e [L| = 0.
(b) Se M é o conjunto dos triangulos de 4 lados, entao M = & e [IM| = 0.

(c) Se N é o conjunto das capitais da regiao centro-oeste do Brasil que estao no litoral,
entao N = @ e |[N| = 0.

Definicao 2: Conjunto unitario

Chama-se conjunto unitario o conjunto que possui um dnico elemento, isto é, aquele
cuja cardinalidade é um. Denotamos, em geral, esse conjunto em forma de lista, expli-

citando o elemento entre chaves.

Exemplo 11

Os conjuntos a seguir sao exemplos de conjuntos unitérios.

(a) Se O é o conjunto das cores de uma roleta de cassino europeia que correspondem

a um unico numero, entdao O = {verde} e |O] = 1.

(b) Se P é o conjunto dos naipes do baralho que representam o clero, entao P = {copas}
e|Pl=1.
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Exemplo 11

(¢c) Se Q é o conjunto dos naipes do baralho que representam os camponeses, entao

Q ={paus}e |Q|=1.

Dado um elemento x qualquer, observe que {x} é o conjunto unitario cujo tinico elemento

é x. Logo, x e {x} ndo sdo a mesma coisa.

Exemplo 12

Note que @ nao é a mesma coisa de {@}, pois {&} possui um elemento (& € {I}) e &
é vazio, logo nao possui elementos. Em outras palavras, || = 0 e {@} =1, logo @ e

{@} sdo conjuntos distintos.

No Exemplo 12 afirmamos que o conjunto vazio & é elemento do conjunto unitéario {&}.

Assim, um conjunto também pode ser elemento de outro conjunto.

Exemplo 13

(a) Se R é um conjunto musical, digamos o Green Day, e S é o conjunto de todos os

conjuntos musicais, entao R € S.

(b) Se T é o conjunto de todos os jogadores de uma selegao de futebol, digamos a
Franca, e U é o conjunto de todas as sele¢oes que disputaram a tltima copa do

mundo, entao T € U.

(c) Se V é o conjunto de todos os(as) estudantes da disciplina de Fundamentos de
Probabilidade e W é o conjunto de todas as disciplinas do Departamento de
Estatistica, entao V € W.

E importante notar que, no item (a) do Exemplo 13, Green Day é, a priori, um conjunto.
Logo, usamos a letra maitscula R para denotéa-lo. No entanto, ao mesmo tempo, R é elemento
de S. A mesma relacao entre conjuntos é observada nos exemplos descritos dos itens (b) e
(c). Nesses casos, nao foi possivel respeitar a sugestao de notagao que orienta utilizar letras
minisculas para denotar elementos. Portanto, sempre que estivermos falando de conjuntos
cujos elementos podem também ser conjuntos, tais elementos serao denotados, em geral,

também por letras maitsculas.
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1.6 Exercicios

1. Relacione cada conjunto abaixo com sua respectiva descricao na forma de lista.

(a) conjunto dos oceanos da Terra;

(b) conjunto dos continentes da Terra;
(¢) conjunto de todos os tipos de metal;
(d) conjunto das letras da palavra “azar”.

o {Africa, Antartica, Asia, Europa, América C., América do N. e América do S.};
_ {aluminio, cobre, ferro, niquel, ouro, prata};
_ {azk

. {Artico, Antartico, Atlantico, Indico, Paciﬁco}.

2. Considere os seguintes conjuntos

A ¢é o conjunto das cores da bandeira do Inglaterra;
B é o conjunto dos estados do Nordeste brasileiro;
C ¢é o conjunto dos quadrilateros;

D ¢é o conjunto das consoantes.

Complete cada expressao a seguir com € (pertence) ou ¢ (nao pertence).

a

b

vermelho A;

Bahia__ B;

d) hexagono_ C;

(a)
(b)
(c) trapézio_ C;
(d)
(e) u

3. Diga qual dos conjuntos descritos abaixo sao finitos e qual deles sao infinitos. Deter-
mine sua cardinalidade.

(a) E = {liquido, so6lido, gasoso, plasma};

(b) F={A,2,3,4,...,Q,K};

(¢) G é o conjunto dos a4tomos do universo;
(d) H

={..,=3,-2,-1,0,1,,2,3,...}.
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4. Diga qual dos conjuntos abaixo sao unitarios e qual deles sao vazios.

a) I é o conjunto dos mamiferos que voam:;

= {o};

¢

(a)
(b) ] € o conjunto dos anos bissextos que também sao impares;
(c) L
(d) M

5. Com relac¢ao aos conjuntos de A a M definidos anteriormente, diga qual das afirmagcoes

a seguir sao verdadeiras e quais sao falsas.

(a) [Fl =
(b) H[ = o0
(c) LI =o0.

1.7 Relacdo de inclusdo e igualdade de conjuntos

Definigao 3: Subconjuntos e relagao de inclusao

Sejam A e B conjuntos quaisquer. Dizemos que A é subconjunto de B quando todo
elemento de A for também elemento de B. Ao invés de subconjunto, podemos dizer,
equivalentemente, que A estd contido em B ou que A ¢é parte de B. Utilizamos o
simbolo C (contido) para representar essa relagao de inclusao. Assim, sempre que A

¢ um subconjunto de B, escrevemos A C B.

Exemplo 14

(a) Se A é o conjunto das vogais e | é o conjunto das letras do alfabeto, entdao A =
{a,e,i,0,ut e ] ={a,b,c,...,z}. Logo, A CJ.

(b) Se F é o conjunto dos naipes do baralho e R é o conjunto dos naipes do baralho que
representam os militares, entao F = {copas, espadas, paus, ouros} e R = {espadas}.
Logo, RC F.

(c) Se S é o conjunto dos dias da semana e T é o conjunto dos dias do final de
semana, entdo S = {Domingo, Segunda, Terca, Quarta, Quinta, Sexta, Sabado} e

T = {Sabado, Domingo}. Logo, T C S.
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Podemos representar a relacao de inclusao através do diagrama de Venn-Euler. Assim,
se A e B sao conjuntos quaisquer tais que A C B, podemos representar essa relagao de

inclusao como na Figura 1.1.

B

Figura 1.1: A relagao de inclusao representada através do diagrama de Venn-Euler.

Note que, na Figura 1.1, os conjuntos A e B sao genéricos podendo ser finitos ou infinitos.
Quando estamos interessados em representar apenas a relagao entre os conjuntos nao
ha necessidade de listar os elementos no seu interior. Assim, o diagrama de Venn-Euler
pode ser utilizando tanto para fins de descrigao do conjunto e seus elementos (usado, em
geral, quando a cardinalidade do conjunto nao é muito alta) quanto para descrever como
conjuntos se relacionam (qualquer que seja a cardinalidade desses conjuntos).

Quando um conjunto A é subconjunto de outro conjunto B, podemos escrever também
B D A. Neste caso, utilizamos o simbolo D (contém) para representar a rela¢ao entre B e
A e dizemos que B contém A. No entanto, vamos preferir, ao longo destas notas, escrever
A C B.

Quando A nao é um subconjunto de B, utilizamos o simbolo ¢ (nao esta contido) para
representar a relacao de nao-inclusao e escrevemos A ¢ B. Isso significa que nem todo
elemento de A é elemento de B, ou seja, existe pelo menos um elemento em A que nao
pertence a B. E importante observar que, na Figura 1.1, embora A C B, B ndo é um
subconjunto de A, isto é, B ¢ A. Existem outras duas situa¢oes envolvendo a relagao de
nao-inclusao, ambas podem ser representadas através de diagramas de Venn-Euler, vejamos

na Figura 1.2.

Figura 1.2: A relagao de nao-inclusao representada através de diagramas de Venn-Euler.
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(a)

Exemplo 15

Se A ¢é o conjunto das vogais e | é o conjunto das letras do alfabeto, entao A =
{a,e,i,0,ute] ={a,b,c,...,z}. Logo,] & A, embora A C J. Nesse caso, existem
elementos em | que nao pertencem a A (as consoantes), mas todo elemento de A
pertence a J. A relagao de nao-inclusao pode ser representada pelo diagrama de

Venn-Euler da Figura 1.1.

Se U é o conjunto dos estados que comecam com a letra “A” e V é o conjunto dos
estados da regiao Norte do Brasil, entao V = {AC, AP, AM, PA, RO, RR, TO} e
U = {AM, AP, AC, AL}. Logo, U ¢ Ve V ¢ U. Nesse caso, existem elementos
em U que ndo pertencem a V (AL) e existem elementos em V que nao pertencem
a U (PA, RO, RR, TO). Essas relagoes de ndo-inclusao podem ser representadas

pelo diagrama de Venn-Euler em azul na Figura 1.2.

Se B é o conjunto dos estados da regiao Sudeste do Brasil e U é o conjunto dos
estados do Brasil que comecam com a letra “A” , entao B = {ES, MG, RJ, SP} e
U = {AM, AP, AC, AL}. Logo, B ¢ U e U ¢ B. Nesse caso, nenhum elemento
de B pertence a U e nenhum elemento de U pertence a B. Essas relacoes de
nao-inclusao podem ser representadas pelo diagrama de Venn-Euler em verde na

Figura 1.2.

Definicao 4: Relacao de igualdade entre conjuntos

Sejam A e B conjuntos quaisquer. Dizemos que A é igual a B quando todo elemento

de A for também elemento de B e todo elemento de B for também elemento de A.

Em outras palavras, A e B possuem os mesmos elementos. Utilizamos o simbolo =

(igual a) para representar essa relagao de igualdade. Assim, sempre que A ¢é igual a B,

escrevemos A = B.

(a)

Exemplo 16

Se X é o conjunto das letras da palavra “Ana”, entao X = {a,n}. Observe que
{a,n} ={a,n, a}, pois possuem os mesmo elementos: “a” e “n”. Assim, a quan-
tidade de vezes que um determinado elemento aparece na listagem nao é impor-
tante. Além disso, {a,n} ={n, a}. Logo, a ordem em que os elementos aparecem

na listagem também nao importa.
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Exemplo 16

(b) Se A é o conjunto das vogais e Y é o conjunto das vogais da palavra “Aurélio”,
entao A ={a,e,i,0,u} e Y ={a,i,u,0,e} Logo, A =Y, pois A e Y possuem 0s

mesmos elementos.

(c) Se F é o conjunto dos naipes do baralho e W é o conjuntos dos naipes do baralho
que sao pretos ou vermelhos, entdo F = {copas, espadas, ouros, paus} e W =
{copas, espadas, ouros, paus}. Logo, F = W, pois F e W possuem 0s mesmos

elementos.

Quando dois conjuntos quaisquer A e B sao iguais, o diagrama de Venn-Euler de A é

coincidente com o de B, isto é, sao os mesmos.

Figura 1.3: A relacao de igualdade representada através do diagrama de Venn-Euler.

Sempre que um conjunto A nao for igual a um conjunto B, dizemos que eles sao dife-
rentes e utilizamos o simbolo # (diferente de) para representar essa relagao. Neste caso,
escrevemos A # B. Isto significa que A # B se, e somente se, uma das seguintes situagoes

ocorrem:

(i) ACBeB¢ A (ver Figura 1.1);
(ii) B C A e A ¢ B (situagao analoga a Figura 1.1; basta trocar A por B);

(iii) AZ Be B ¢ A (ver Figura 1.2).

1.7. RELACAO DE INCLUSAO E IGUALDADE DE CONJUNTOS



Exemplo 17

(a) Se F é o conjunto dos naipes do baralho e Z é o conjunto dos naipes do baralho
que representam a nobreza, entao F = {copas, espadas, ouros, paus} e Z = {ouros}.
Logo, Z C Fe F ¢ Z. Portanto, F £ Z. Nesse caso, existem elementos em F que
nao pertencem a Z (espadas, ouros, paus), mas todo elemento de Z pertence a F.

Podemos representar essa situacao com o diagrama de Venn-Euler da Figura 1.1.

(b) Se A é o conjunto das vogais e X é o conjunto das letras da palavra “Ana”, entao
A ={a, e i,0,ul e X ={an}. Logo, A ¢ Xe X ¢ A. Portanto, A # X. Nesse
caso, existem elementos em A que nao pertencem a X (e, i, o u) e elementos em
X que nao pertence a A (n). Podemos representar essa situa¢ao com o diagrama

de Venn-Euler em azul da Figura 1.2.

(c) Se S é o conjunto dos dias da semana e D € o conjunto das estagoes do ano, entao
S ={Dom, Seg, Ter, Qua, Qui, Sex, Sab} e D = {inverno, outono, primavera, verao}.
Logo, S ¢ D e D ¢ S. Portanto, D # S. Nesse caso, nenhum elemento de S
pertence a D e nenhum elemento de D pertence a S. Podemos representar essa

situagao com o diagrama de Venn-Euler em verde da Figura 1.2.

Dessa forma, para dois conjuntos quaisquer A e B, a tnica situacao em que nao verifi-

camos A # B é quando A C B e B C A. Esta é, justamente, a situacao em que A = B. De

fato, A = B se, e somente se, todo elemento de A pertence a B (A C B) e todo elemento de
B pertence a A (B C A).

Exemplo 18

(a) Se A é o conjunto das vogais e Y é o conjunto das vogais da palavra “Aurélio”,
entao A = {a,e,i,0,u} e Y = {a,1,u,0,e}. Vimos no Exemplo 1.7 que A =Y,
pois A e Y possuem os mesmos elementos. Além disso, é possivel observar que
A CYeY C A, pois todo elemento de A pertence a Y e todo elemento de Y
pertence a A. Assim, temos A C Y e Y C A e, equivalentemente, A =Y.

(b) Se F é o conjunto dos naipes do baralho e W ¢é o conjuntos dos naipes do baralho
que sao pretos ou vermelhos, entdo F = {copas, espadas, ouros, paus} e W =
{copas, espadas, ouros, paus}.Vimos no Exemplo 1.7 que F = W, pois F e W
possuem os mesmos elementos. Além disso, é possivel observar que F C W e
W C F, pois todo elemento de F pertence a W e todo elemento de W pertence a

F. Assim, temos W C F e F C W e, equivalentemente, F = W.
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Observacao 1

Se A é um conjunto qualquer, entdao x € A se, e somente se, {x} C A. Em outras pa-
lavras, x € um elemento de A se, e somente se, o conjunto unitario {x} ¢ um subconjunto
de A. E importante salientar que é incorreto escrever x C A e, além disso, {x} € A se,

e somente se, A é um conjunto de conjuntos cujo um dos elementos é {x}.

1.7.1 Relacdo de inclusdo e a implicacdo légica

A relacao de inclusao entre conjuntos esté estreitamente relacionada com a implicacao
logica. Antes de mostrarmos de que maneira essa relacao se estabelece, precisamos entender o
que sao propriedades e condigoes. A grosso modo, propriedades sao atributos que um certo

objeto x pode possuir e condigoes sao requisitos que um certo objeto x pode satisfazer.

Exemplo 19

(a) Algumas cores possuem a propriedade de serem cores priméarias. Assim, se x
¢ uma cor qualquer e p é a propriedade “ser cor primaria”, entao as cores x que

possuem a propriedade p sao: amarelo, azul e vermelho.

(b) Alguns quadrilidteros possuem a propriedade de terem seus lados opostos pa-
ralelos. Assim, se x é um quadrilatero qualquer e q é a propriedade “quadrilatero
com seus lados opostos paralelos”, entao os quadrilateros x que possuem a propri-
edade q sdo os paralelogramos. E importante lembrar que quadrados, retangulos

e losangos sao todos casos particulares de paralelogramos.

(c) Algumas letras do alfabeto satisfazem a condigcao de antecederem a letra f.
Assim, se x é uma letra qualquer do alfabeto e ¢ é a condicao “letras que antecedem

a letra f”, entao as letras x que satisfazem a condicao ¢ sao: a, b, ¢, d, e.

(d) Algumas faces do dado satisfazem a condigao de serem maiores que 3. Assim,
se x é uma face qualquer de um dado e d é a condicao “faces do dado maiores que

3”7, entao as faces x que satisfazem a condicao d sao: 4,5, e 6.

Para denotar uma propriedade ou condicao utilizamos, nessas notas, letras mintsculas.
Os conjuntos sao compostos por objetos que possuem uma certa propriedade ou satisfazem
uma certa condigao. Assim, dizer que o objeto x possui a propriedade p ou que o objeto
y satisfaz a condigao c é equivalente a afirmar x € A ey € B, em que A é o conjunto dos
objetos que possuem a propriedade p e B é o conjunto dos objetos que satisfazem a condicao

C.
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Exemplo 20

Cada uma das propriedades e condi¢oes mencionadas no Exemplo 19 pode também

ser escrita em linguagem de conjuntos.

(a) Se x é uma cor qualquer e p é a propriedade “ser cor primaria”, entdao o conjunto
C das cores primarias é o conjunto cujos elementos possuem a propriedade p.

Assim, se x é uma cor que possui a propriedade p, entao x € C.

(b) Se x é um quadrilatero qualquer e q ¢ a propriedade “quadrilatero com seus
lados opostos paralelos”, entao o conjunto Q dos quadrilateros é o conjunto cujos
elementos possuem a propriedade q. Assim, se x ¢ um quadrilatero que possui a

propriedade ¢, entao x € Q.

(c) Se x é uma letra qualquer do alfabeto e ¢ é a condicao “letras que antecedem a
letra f”, entao o conjunto L das letras do alfabeto que antecedem a letra “f” é o
conjunto cujos elementos satisfazem a condi¢ao ¢. Assim, se x é uma letra que

satisfaz a condicao c, entao x € L.

(d) Se x é uma face qualquer de um dado e d é a condicao “faces do dado maiores
que 37, entao o conjunto D das faces do dado maiores que 3 é o conjunto cujos
elementos satisfazem a condigao d. Assim, se x ¢ uma face que satisfaz a condi¢ao

d, entao x € D.

Sejam p e q propriedades referentes a objetos de um mesmo universo. Como vimos,
essas propriedades definem o conjunto A, cujos elementos possuem a propriedade p, e o
conjunto B, formado pelos elementos que possuem a propriedade q. Quando A C B todos
os elementos de A também sao elementos de B. Em outras palavras, todo elemento que
possui a propriedade p (propriedade caracteristica de A) também possui a propriedade ¢
(propriedade caracteristica de B). Assim, se x possui a propriedade p, entao x possui a
propriedade q. Em outras palavras, a propriedade p implica na propriedade q. Utilizamos o
simbolo = (implica) para representar a implicacao logica entre propriedades (ou condigoes),
e escrevemos p = (. Em resumo, quando A possui uma propriedade caracteristica p e B

possui uma propriedade caracteristica q, A C B significa que p = ¢ ou, equivalentemente,
Vx, x €A = x¢€B.

O simbolo V é denominado quantificador universal e significa para todo, qualquer que

seja e/ou para cada.
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Exemplo 21

Podemos deduzir a relacao de inclusao entre os conjuntos do Exemplo 14 também

através das inclusoes logicas das propriedades caracteristicas associadas.

(a) Sejam p a propriedade “ser vogal” e q a propriedade “ser letra do alfabeto”. Se
x é uma vogal, entao x é uma letra do alfabeto. Assim, se x possui a proprie-
dade p, entao x possui a propriedade q. Em outras palavras, p = q. Se A é o
conjunto das vogais e ] é o conjuntos das letras do alfabeto, entao A é o conjunto
cujos elementos possuem a propriedade p e | é o conjunto cujos elementos pos-
suem a propriedade q. Como A possui a propriedade caracteristica p, | possui a

propriedade caracteristica q e p = (, concluimos que A C J.

(b) Sejam r a propriedade “ser o naipe do baralho que representa os militares” e f a
propriedade “ser naipe do baralho”. Se x é o naipe do baralho que representa os
militares, entao x é um naipe do baralho. Assim, se x possui a propriedade T,
entao x possui a propriedade f. Em outras palavras, r = f. Se F é o conjunto
dos naipes do baralho e R é o conjuntos dos naipes do baralho que representam os
militares, entao F é o conjunto cujos elementos possuem a propriedade f e R é o
conjunto cujos elementos possuem a propriedade r. Como F possui a propriedade

caracteristica f, R possui a propriedade caracteristica r e 1 = f, concluimos que
RCF

(c) Sejam s a propriedade “ser dia da semana” e t a propriedade “ser final de semana’.
Se x é um final de semana, entao x é um dia da semana. Assim, se x possui a
propriedade t, entao x possui a propriedade s. Em outras palavras, t = s. Se S é
o conjunto dos dias da semana e T é o conjunto dos dias do final de semana, entao
S é o conjunto cujos elementos possuem a propriedade s e T é o conjunto cujos
elementos possuem a propriedade t. Como S possui a propriedade caracteristica

s, T possui a propriedade caracteristica t e t = s, concluimos que T C S.

Considere p e q propriedades referentes a objetos de um mesmo universo. Dada a
implicacao p = (, chamamos q = p de sua reciproca. Dado que a implicacdo p = (
é verdadeira, a sua reciproca q = p pode nao ser verdadeira. Quando uma propriedade
q nao implica em um propriedade p, utilizamos o simbolo % (nao implica) para descrever
a nao-implicagdo e escrevemos q # p. Em linguagem de conjuntos, se A ¢ um conjunto
cujos elementos possuem a propriedade p e B é um conjunto cujos elementos possuem a

propriedade ¢, entdo se A C B (p = q) podemos ter B Z A (q #% p).
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Exemplo 22

Podemos verificar que a reciproca de uma implicacao logica verdadeira nem sempre é

verdadeira utilizando as implicagoes logicas do Exemplo 21.

(a) Sejam p a propriedade “ser vogal” e q a propriedade “ser letra do alfabeto”. Se x
é uma vogal, entao x é uma letra do alfabeto. Assim, se x possui a propriedade
P, entao x possui a propriedade q. Em outras palavras, p = . No entanto, se
x é uma letra do alfabeto, entao x pode nao ser uma vogal (x pode ser uma
consoante). Logo, existe algum objeto x que possui a propriedade ¢ e ndo possui
a propriedade p. Dessa forma, q % p. Se A é o conjunto das vogais e | é o
conjuntos das letras do alfabeto, entao A possui a propriedade caracteristica p e J

possui a propriedade caracteristica q. Portanto, ACJ (p=q)e] Z A (q % p).

(b) Sejam t a propriedade “ser o naipe do baralho que representa os militares” e f
a propriedade “ser naipe do baralho”. Se x é o naipe do baralho que representa
os militares, entao x é um naipe do baralho. Assim, se x possui a propriedade
T, entao x possui a propriedade f. Em outras palavras, r = f. No entanto,
se x é um naipe do baralho, entao x pode nao ser o naipe que representa os
militares (x pode ser copas, paus ou ouros). Logo, existe algum objeto x que
possui a propriedade f e nao possui a propriedade r. Dessa forma, f % r. Se F
é o conjunto dos naipes do baralho e R é o conjuntos dos naipes do baralho que
representam os militares, entao F possui a propriedade caracteristica f e R possui
a propriedade caracteristica r. Portanto, RC F (r = f) e FZ R (f % 7).

(c) Sejam s a propriedade “ser dia da semana” e t a propriedade “ser final de semana”.
Se x é um final de semana, entao x é um dia da semana. Assim, se x possui a
propriedade t, entao x possui a propriedade s. Em outras palavras, t = s. No
entanto, se x é um dia da semana, entao x pode nao ser um final de semana (x
pode ser segunda, terga, quarta, quinta ou sexta). Logo, existe algum objeto x
que possui a propriedade s e nao possui a propriedade t. Dessa forma, s % t. Se S
é o conjunto dos dias da semana e T é o conjunto dos dias do final de semana, entao

S possui a propriedade caracteristica s e T possui a propriedade caracteristica t.
Portanto, TC S (t=5s)eSZ T (s % t).

Quando sao verdadeiras ambas as implicagoes p = q e q = Pp, dizemos que a propriedade
p € equivalente a propriedade ¢, e utilizamos o simbolo & (equivale) para descrever a
equivaléncia entre as propriedades p e q. Nesse caso, escrevemos p & (. Isto significa, que
o conjunto dos elementos que possuem a propriedade p ¢ igual ao conjunto de elementos

que possuem a propriedade . Assim, se A é o conjunto que possui p como propriedade ca-
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racteristica e B é o conjunto que possui q como propriedade caracteristica, entao A = B

significa que p & g ou, equivalentemente,
Vx, x€ A & xeB.
Exemplo 23

(a) Sejam p a propriedade “ser vogal” e q a propriedade “ser vogal da palavra Aurélio”.
Se x é vogal, entao x é vogal da palavra “Aurélio”. Reciprocamente, se x é vogal
da palavra “Aurélio”, entao x é vogal. Assim, x é vogal se, e somente se, é vogal
da palavra “Aurélio”, isto é, toda vogal x é também vogal da palavra “Aurélio”
e vice-versa. Em outras palavras, x possui a propriedade p se, e somente se,
x possui a propriedade . Portanto, p & q. Se A é o conjunto das vogais e
Y é o conjunto das vogais da palavra “Aurélio”, entao A possui a propriedade
caracteristica p e Y possui a propriedade caracteristica q. Donde concluimos que
A=Y (p&=q).

(b) Sejam f a propriedade “ser naipe do baralho” e w a propriedade “ser os naipes
do baralho que sao pretos ou vermelhos”’. Se x é naipe do baralho, entao x
¢ um naipe vermelho ou preto. Reciprocamente, se x ¢ um naipe do baralho
vermelho ou preto, entao x é naipe do baralho. Assim, x é naipe do baralho se,
e somente se, ¢ um naipe vermelho ou preto, isto é, todo naipe x é um naipe
vermelho ou preto e vice-versa. Em outras palavras, x possui a propriedade f se,
e somente se, x possui a propriedade w. Portanto, f & w. Se F é o conjunto
dos naipes do baralho e W é o conjuntos dos naipes do baralho que sao pretos ou
vermelhos, entao F possui a propriedade caracteristica f e W possui a propriedade

caracteristica w. Donde concluimos que F =W (f & w).

Observe que os conjuntos sao, na verdade, sempre definidos por uma propriedade ou
condicao caracteristica. Assim, o raciocinio légico é essencial para manusear propriedades
e condigoes e pode, consequentemente, nos ajudar no manuseio dos conjuntos. Embora a
logica matemaética possa nos ajudar a compreender melhor algumas relagoes e operagoes entre
conjuntos, ela nem sempre é facil de manipular. Portanto, a partir de agora, vamos focar na
linguagem de conjuntos, a qual possui uma algebra bem definida, tornando a manipulagao
desses objetos mateméaticos bem menos custosa. Evidentemente, sem deixar de usar os

cognitivos e operadores logicos quando forem uteis e/ou necessarios.
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1.7.2 Propriedades da relacdo de incluséo

Dados A, B e C conjuntos arbitrarios, valem as seguintes propriedades:

(1) A C A (propriedade reflexiva);
(2) se ACBeBCA, entao A = B (propriedade antissimétrica);

(3) se ACBeBCC,entao A C C (propriedade transitiva).

A propriedade reflexiva ¢ 6bvia. E evidente que todo elemento de A pertence a A e,
portanto, A C A. A propriedade antissimétrica segue da propria definicao de igualdade
entre conjuntos, isto ¢, A = B se, e somente se, A C B (todo elemento de A pertence a B)
e B C A (todo elemento de B pertence a A). A propriedade transitiva também é facil de
ser verificada. Com efeito, se A C B e B C C, entao todo elemento de A pertence a B e
todo elemento de B pertence C. Logo, todo elemento de A ¢ também elemento de C, isto é,
A C C. Podemos representar a propriedade transitiva através de um digrama de Venn-Euler

como na Figura 1.4.

Figura 1.4: A propriedade transitiva da relagao de inclusao representada através do diagrama
de Venn-Euler.

A propriedade transitiva da inclusao é a base do raciocinio dedutivo. Na logica, esse

argumento é conhecido como silogismo.

Exemplo 24

(a) Sejam p a propriedade “ser paulista’, q a propriedade “ser brasileiro” e r a pro-
priedade “ser sul-americano”. Todo paulista é brasileiro, todo brasileiro é sul-
americano, logo todo paulista é sul-americano. Em outras palavras,

(1) se x é paulista, entao x é brasileiro (p = q);
(il) se x é brasileiro, entao x é sul-americano (q = r);

(iii) se x € paulista, entdo x é sul-americano (p = 1).
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Exemplo 24

Portanto, se p = q e @ = 1, entao p = 1. Na linguagem dos conjuntos, sejam
A o conjunto dos paulistas, B o conjunto dos brasileiros e C o conjunto dos sul-
americanos. Temos A C Be B C C, logo A C C.

(b) Sejam p a propriedade “ser humano”, q a propriedade “ser animal” e r a propri-
edade “ser mortal”. Todo ser humano é animal, todo animal é mortal, logo todo

ser humano é mortal. Em outras palavras,

(1) se x é ser humano, entao x é animal (p = q);
(i1) se x é animal, entao x é mortal (q = r);

(iii) se x & humano, entao x é mortal (p = 1).

Portanto, se p = q e q = 1, entao p = 1. Na linguagem dos conjuntos, sejam
A o conjunto dos seres humanos, B o conjunto dos animais e C o conjunto dos
mortais. Temos A C Be B C C, logo A C C.

Eis mais uma propriedade da relacao de inclusao.
Lema 1

Para todo conjunto A é verdade que @ C A.

Demonstracao. Se para qualquer conjunto A admitirmos que & ¢ A, entao existiria
um elemento x em @ tal que x € A. Mas, x € @ € impossivel. Logo, somos levados a

concluir que @ C A.

O
O Lema 1 nos afirma que o conjunto vazio é subconjunto de qualquer outro. Dessa forma,
todas as afirmacoes abaixo sao verdadeiras:
(a) @ C @;
(b) o C{g}
(c) @ e{o}).

Entretanto, ndo é verdade que {@} C @ (por qué?).
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1.7.3 Relacdo de inclusdo e a cardinalidade de conjuntos finitos

Lema 2

Sejam A e B conjuntos finitos quaisquer. Se A C B, entao |A| < |B|.

Demonstracao. Quando A C B existem duas situagoes possiveis:
(i) ACB eB ¢ A (ver Figura 1.1);
(il) ACB eB C A (ver Figura 1.3).

Na situagao (i) todo elemento de A € elemento de B (A C B), mas ezistem elementos
em B que nao sao elementos de A (B ¢ A). Logo, B possui mais elementos do que A,
ou seja, |A] < |BJ.

Na situagio (il) todo elemento de A é elemento de B (A C B) e todo elemento
de B também € elemento de A (B C A). Logo, A e B possuem os mesmos elementos
(A =B). Assim, |A| = |B|.

Portanto, quando A C B somos levados a concluir que |A| < B.

1.8 Exercicios

1. Sejam A o conjunto das vogais e B o conjunto das vogais que podem receber til na

lingua portuguesa.
(a) Descreva os conjuntos A e B em forma de lista.
(b) Escreva com simbolos da teoria dos conjuntos as seguintes sentencas:

(1) a é elemento de A;

(il) 1 nao pertence a B;

A ¢é subconjunto de B;

)
)
(i) B esta contido em A;
(iv)
)

(v) o pertence a B.
(c¢) Classifique as sentencas anteriores em verdadeiras ou falsas.

(d) Faca um diagrama de Venn-Euler que represente a relagao existente entre A e B.

(e) Dé a cardinalidade de A e a cardinalidade de B.
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2. (a) Escreva trés conjuntos X tal que A C X, em que A = {1,2}.
(b) O conjunto X do item (a) pode ser o proprio conjunto A? Por qué?

(b) A cardinalidade de X é sempre maior que a cardinalidade de A? Por qué?

3. Sejam A o conjunto dos estados da regiao Nordeste do Brasil, B o conjunto os estados
da regiao Nordeste que estao no litoral, C o conjunto dos estados da regiao Nordeste
do Brasil que possuem fronteira com estados da regiao Sudeste e D o conjunto dos

estados da regiao Nordeste do Brasil que possuem fronteira com estados da regiao Sul.

(a) Descreva os conjuntos A, B, C e D em forma de lista.

(b) Classifique em verdadeiro ou falso cada uma das seguintes afirmagoes.
i) BZC, (i) DcC; (iii) BCA; (iv) B=C; (v) D Z A.

4. Complete cada expressao a seguir com € ou C no lugar de .

(a) 0___{0,1,2,3,4} (f) a__{a,{a}; (k) {20 {1}, {2}
(b) {a)}_{a,b}; (9) {a}___{a,{a}}; (U {a}___{b,{a}}
(c) @___ {0} (h) o {2,{a}}; (m) o {1,2,3}

(d) 0___@; (1) {o}__{g,{a}}; (m) o___{2,{1,2,3}};
(e) {a)___&; (G) {a,b}___{a,b,c,df; (o) () {0, Al

5. Sejam p a propriedade “ser més”, q a propriedade “ser més do Natal”, r a propriedade

“ser més do verao brasileiro”.

(a) Escreva em forma de lista cada um dos conjuntos que sao definidos pelas propri-

edades p, q e .
(b) Escreva as implicagoes logicas existentes entre p, q e 1.
(c) Escreva as relagoes de inclusao existentes entre os conjuntos definidos no item

(a).

6. Considere os conjuntos representados pelo seguinte diagrama de Venn-Euler. Qual a

relacao de inclusao existente entre A, B e C?
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1.9 Os naturais, os inteiros e seus subconjuntos

Namero é um objeto matematico utilizado para descrever quantidade, ordem ou medida.

Quando utilizamos nimeros para fins de contagem, o resultado é um nimero natural.
Exemplo 25
(a) A quantidade de faces de uma moeda & 2.
(b) A quantidade de faces de um dado ¢é 6.
(c) A quantidade de cartas de um baralho de poker é 52.

(d) A quantidade de casas de uma roleta de casino europeia é 37.

(e) A quantidade de casas de um tabuleiro de xadrez é 64.

O conjunto dos nimeros naturais é o conjunto de todos os ntimeros utilizados para contar.

Denotamos esse conjunto por N e ele pode ser descrito em forma de lista, isto é,
N={0,1,2,3,4,5,6,7,8,2,10,11,12,...}.

Este ¢ um conjunto infinito possuindo, portanto, infinitos elementos. Podemos considerar

os numeros naturais ordenados sobre uma reta, conforme a Figura 1.5.

Figura 1.5: Numeros naturais ordenados sobre uma reta.

Assim, o primeiro elemento desse conjunto é o zero. O sucessor do zero é o 1, o sucessor
do1éo0 2, osucessor do 2 é o 3, e assim por diante. Logo, todo nimero natural x possui um
tnico sucessor, o x + 1. Além disso, existem ntimeros naturais que possuem propriedades
interessantes. Logo, podemos definir subconjuntos de N que possuem tais propriedades como

caracteristica.

Exemplo 26

(a) O conjunto dos nimeros naturais diferentes de zero ¢ um subconjunto de N.
A notagao utilizada para o conjunto dos niimeros naturais diferentes de zero é N*

e podemos descrevé-lo em forma de lista da seguinte forma N* ={1,2,3,4,5,...}.
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Exemplo 26

(b) O conjunto dos niimeros pares ¢ um subconjunto de N. O conjunto dos nu-
meros pares é o conjunto dos nimeros naturais x que possuem a propriedade
ser multiplo natural de 27, isto é, x = 2n, em que n é um nimero natural. Em

forma de lista, escrevemos {0,2,4,6,...}.

(¢) O conjunto dos niimeros impares é um subconjunto de N. O conjunto dos
numeros fmpares é o conjunto dos niimeros naturais x tais que x = 2n + 1, em

que n é um nuamero natural. Em forma de lista, escrevemos {1,3,5,7,...}.

A soma e o produto de dois nimeros naturais é sempre um numero natural. Entretanto,
a subtracao de dois ntimeros naturais nem sempre é um namero natural. Por exemplo, a
subtragao 1 — 2 nao é possivel em N. Assim, surge a necessidade de ampliar o conjunto dos
numeros naturais a partir da introdugao dos ntimeros negativos. Os ntmeros negativos sao
muito utilizados em finangas, por exemplo, para falar do prejuizo de algum investimento.

O conjunto formado pela reuniao dos ntimeros naturais com os numeros negativos é
denominado conjunto dos ntmeros inteiros e é denotado por Z, que é a inicial da
palavra alema Zahl, a qual significa “ntmero”. Este conjunto pode ser descrito em forma de
lista, ou seja,

Z={..,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Assim como N, o conjunto dos ntimeros inteiros ¢ um conjunto infinito e pode ser ordenado

sobre uma reta como na Figura 1.6.

Figura 1.6: Nuimeros inteiros ordenados sobre uma reta.

Note que ha uma simetria dos niimeros com relagao ao zero, ou seja, existem nimeros
que s@o opostos. Neste sentido, o —1 é o oposto de 1 (e também o 1 é o oposto de —1), o
—2 & 0 oposto de 2 (e também o 2 é o oposto de —2), e assim por diante. Logo, um nimero
inteiro x possui um tnico oposto, o —x. E importante observar que a soma de nameros
opostos é sempre 0. Além disso, existem alguns subconjuntos importantes do conjunto dos

numeros inteiros, os quais listamos no Exemplo 27.
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Exemplo 27

(a) O conjunto dos niimeros inteiros diferentes de zero ¢ um subconjunto de Z.
A notacao utilizada para o conjunto dos nimeros inteiros diferentes de zero é Z*
e podemos descrevé-lo em forma de lista da seguinte forma

75 ={...,—3,—2,—1,1,2,3,...}.

(b) O conjunto dos nimeros inteiros positivos é um subconjunto de Z. A notagao
utilizada para o conjunto dos niimeros inteiros positivos ¢ Z, e podemos descrevé-

lo em forma de lista da seguinte forma Z, = {1,2,3,...}. Note que Z, = N*.

(c) O conjunto dos nimeros inteiros negativos ¢ um subconjunto de Z. A notacao
utilizada para o conjunto dos niimeros inteiros negativos ¢ Z_ e podemos descreveé-

lo em forma de lista da seguinte forma Z_ ={...,—3,—2,—1}.

(d) O conjunto dos multiplos de 3 é um subconjunto de Z. O conjunto dos miltiplos
de 3 é o conjunto dos niimeros inteiros x tais que x = 3n, em que N é um nimero

inteiro. Em forma de lista, escrevemos {...,—6,—3,0,3,6,...}.

(e) Em geral, dado um ntmero inteiro a qualquer. O conjunto dos multiplos de a é
um subconjunto de Z. O conjunto dos multiplos de a é o conjunto dos ntmeros
inteiros x tais que x = an, em que n é um numero inteiro. Em forma de lista,

escrevemos {...,—3a,—2a,—a,0, a,2a,3a,...}.

(f) O conjunto dos divisores de 4 é um subconjunto de Z. O conjunto dos divisores
de 4 é o conjunto dos niimeros inteiros x para os quais existe n € Z que satisfazem

4 = xn. Em forma de lista, escrevemos {—4,—2,—1,1,2 4}.

Observacgao 2

Um ntimero inteiro m qualquer é divisor de um ntmero inteiro n se, e somente se,

existe um ndimero inteiro q € Z tal que n = mq. Equivalentemente, podemos escrever
m ¢ divisor de n & 3q € Z tal que n = mgq.

O sfmbolo 3 é denominado quantificador existencial e significa existe, existe pelo

menos um, existe um.
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Figura 1.7: Representacao da relacao de inclusao entre N e Z através do diagrama de Venn-
Euler.

1.10 Conjunto universo

Quando vamos desenvolver uma teoria matematica, admitimos a existéncia de um con-
junto U que representa o universo do discurso. Este é um conjunto de referéncia que descreve
o assunto em pauta. Em outras palavras, fixado um conjunto U todos elementos a serem
considerados pertencem a U e todos os conjuntos a serem tratados sao subconjuntos de

U. Esse conjunto U é denominado conjunto universo.

Exemplo 28

(a) No censo brasileiro, o conjunto universo U é o conjunto de todas as brasileiras e

brasileiros.

(b) Em um experimento em que joga-se um moeda e verifica-se a face voltada pra
cima, o conjunto universo U é o conjunto de todos os possiveis resultados, isto é,

U = {cara, coroa}.

(¢) Em um experimento em que joga-se um dado e verifica-se a face voltada pra

cima, o conjunto universo U é o conjunto de todos os possiveis resultados, isto é,

u={1,2,3,4,5,6}.
(d) Na Geometria Plana, o conjunto universo U é o plano.

(e) Na aritmética dos inteiros, o conjunto universo U é Z.

A necessidade da fixacdo de um conjunto universo é muito importante na solucao de

equacoes.
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Exemplo 29

(a) Resolva a equacao x +5 = 2, sabendo que o conjunto universo é U = Z. Neste
caso, queremos encontrar o elemento x € Z tal que x +5 = 2. Assim, a solugao
da equagao é x = —3, pois —3 +5 = 2. Logo, o conjunto solugao é o conjunto
unitario S = {—3}.

(b) Resolva a equacao x +5 = 2, sabendo que o conjunto universo é U = N. Neste
caso, queremos encontrar o elemento x € N tal que x +5 = 2. A equagao nao
possui solugao, pois nao existe nenhum ntmero natural que satisfaca x +5 = 2.

Logo, o conjunto solugao é o conjunto vazio S = &.

Note que resolver uma equacao no universo U é encontrar o elemento de U que satisfaca
a condicao definida pela igualdade entre duas expressoes algébricas. Portanto, é um fator
determinante a especificagao do conjunto universo na solucao de equagoes.

Como vimos, podemos descrever conjuntos e a relagao entre conjuntos através de diagra-
mas de Venn-Euler. Quando temos um conjunto universo como referéncia, todos os outros
conjuntos sao representados dentro de uma regiao plana retangular. Assim, no caso do con-
junto solucao do item (a) do Exemplo 1.10 a representacao pelo diagrama de Venn-Euler é

dado como na Figura 1.8.

U=1Z

Figura 1.8: Representacao, através do diagrama de Venn-Euler, do conjunto solugao S da
equagao x +5 = 2 quando o conjunto universo é U = Z.

Observacao 3

O conjunto vazio nao possui uma representagao pelo diagrama de Venn-Euler. Assim,
o conjunto solugao S da equacao x +5 = 2 quando o conjunto universo ¢ U = N nao

pode ser representado, pois, neste caso, S = .
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1.11 Descricdo de conjuntos pelo método da compreensio

A terceira e ultima forma de descrever um conjunto é fixando um conjunto universo
e especificando uma propriedade ou condigao caracteristica. Assim, em geral, podemos

descrever um conjunto A qualquer da seguinte forma
A ={x € U: x satisfaz (possui) a condi¢ao (propriedade) p},

em que U é o conjunto universo e p é a propriedade ou a condicao que caracteriza os
elementos do conjunto que esta sendo descrito. Os dois pontos : é lido como tal que ou tais
que. E importante observar que algumas autoras e alguns autores preferem o simbolo | ao

invés de dois pontos.

Exemplo 30

(a) Sejam o conjunto universo U o conjunto das cores e p a propriedade “ser cor

primaria”. O conjunto A definido por meio da propriedade caracteristica p é
A ={x € U:x é cor priméaria}.

Note que A = {vermelho, amarelo, azul}.

(b) Sejam o conjunto universo U o conjunto dos estados brasileiros e q a proprie-
dade “ser da regiao Sudeste”. O conjunto B definido por meio da propriedade
caracteristica q é

B ={x € U:x ¢é da regiao Sudeste}.

Note que B ={ES, MG, RJ, SP}.

(c) Sejam o conjunto universo U = N e r a propriedade “ser par”. O conjunto C

definido por meio da propriedade caracteristica r é
C={xeN:xépar}

Note que C ={0,2,4,6,...}.

(d) Sejam o conjunto universo U = Z e s a propriedade “ser positivo”. O conjunto D

definido por meio da propriedade caracteristica s é
D={xeZ:x>0}

Note que D = 7.
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Exemplo 30

(e) Sejam o conjunto universo U = Z e t a condi¢ao x+5 = 2. O conjunto E definido

por meio da condicao t é
E={xeZ:x+5=2}

Note que E = {—3}, pois x = —3 ¢é a unica solucao que satisfaz a condicao t.

(f) Sejam o conjunto universo U = N e t a condi¢ao x+5 = 2. O conjunto F definido

por meio da condicao t é
F={xeN:x+5=2}

Note que F = &, pois nao existe x € N que satisfaca a condicao t.

Os conjuntos E e F definidos, respectivamente, nos itens (e) e (f) do Exemplo 30 sao
caracterizados pela mesma condi¢do (x +5 = 2), porém E # F. Isso apenas ilustra a
importancia da defini¢ao do conjunto universo.

O método da compreensao é, portanto, definido em duas partes: a primeira é identificar
o conjunto universo (antes do “:”) e a segunda é selecionar os elementos mediante uma

propriedade ou condigao caracteristicas (depois dos “:").
Exemplo 31
Sejam o conjunto universo U =7 e p, q e v condi¢des sobre um ntmero x tais que

p ¢ a condicao x> —x —2 =0,
q é a condicao (x —2)(x+1) =0,

T é a condi¢ao x =2 ou x = —1.

Note que a resolucao de uma equacgao ¢é um caso tipico em que se tem uma sequéncia

de implicacgoes logicas. Assim,

X! —x—2=0=(x—2)(x+1)=0
=x=2o0oux=—1.

Em outras palavras, p = q = 1. Agora, considere A, B e C conjuntos definidos pelas
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condigoes p, q e 1. Pelo método da compreensao, podemos escrever

A={xeZ:x*—x—2=0},
B={xe€Z:(x—2)(x+1) =0}
C={xe€eZ:x=2oux=-—1}

Note que A = B = C. Dessa forma, devemos ter também r = q = p. De fato,

x=2oux=—1=(x—-2)(x+1)=0
=xt—x—2=0.

Portanto,

X} —x—2=0&(x—2)(x+1)=0
Sx=2oux=-—1I.

Observagao 4

E importante sempre deixar claro a sequéncia de implicacoes logicas que sao dedu-

zidas a partir da resolugao de uma equagao.

1.12 Os racionais, os reais e seus subconjuntos

A soma, o produto e a subtracao de dois ntmeros inteiros é sempre um numero in-

teiro. Entretanto, a divisao de dois niimeros inteiros nem sempre é um ntimero inteiro. Por

exemplo, —3/2 nao é possivel em Z. Assim, surge a necessidade de ampliar o conjunto

dos nimeros inteiros a partir da introducao das fra¢coes nao-aparentes, isto é, aquelas cuja

divisao nao é numero inteiro. O surgimento das fracoes nao-aparentes esta associado aos

resultados de medigoes.

O conjunto formado pela reuniao dos ntimeros inteiros com as fragoes nao aparentes é

denominado conjunto dos niimeros racionais e é denotado por @, que vem da palavra

. , . . a
quociente. Todo nimero racional pode ser escrito na forma —, com a € Z, b € Z e b # 0.
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Exemplo 32

S4o nameros racionais:

(a) —2,pois—2:%2:%4:%6:““
(b) O,poisozgzg:g:

(c) 1,pois1:%:§:§:
@-—>==

O conjunto dos ntimeros racionais pode ser escrito da seguinte forma
a *
@:{X:X:E’ coma€eZebelZ }

Observe que a condicao b # 0 é necessaria, pois a divisao de a por b s6 tem sentido se

b £ 0.

- . . ~ . , . a
E interessante considerar a representagao decimal de um ntimero racional b’ que se
obtém divindindo-se a por b.

Exemplo 33

Sao numeros racionais na forma decimal;

(a) %:O,S

(b) ;:%20,333....

(c) —22—1,25

(d) —%2—0,1787878....

Os numeros racionais podem ser decimais exatas ou finitas (itens (a) e (¢) do Exemplo
32, ou decimais periodicas ou infinitas (itens (b) e (d) do Exemplo 33. Toda decimal
exata ou periddica pode ser representada na forma de um nimero racional b

O conjunto dos numeros racionais ¢ um conjunto infinito e pode ser ordenado sobre

uma reta como na Figura 1.9.
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Figura 1.9: Numeros racionais ordenados sobre uma reta.

Observe que entre dois niimeros inteiros nem sempre existe outro nimero inteiro, mas
entre dois racionais sempre existe outro racional. Entretanto, os niimeros racionais nao sao
suficientes para executar todo tipo de medi¢ao. Considere o problema simples de encontrar

a distancia entre os pontos B e C do quadrado ABCD de lado 1 (ver Figura 1.10).

Figura 1.10: Quadrado de lado 1.

Pelo teorema de Pitagoras temos que a distancia entre A e B é /12 + 12 = V2, cuja

representacao decimal é 1,4142135.... Logo, existem decimais infinitos nao-periédicas,
. . . . . . ~ . a

as quais denominamos niimeros irracionais, que nao podem ser escritos na forma b O

conjunto dos ntmeros irracionais é um conjunto infinito e é denotado por Ir.

Exemplo 34

S30 nameros irracionais:
(a) V3 =1,7320508....
(b) m=23,1415926535....

(c) e=2,7182818284¢6...
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Da reuniao do conjunto dos niimeros racionais com o conjunto dos nimeros irracionais
obtemos o conjunto dos ntimeros reais, o qual denotamos por R, que vem da palavra
real. Assim,

R = {x : x é racional ou x ¢ irracional}.

Portanto, os nlimeros naturais, os niimeros inteiros, os niimeros racionais e os niimeros irraci-
onais sao todos nimeros reais. Podemos representar a relagao entre os conjuntos numéricos
estudados até aqui (N, Z, Q, Ir e R) através de um diagrama de Euler-Venn, conforme

mostramos na Figura 1.11.

Figura 1.11: Representacao da relagao de inclusao entre os conjuntos numéricos (N C Z C
Q C R) através do diagrama de Venn-Euler.

Com os nimeros reais podemos medir qualquer segmento de reta, logo podemos esta-
belecer uma correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta e os niimeros reais, ou seja,
cada ponto da reta representa um tinico nimero real e cada nimero real representa um tnico

ponto da reta. A essa reta nos referimos como reta real.

A

-04

<—H—!—I—'—H—}—I—I—i—i—lﬂ—k—l—*—l—>
-51—4—3 -21-1 © 112 3 415

—-47777... J2 4,7777...

.8

-1,666...

Figura 1.12: Reta real.
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Na reta real os numeros estao ordenados. Assim, dados dois ntimeros reais quaisquer

a e b, ocorre uma e somente uma das seguintes possibilidades:
(a) a < b (o nimero real a é menor do que o niumero real b);
(b) a =1 (o namero real a é igual ao ntumero real b);

(c) a > b (o nimero real a é maior do que o ntmero real b).

Geometricamente, a < b significa que, na reta real, a esta situado a esquerda de b; enquanto

a > b significa que a esta situado & direita de b.

r 3

~

Figura 1.13: Relagao de ordem entre ntimeros reais do ponto de vista geométrico.

Dados dois ntimeros reais quaisquer a e b é comum escrevermos a < b para indicar que

a ¢ menor ou igual a b e a > b para indicar que a ¢ maior ou igual a b. Por exemplo,

sao verdadeiras as afirmacoes 1 <2 e —1 > —2.
Os subconjuntos de R, determinados por desigualdades, tém grande importancia em

Matemética e sao chamados de intervalos.
Exemplo 35

Dados dois ntimeros reais quaisquer a e b com a < b, sao subconjuntos de R deter-

minados por desigualdades:

(a) os invervalos abertos, que é o conjunto dos ntimeros reais maiores do que a e

menores do que b, isto é,

la,b[={x e R:a < x < b}.

v

A

O )
\ 9
b
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(b) os invervalos fechados, que é o conjunto dos niimeros reais maiores do ou iguais

a a e menores ou iguais a b, isto é,

[a,b] ={x e R:a < x < b}.

« e >
« >

(c) os invervalos semi-abertos a direita, que ¢ o conjunto dos nimeros reais

maiores do que ou iguais a a e menores que b, isto é,

[a,b[={x e R:a <x < b}.

r s
>~ O
v

(d) os invervalos semi-abertos & esquerda, que é o conjunto dos nimeros reais

maiores do que a e menores do que ou iguais a b, isto é,

la,b] ={x € R:a < x < b}.

r 3
v

O @
b

(e) o conjunto dos ntimeros reais maiores que a, isto &,

la,+oo[={x e R:x > a}.

A
v

0

(f) o conjunto dos nimeros reais maiores do que ou iguais a a, isto é,

[a,+oo[={x € R:x > a}.
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r 3
v

(g) o conjunto dos nimeros reais menores do que b, isto é,

] — oo, b[={x € R:x < b}.

»
v

O
b

(h) o conjunto dos nimeros reais menores do que ou iguais a b, isto é,

]—oo,b] ={x € R:x < b}.

r Y
v

(i) o conjunto dos numeros reais

] — oo, +oo[=R.

A
v

Observacao 5

(a) A bolinha vazia o é para indicar que o extremo associado nao pertence ao intervalo,

enquanto a bolinha cheia e indica que o extremo associado pertence ao intervalo.

(b) —oo e 400 nao sao numeros reais, apenas fazem parte da notacao de intervalos

ilimitados.

(c) Algumas autoras e alguns autores preferem usar parénteses ao invés dos colchetes
para denotar os conjuntos abertos. Todavia, reservamos, nestas notas, os parén-

teses para denotar pares ordenados.

(d) Se a =), entao [a,b] = [b,b] ={b} é chamado de intervalo degenerado.
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Observacgao 5

(e) Se a =D, entao [a,b[=]a,b] =]a,b[= 2.

(f) Todo intervalo ndao-vazio e nao-degenerado contém niimeros racionais e nimeros

irracionais.

(g) O conjunto dos ntimeros reais € um conjunto infinito.

Exemplo 36

Outros importantes subconjuntos de R sao:

(a) o conjunto dos niimeros reais diferentes de zero, denotado por R*,

R* ={x € R:x # 0}.

(b) o conjunto dos niimero reais positivos, denotado por R, ,

R, ={xeR:x>0hL

(c) o conjunto dos nimero reais negativos, denotado por R_,

R ={xeR:x<0}

1.13 Exercicios

1. Considere um experimento em que retiramos uma bola de uma urna com 5 bolas
rotuladas, respectivamente, com a, b, ¢, d e e. Qual é o conjunto universo? Descreva-

0.

2. Considere as seguintes (aparentes) equivaléncias logicas:
x=1&x"—2x+1=0

Ex?—21+1=0

SxP—-1=0
& x =41,

Conclusao x =1 & x = £1. Onde esta o erro?
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3. Resolva a seguinte equacao real utilizando corretamente as relacoes logicas.
X' =2+ 1=0.

Escreva em forma de lista o conjunto solugao. Obtenha a cardinalidade desse conjunto.

4. Qual deve ser o conjunto universo U para que a equacao x>*—1 = 0 tenha como solucao

x=1oux=-17
5. Descreva em forma de lista os seguintes conjuntos:
A={xeN:x*=4},
B={xeZ:x*—1=28},

C ={x € Z : x é multiplo de 5},
D ={x € Z: x é divisor de 10}.

6. Descreva cada um dos conjuntos abaixo pelo método da compreensao.

(a) conjunto dos naturais maiores do que 3;

(b) conjunto dos inteiros maiores do que —2 e menores do que ou iguais a 1;
(c) conjunto dos racionais positivos;

(d) ]

7. Diga quais dos conjuntos abaixo sao vazios e quais sao unitérios.

a

b

(a) A={xeR:x<Tex>1}
(b) B={xcR:0xx =2}
(c) C={xe€Z:2x+1=7}
(d) D={xeN:x*-1=0}.
(e) E={x€Z:x*=3}.

9 6
(f) F:{XER:X<ZGX>5}.

(g) G={xeR:x*+1=0}.

2
(h) H:{er_:1<X£H <5}.

i) I={xeN:x*=-27}.
G) J={xez:2x=1}.
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8. Diga qual das afirmacoes abaixo sao verdadeiras e quais sao falsas.

Todo niimero natural tem um tnico sucessor.

Numeros naturais diferentes podem ter sucessores iguais.

Existem um niimero natural que nao é sucessor de nenhum outro.

Todo ntimero natural possui antecessor em N.

Entre um ntmero natural e seu sucessor existe sempre um niimero natural.

A diferenca entre dois niimeros naturais é sempre um nimero natural.

O produto de dois nimeros naturais ¢ sempre um ntmero natural.

A razao entre dois niimeros naturais é sempre um nimero natural.

Existe um nimero natural que é maior do que todos os outros niimeros naturais.
Existe um niimero natural que é menor do que todos os outros niimeros naturais.
Todo niimero inteiro tem um tnico sucessor.

Todo niimero inteiro tem um tnico antecessor.

Entre dois niimeros inteiros h& sempre um ntmero inteiro.

A soma de dois niimeros inteiros é sempre um nimero inteiro.

A diferenca de dois niimeros inteiros é sempre um namero inteiro.

O produto de dois inteiros é sempre um namero inteiro.

O quociente de dois ntimeros inteiros é sempre um niimero inteiro.

O oposto do ntmero 5 é o -5.

O conjunto dos nimeros naturais é infinito.

O conjunto dos ntimeros inteiros ¢ finito.

—~  —~ —~ —~ —~  —~ —~ —~ —~ —~ —~ —~ —~ —~ —~ o~ o~~~
NN N N N N N N N N N N Nt

O conjuntos dos ntimeros naturais é um subconjuntos do conjunto dos niimeros

inteiros.

V é o quantificador universal.

3 é o quantificador existencial.

Intervalos reais podem ser descritos em forma de lista.

Entre dois niimeros racionais sempre existe um nimero racional.
O sucessor de um namero real estd bem definido.

O intervalo aberto de extremos —2e 1 é]—2,1[.

O intervalo semi-aberto a esquerda de extremos 3 e 8 ¢ ]3, 8].

)
)
)
)
)
)
)
)

O intervalo dos nimeros reais que sao maiores ou igual a 2 é |2, +o0l.
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() O subconjunto dos reais formado pelos niumeros que sdo menores ou iguais a 1/2
é]—o00,1/2].

() Todo intervalo ndo-degenerado e ndo-vazio possui infinitos elementos.

() Intervalos degenerados sao unitarios.

() P(a)={a}

9. Sejam os conjuntos

A={xeR:—-1<x<2};
B={yeZ:-2<y<2};
C={zeR:z<2}.

Apresente a representacao dos conjuntos através de retas reais e descreva-os em forma

de intervalos.

1.14 Complementar de um conjunto

Definicao 5: Complementar de um conjunto

Fixado o conjunto universo U e dado um subconjunto A qualquer desse universo,
denominamos complementar de A em relagao ao universo U o conjunto A€ formado

pelos objetos de U que nao pertencem a A. Em outras palavras,

Ac={xel:x&A}.

Exemplo 37

(a) Considere o experimento em que jogamos um dado e verificamos a face voltada
para cima. Neste caso, o conjunto universo ¢ U = {1,2,3,4,5,6}. Se A é o
conjunto das faces pares, entdo A ={2,4, 6}. Portanto, o complementar de A é o
conjunto A¢ ={1,3,5}.

(b) Considere um experimento em que contamos o tempo de vida, em anos, de um
universo. Neste caso, o conjunto universo ¢ U = N. Seja B = {2,4,6} um
subconjunto desse universo. Neste caso, o complementar de B é o conjunto
B¢ ={1,3,5,7,8,9,10,11,...}
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Exemplo 37

(c) Considere um experimento cujo conjunto universo ¢ U = R e seja C ={x € R :
x > 0} um subconjunto desse universo. Neste caso, C* ={x € R:x < 0}. E
importante observar que, em forma de intervalos, podemos escrever C =]0, +ool

e C¢ =] — 00,0].

(d) Considere um experimento cujo universo ¢ U = [—2,2] e seja D = {x € [-2,2] :
x > 0} um subconjunto desse universo. Neste caso, D¢ = {x € [—2,2] : x < 0}.
E importante observar que, em forma de intervalos, podemos escrever D =0, 2] e
D¢ =[-2,0].

Note que a ideia de complementar de um conjunto s6 tem sentido quando fixamos um
conjunto universo U. Por exemplo, os conjuntos A e B definidos no Exemplo 1.14 sao os
mesmos, porém seus complementares sao diferentes. A razao estd no fato de A ser subcon-
junto do universo {1,2,3,4,5, 6}, enquanto B esté definido no universo N. Os naturais é um
universo com mais elementos que {1, 2,3,4,5,6}, logo existem mais elementos no universo
N que nao pertencem a {2,4, 6} do que no universo {1,2,3,4,5, 6}. Justificando, portanto, a
possibilidade de conjuntos iguais apresentarem conjuntos complementares diferentes.

Podemos representar o complementar de um conjunto em relagao a um dado universo
U através de um diagrama de Venn-Euler, como na Figura 1.8. Vamos representar os
conjuntos dentro de uma regiao plana retangular (o universo) e seus complementares serao
representadas por linhas paralelas. Assim, no caso do conjunto A definido no item (a) do

Exemplo 1.14 a representacao pelo diagrama de Venn-Euler é dado como na Figura 1.14.

Figura 1.14: Representacao do complementar de um conjunto através de um digrama de
Venn-Euler.

Quando o conjunto universo é os reais e os subconjuntos em questao sao os intervalos,
podemos representar os intervalos complementares através da reta real. Assim, no caso do
conjunto D definido no item (d) do Exemplo 1.14 a representacao pela reta real é dada como

na Figura 1.15.
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D < ® O ® >
0

g
N

D¢ « o
-2

)
v

Figura 1.15: Representagao do complementar do intervalo real ]0,2] através de uma reta
real.

Lema 3

Dados A e B subconjuntos arbitrarios do mesmo conjunto universo U, valem as

seguintes propriedades:

(1) O complementar do complementar de um conjunto A é o proprio conjunto A, isto
é, (A°)C =A.

(2) Se A C B, entao B¢ C A°.

(3) U =a.
(4) o¢ =U.
Demonstragao.

(1) Por definicao, sabemos que
A={xelU:x¢gA}
Logo,

(A ={xeU:xgA‘}
={xelU:xeA}
=A.

Concluimos, entao, que (A°)¢ = A.

(2) Se A C B, entao todo elemento de A pertence a B. Em outras palavras,

vVxel, xe&A=xecbB.
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Desta forma, se existe algum elemento do universo U que nao pertence a B, entdo

tal elemento nao pode pertencer a A (ver Figura 1.16). Logo,
Vxel, x¢B=x¢A.

Entretanto, dizer x € A € a mesma coisa que dizer x € A°. Analogamente, a
afirmagao x € B € equivalente a afirmacgao x € BC. Assim, podemos reescrever a

afirmacgao da sequinte maneira
Vxel, xeB =xeAS

o que quer dizer que todo elemento de B¢ é também elemento de AC e, portanto,
B¢ C A°. Portanto, se A C B, entao B¢ C A°.

(3) De fato,
U={xelu:xgU}=2.

(4) Jd sabemos que a propriedade (1) € verdadeira. Assim,
(uc)c = .

Todavia, vimos na propriedade (3) que U = @&. Substituindo na igualdade, seque
que
o =U.

Observe que se A e B sao subconjuntos quaisquer de um conjunto universo U com
cardinalidade finita, entao |A¢| = |U| — |A].
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Figura 1.16: Representagao da afirmagao “x ¢ B = x ¢ A” através do diagrama de Venn-
Euler.

Exemplo 38

Seja U ={1,2,3,4,5} o conjunto universo e A = {1, 2} um subconjunto de U. Neste
caso, A¢ ={3,4,5}. Logo,

o (Ul =5;
o |Al=2;
o |A°]=3;

o A°|=Ul—|A|=5—-2=3.

1.15 Operagdes com conjuntos

A adocao da linguagem e da notacao de conjuntos em Matematica aconteceu a partir da
terceira ou quarta década do século XX. O seu sucesso deve-se a existéncia de uma algebra
que torna esses objetos matematicos mais trataveis. As operacoes algébricas que considera-
mos nestas notas sao a uniao, a interseccao e a diferenca. Ao final deste capitulo, tratamos
ainda da uniao e intersec¢ao de uma sequéncia finita de conjuntos, o que chamaremos de

familia finita de conjuntos.
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1.15.1 Unido

Dados A e B conjuntos quaisquer de um universo U, a uniao de A com B ¢é o conjunto

formado por todos os elementos que pertencem a A ou a B. Designamos a uniao de A

com B por A UB. Assim, podemos escrever,

AUB={xeU:x €A ouxecB}.

Exemplo 39

Considere os conjuntos A ={2,4,6}, B ={1,3,5} ¢ C ={0}. Nesse caso,
(a) AUB ={1,2,3,4,5,6};

(b) AuC ={0,2,4,6};

(c) BUC={0,1,3,5}

(d) AUBUC ={0,1,2,3,4,5,6

(@) ©

) (@

Figura 1.17: Representagao da operacao de uniao entre dois conjuntos através do diagrama
de Venn-Euler.
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Podemos representar a uniao de conjuntos através do diagrama de Venn-Euler. Na
Figura 1.17, apresentamos tal representagao considerando dois conjuntos A e B diferentes e

as quatro relagoes possiveis que podem existir entre eles:

(a) ACBeB ¢ A;
(b) AZBeBCA;
(c) AZBeB ¢ A (com elementos em comum);

(d) AZBeB ¢ A (sem elementos em comum).

Exemplo 40

(a) Se A é o conjunto dos numeros miltiplos positivos de 4 e B é o conjunto dos
nameros pares, entao A C B e B ¢ A. Portanto, AUB = B (ver diagrama (a) da
Figura 1.17).

(b) Se A é o conjunto dos niimero reais maiores ou iguais a 5 e B é o conjunto dos
numeros reais maiores que 5, entao A ¢ A e B C A. Portanto, AUB = A
(ver diagrama (b) da Figura 1.17). E importante observar que, pelo método da

compreensao e na forma de intervalos,podemos escrever,
e A={x€eR:x>5}=[5+o00],
e B={xeR:x>5}=]5+ool.

(c) Se A é o conjunto dos nimeros primos ¢ B é o conjunto dos nimeros impares,
entdo A ¢ B e B ¢ A. Portanto, AUB ={2}UB ={2,3,5,7,9,11,13,...}. (ver
diagrama (c) da Figura 1.17).

(d) Se A ¢é o conjunto dos niimeros naturais x que satisfazem a equacao x+1=5¢ B

. p . . . X -
é o conjunto dos nimeros naturais x que satisfazem a equacao = —4 = 0, entao

2
A ¢Z BeB g A. De fato,

x+1=5b&x=4

;-420(:)x:8.

Logo, pelo método da compreensao, podemos escrever
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e A={xeN:x+1=5}={xeN:x=4}={4},
X
. B_{XGN.Z—4}_{XEN.X_S}_{S}.
Portanto, A U B = {4, 8} (ver diagrama (d) da Figura 1.17).

Exemplo 41

Se X é um conjunto tal que {a,b,c,d}UX ={a,b,c,d,e}e{c,d}UX ={a,b,c,d,e},

entao X ={a, b, e}. Este é o tnico conjunto X que satisfaz as condigoes supracitadas?

Exemplo 42

Podemos representar a operacao de uniao também através de retas reais.

(a) Se A é o conjunto dos niimeros reais maiores que 1 e B é o conjunto dos niimeros
reais positivos, entao A ={x € R:x > 1} =]1,+o00o[, B={x € R: x > 0} =]0, +ool
e, portanto, A UB =]0, +o0o[= B. Observe que, neste caso, temos A C Be B ¢ A.

Podemos representar essa operacao a partir de retas reais:

A « O >
1
B < O >
0
AUB < O >
0

(b) Se A =1[1,4] e B = [2,3], entao A UB = [1,4] = A. Observe que, neste caso,

temos A ¢ B e B C A. Podemos representar essa operacao a partir de retas reais:

A = ] @ »
1 4
B = L ] @ »
2 3
AUB = L g ® >
1 4
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(c) SeA={xeR:2<x<4}eB={xeR:1<x<3}, entao A = [2,4[, B =]1,3]
e AUB =]1,4[. Observe que, neste caso, temos A ¢ B e B ¢ A. Podemos

representar essa operacgao a partir de retas reais:

A = y O >
2 4
B < O y 3 »
1 3
AUB ¢ O O >
1 4

(d) Se A é o conjunto dos numeros reais x que satisfazem a inequacao x +1 > 0 e
B é o conjunto ntimeros reais x que satisfazem a inequacao x +1 < —1, entao
A=xeR:x+1>0eB={xeR:x+1< -1} De fato,

x+1>0=x>-1

x+1<-1=x<-2

Logo,

e A=xeR:x+1>0={xeR:x>—-1}=[-1,400],
e B={xeR:x+1<-1}={xeR:x<-2}=] —o00,—2].

Portanto, A UB =] — 0o, —2] U [-1, 4+00l[.

A « L >
-1
B - >
-2
AUB « @ @ »
2 -1
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1.15.2 Interseccdo

Dados A e B conjuntos quaisquer de um universo U, a intersecgao de A com B é
o conjunto formado por todos os elementos que pertencem a A e a B. Designamos a

intersec¢cao de A com B por A N B. Assim, podemos escrever,

ANB={xeU:xe€ A exe B}.

Exemplo 43

Considere os conjuntos A ={0,2,4,6}, B ={0,1,2,3,4} e C ={3,6}. Neste caso,
(a) ANB ={0,2,4};

(b) AnC={e}

(c) BNC={3k

(d) ANBNC = 2.

(@) ©

b) @

Figura 1.18: Representacao da operacao de interseccao entre dois conjuntos através do
diagrama de Venn-Euler.
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Podemos representar a intersecao de conjuntos através do diagrama de Venn-Euler. Na
Figura 1.18, apresentamos tal representagao considerando dois conjuntos A e B diferentes e

as quatro relagoes possiveis que podem existir entre eles:

(a) ACBeB ¢ A;
(b) AZBeBCA;
(c) AZBeB ¢ A (com elementos em comum);

(d) AZBeB ¢ A (sem elementos em comum).

Exemplo 44

(a) Se A é o conjunto dos ntimeros miltiplos positivos de 4 e B é o conjunto dos
nameros pares, entdo A C B e B ¢ A. Portanto, ANB = A (ver diagrama (a)
da Figura 1.18).

(b) Se A é o conjunto dos niimero reais maiores ou iguais a 5 e B é o conjunto dos
ndmeros reais maiores que 5, entdo A ¢ A e B C A. Portanto, ANB = B (ver
diagrama (b) da Figura 1.18). Lembrando que, pelo método da compreensao e

na forma de intervalos, podemos escrever,
e A={x€eR:x>5}=[5+o00],
e B={xeR:x>5}=]5 +ool.
(c) Se A é o conjunto dos nimeros primos e B é o conjunto dos nimeros impares,

entao A Z B e B ¢ A. Portanto, AN B é conjunto dos ntimeros primos fmpares

(ver diagrama (c) da Figura 1.18).

(d) Se A ¢é o conjunto dos niimeros naturais x que satisfazem a equacao x+1=5¢ B

é o conjunto dos nimeros naturais x que satisfazem a equacao ; —4 =0, entao
A ZBeB¢ZA. Javimos que
e A={xeN:x+1=5}={xeN:x=4}={4},

° B:{XGNZ§—4}:{XGNZXZS}:{S}.

Portanto, AN B = @ (ver diagrama (d) da Figura 1.18).
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Se X é um conjunto tal que {a, b, c, d}NX ={a, b}e{c, d}NX = {c}, entdo X ={a, b, c}.

Este é o tinico conjunto X que satisfaz as condig¢oes supracitadas?

Exemplo 46

Podemos representar a operacao de interseccao também através de retas reais.

(a) Se A é o conjunto dos niimeros reais maiores que 1 e B é o conjunto dos niimeros
reais positivos, entao A ={x € R:x > 1} =]1,+oo[, B ={x € R: x > 0} =]0, +00]
e, portanto, ANB =]1,+o0o[= A. Observe que, neste caso, temos A C Be B ¢ A.

Podemos representar essa operacao a partir de retas reais:

A < O >
1
B « O >
0
ANB « Q. »

(b) Se A = [1,4] e B = [2,3], entao AN B = [2,3] = B. Observe que, neste caso,

temos A ¢ B e B C A. Podemos representar essa operagao a partir de retas reais:

A = ® o >
1 4
B = ® ® »
2 3
ANB = L L2 »
2 3

(c) SeA={xeR:2<x<4leB={xeR:1<x <3}, entao A = [2,4], B =]1,3]
e ANB = [2,3]. Observe que, neste caso, temos A ¢ B e B ¢ A. Podemos

representar essa operacgao a partir de retas reais:
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A = o O »>
2 4
B = O @ >
1 3
ANB ¢ ® @ >
2 3

(d) Se A é o conjunto dos nuimeros reais x que satisfazem a inequacao x +1 > 0
e B é o conjunto nimeros reais x que satisfazem a inequacao x + 1 < 1, entao
A={xeR:x+1>0eB={xeR:x+1<-1}. J4 vimos que

e A={xeR:x+1>0={xeR:x>—-1}=[-1,+00],
e B=(xeR:x+1<-1}={xeR:x<-2}=] —00,—2].

Portanto, ANB = &.

A < L >
-1
B o >
-2
ANB=0

Observacao 6

1. Sejam A e B dois conjuntos arbitrarios, quando A N B = & dizemos que A e B

sao conjuntos disjuntos.

2. Com o conceito de conjuntos disjuntos podemos reescrever as quatros relagoes
possiveis entre dois diferentes conjuntos A e B da seguinte maneira:
(a) ACBeB A,
(b) AZBeB CA;
(c) AZB,BZAeANB#g;
(d) ACB,B¢Z AeANB =g (disjuntos).

1.15. OPERACOES COM CONJUNTOS



1.15.3 Diferenca

Dados A e B conjuntos quaisquer de um universo U, a diferenga de A com B ¢é o
conjunto formado por todos os elementos que pertencem a A mas nao pertencem a B.

Designamos a diferenca de A com B por A — B. Assim, podemos escrever,

A—B={xelU:xeAex¢B}.

Exemplo 47

Considere os conjuntos A ={0,2,4,6}, B={0,1,2,3,4} e C ={3,6}. Nesse caso,
(a) A—B={6}

(b) A—C={0,2,4};

(c) B—A={1,3k

(d) B—C={0,1,2,4};

(e) C—A={3}

(f) C—B =16

(a) (©)
A B
| Q
u

®) @

Figura 1.19: Representagao da operacao de diferenga A —B entre os conjuntos A e B através
do diagrama de Venn-Euler.
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Figura 1.20: Representacao da operagao de diferenca B— A entre os conjuntos A e B através
do diagrama de Venn-Euler.

Note que a operagao de diferenca entre dois conjuntos nao é comutativa, pois podemos
ter A—B # B — A para algum conjunto A e B. Além disso, podemos representar a diferenga
de conjuntos através do diagrama de Venn-Euler. Nas Figuras 1.19 e 1.20 apresentamos tal
representacao considerando dois conjuntos A e B diferentes e as quatro relagoes possiveis

que podem existir entre eles:

(a) ACBeB ¢ A;

(b) AZBeB CA,

(c) AZB,BZAeANB#g;

(d) ACB,B¢Z AeANB =g (disjuntos).

Exemplo 48

(a) Se A é o conjunto dos numeros miltiplos positivos de 4 e B é o conjunto dos
ntmeros pares, entao A C B e B ¢ A. Portanto, A—B = & e B— A é o conjunto

dos pares que nao sao miltiplos de 4 (ver diagrama (a) das Figuras 1.19 e 1.20).

(b) Se A ¢é o conjunto dos ntmero reais maiores ou iguais a 5 e B é o conjunto dos
nameros reais maiores que 5, entdo A ¢ B e B C A. Portanto, A—B = {5} e
B — A = @ (ver diagrama (b) das Figuras 1.19 e 1.20).

(c) Se A é o conjunto dos numeros primos e B é o conjunto dos ntimeros impares,
entao A ¢ Be B ¢ A. Portanto, A—B = {2} e B— A é conjunto dos ntimeros

impares que nao sao primos (ver diagrama (c) das Figuras 1.19 e 1.20).
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Exemplo 48

(d) Se A é o conjunto dos nimeros naturais x que satisfazem a equacao x +1 =5
e B é o conjunto dos nimeros naturais x que satisfazem a equacao x_ 4 =0,
entdo A ¢ Be B ¢ A. Ja vimos que A ={4} e B ={8}. Portanto, A—B ={4}e
B — A ={8} (ver diagrama (d) das Figuras 1.19 e 1.20).

Exemplo 49

Se X é um conjunto tal que {a,b,c,d}—X ={a,b} e X—{c,d} = @, entdao X ={c, d}.

Este é o tnico conjunto X que satisfaz as condi¢oes supracitadas?

Exemplo 50

Podemos representar a operagao de diferenca também através de retas reais.

(a) Se A é o conjunto dos ntmeros reais maiores que 1 e B é o conjunto dos ntumeros
reais positivos, entao A = {x € R:x > 1} =]1,4o00[, B ={x € R: x > 0} =]0, +o0]
e, portanto, A— B = @ e B— A =]0, 1]. Observe que, neste caso, temos A C B e

B ¢ A. Podemos representar essa operagao a partir de retas reais:

A « O >
1
B <« O >
0
A—B=0
B—A = O L >
0 1

(b) Se A =1[1,4 e B =[2,3], entao A —B = [1,2[U]3,4] e B— A = @. Observe que,
neste caso, temos A ¢ B e B C A. Podemos representar essa operagao a partir

de retas reais:
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A = ] ® >
1 4
B = @ @ >
2 3
A—B = @ O O ] >
1 2 3 4
B—A=0

(c) SeA={xeR:2<x<4leB={xeR:1<x<3},entao A = [2,4], B =]1,3] e
A—B =]3,4[ e B—A =]1,2[. Observe que, neste caso, temos A ¢ Be B ¢ A. Podemos

representar essa operacao a partir de retas reais:

A = o O >
2 4
B < O 8 »
1 3
A—B < O O—r
3 4
B—A <= O O >
1 2

(d) Se A é o conjunto dos nimeros reais x que satisfazem a inequacdo x +1>0e B é
o conjunto numeros reais x que satisfazem a inequacao x +1 < 1, entao A ={x € R :
x+1>0eB={xeR:x+1< -1} Ja vimos que A = [-1,400[ e B =] — 00, —2].
Portanto, A—B=A e B—A =B.

A < @ b
-1
B < L »
-2
A—B < L >
-1
B—A = L =
-2
Lema 4

Para quaisquer conjuntos arbitrarios A e B temos A —B = A N B€.
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Lema 4

Demonstragao. De fato,

ANB ={x:x€ A ex e B}
={x:x€A ex¢B}
=A —B.

1.15.4 Propriedades da unido e da interseccdo

As operacoes de unido e interseccao sao obviamente idempotente, comutativa e associa-

tiva, portanto a apresentamos sem demonstracao nos Lemas 5 e 6 a seguir.

Lema 5

Fixado um conjunto universo U e dados trés conjuntos A, B e C quaisquer definidos

sobre U, valem as propriedades:
(a) AUA = A (idempotente).
(b) Aug =A.
(¢c) Aul =L1.
(d) AUB =BUA (comutativa).

(e) (AUB)UC =AU (BUUC) (associativa).

Lema 6

Fixado um conjunto universo U e dados trés conjuntos A, B e C quaisquer definidos

sobre U, valem as propriedades:
(a) ANA = A (idempotente).
(b) Ang =2a.

(c) AnU=A.
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(d) ANB =BNA (comutativa).

(e) (ANB)NC=AnN(BNC) (associativa).

Além dessas, temos a propriedade distributiva que envolve as operacoes de unido e in-
terseccao. Nao vamos apresentar uma demonstracao formal para essa propriedade, mas

apresentamos uma representacao via diagrama de Venn-Euler.

Lema 7

Fixado um conjunto universo U e dados trés conjuntos A, B e C quaisquer definidos

sobre U, valem as propriedades

(a) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
(b) AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

A
==
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Por fim, enunciamos e provamos as Leis de De Morgan, que sao propriedades envolvendo

o complementar da uniao e da intersec¢ao de dois conjuntos.

Lema 8: Leis de De Morgan

Fixado um conjunto universo U e dados dois conjuntos A e B quaisquer definidos

sobre U, valem as propriedades
(a) (ANB)* = A°UBEC.

(b) (AUB)" = A°nNBC.

Demonstragao.
(a) De fato,

A‘UB ={xeU:x € A° oux € B}
={xelU:x¢€A oux¢B}
={xelU:x¢ZANB}
=(ANB)°.

(b) De fato,

ANB ={xeU:xe A° ex € B}
={xelU:xZ€A ex¢B}
={xelU:x¢ZAUB}
= (AUB)".

Observagao 7

Observe que quaisquer que sejam os conjuntos A e B definidos em um dado conjunto

universo U, é verdade que:
1. se ANB = & (disjuntos), entao |A U B| = |A| + [B|.

2. se ANB # @, entdao |AUB| =|A|+ [B|—|ANB|.
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(a) Considere os conjuntos A = {1,2,3,4,5} e B = {5,6,7,8}. Neste caso, AUB =
{1,2,3,4,5,6,7,8} e temos

IAUB|=|A|+|B|—|[ANB|=5+4—-1=8.
Note que, neste caso, ANB # &.
(b) Considere A ={1,2} e B ={3,4}. Neste caso, AUB ={1,2, 3,4} e temos
A UB| = |A|+|B| =4.

Note que, neste caso, AN B = @.

1.16 Familia de conjuntos

Fixado um conjunto universo U, dizemos que F é uma familia de subconjuntos de U

quando F é um conjunto cujos elementos sao subconjuntos de U.

Exemplo 52

Se U ={a,b,c,d, e} ¢ 0 conjunto universo, ento sio familias de subconjuntos de U:
(a) F ={{a},{b},{c},{d},{e}}.
(b) F={{a,b}{c, d}{e}}.
(¢) F={{a,b,ch{b,c,d}{d,e}}.

(d) F = {@,{a,b},{b, e}}

Observacao 8

1. Um familia pode ser formada por subconjuntos disjuntos de U (veja, por exem-

plo, os itens (a) e (b) do Exemplo 1.16).

2. Uma familia pode ser formada por subconjuntos de U nem todos disjuntos entre

si (veja, por exemplo, os itens (c) e (d) do Exemplo 1.16).
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Observacao 8

3. Uma familia pode ser formada por subconjuntos de U e nao necessariamente
precisam contemplar todos os elementos de U (veja, por exemplo, os item (d) do
Exemplo 1.16).

4. O conjunto vazio pode ser elemento de uma familia de subconjuntos de U, pois
g c Uu.

Exemplo 53

Se U =R é o conjunto universo, entao sao familias de subconjuntos de U:
(a) F={{x}:x e R}

(b) F={la,bLa<beabeR}

(¢) F={[0,1]}.

(d) F = {Q) (_OO) O]a [O> —|—OO)}

1.16.1 Conjunto das partes

Fixado um conjunto universo U, um exemplo importante de familia de subconjuntos de
U é o conjunto das partes de U. O conjunto das partes é o conjunto formado por todos

os subconjuntos de U, isto é,
PU)={A:A CU}.

Exemplo 54
(a) Se U ={0,1}, entao P(U) ={@,{0}, {1}, U}.

(b) Se U = {03 1 ) 2}7 entao P(U) = {@, {O}) {1}) {2}3 {0) ]}a {O) 2}) {1 y 2}> U}

(¢c) Se U =1[0,1], entao P(U) ={I:1c [0,1]}.
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(a) Considere um experimento em que jogamos uma moeda e verificamos a face vol-
tada pra cima. Neste caso, um possivel conjunto universo é U = {cara, coroa}, o
qual representa todos os possiveis resultados do experimento. Assim, o conjunto
das partes de U é

P(U) ={a,{cara},{coroa}, U}.

(b) Considere um experimento em que selecionamos uma dentre 3 bolas rotuladas de 1
a 3, e verificamos o numero selecionado. Nesse caso, um possivel conjunto universo
é U ={1, 2, 3}, o qual representa todos os possiveis resultados do experimento.

Assim, o conjunto das partes de U é

PU) ={z,{1}{2,{3}{1,2},{1,3},{2, 3}, U}.

1.16.2 Particdo do conjunto universo

Fixado um conjunto universo nao-vazio U. Uma familia finita F = {A;,..., A} de

subconjuntos nao-vazios de U é uma partigao de U quando

(i) Ay,...,A, sao mutuamente disjuntos, i.e, Ai N Aj = & para i # j com i,j =

1,2,...,n.

(il) AJUAJU...UA, =1

Figura 1.21: Representagao de uma particao através do diagrama de Venn-Euler.
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(a) Considere U ={0, 1}, entao uma particao de U é

F={{o}{1}}

o}
{1}
vl

(b) Considere U ={1,2,3,4,5, 6}, entdao uma particao de U é

F=1{{1,2,3},{4},{5,6}}.

(c) Considere U = N, entao uma particao de U é

F ={{x}:x e N} ={{0},{1},{2},...}.
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1.17 Exercicios

1. Considere os conjuntos representados pelo seguinte diagrama de Venn-Euler. Para cada
item a seguir reproduza o diagrama e represente, por meio de hachuras, os conjuntos

indicados.
(a) ANB;

(b) ANC;

(c) BNC;

(d) ANBNC;
(e) A—B;
(f) B—A;

(g) A-C;

(h) C—A;
(1) (ANnB)—-C;

(j) CSNBENAS.

Qual a relacao de inclusao existente entre A, B e C?

2. Abaixo sao definidas duas condigoes p e q sobre o conjunto universo U = R:

p:(x+2)? >4,
qg:x+2>2.

(a) Diga quais implicagbes logicas existem entre p e q. Justifique.

(b) Escreva pelo método da compreensao e em forma de intervalo o conjunto A for-
mado pelos elementos de U que satisfazem a condigao p e o conjunto B formado
pelos elementos de U que satisfazem a condi¢ao q. Verifique quais relagoes de

inclusao existem entre A e B. Justifique.
(c) A e B s@o conjuntos disjuntos? Justifique.
(d) Determine a cardinalidade de A e de B.

(e) Represente graficamente, via retas reais, como se obter o conjunto (A N B)° N

[—1,1]. Escreva em forma de intervalo qual é esse conjunto.
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. Sejam os conjuntos

A={xeR:—-1<x<2};
B={yeZ:-2<y<2}
C={zeR:z<2}.

Escreva os conjuntos abaixo e apresente a representacao das operagoes através de retas

reais (veja notas de aula e/ou slides para mais detalhes).

. Existem conjuntos A e B, ambos nao-vazios, tais que (A—B)U(B—A) = A? Em caso

afirmativo, apresente um exemplo e, em caso negativo, apresente uma justificativa.

. Numa classe de 30 alunos, 16 alunos gostam de Matemaética e 20 de Histéria. O niimero

de alunos dessa classe que gostam de Matemética e Historia é

a) exatamente 6.

b

exatamente 10.

d

(a)

(b)

(¢c) no maximo 6.
(d) no minimo 6.
(e)

e) exatamente 18.

. Considere os seguintes subconjuntos do conjunto dos ntimeros naturais:
e P={xeN:6<x <20}

e A={x€eP:xeépar}

e B={x € P:x é divisor de 48}.

e C={x € P:x & multiplo de 5}.

Qual é o namero de elementos dos conjunto (A —B) N C?

. Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto universo U nao-vazio. Das afirmacoes:
I (A—B%)—Cc=AnN(BUC);

II. (A—B¢)—C=AU(BNC"S;

III. BEUC¢ = (BN C)~.

é (sdo) sempre verdadeira(s) apenas
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8. Descreva em forma de lista os conjuntos A, B e C que satisfazem as seguintes seis

condicoes:

(i) AUBUC ={z,x,v,u,t,s,1,q,p}
(il) ANB ={r,s}.

(iii) BN C ={s,x}.

(iv) CNA ={s,t}.

(v) AUC={p,q,r,s,t,u,v,x}.

(vi) AUB ={p,q,m,s,t,x,2z}.

Represente a relagao existente entre esses conjuntos via um diagrama de Venn-Euler

explicitando os elementos.

9. Considere os conjuntos representados pelo seguinte diagrama de Venn-Euler.

Para cada item a seguir reproduza o diagrama e represente, por meio de hachuras, os

conjuntos indicados.

(a) (A®UB)

(b) (A*NB)U(A—C);
(c) (A*UB)uUC-.

(d) C—(AUB).

Qual a relacao de inclusao existente entre A, B e C?
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10. Sejam

A={xeR:(x—4)(x+2) >0},

B:{XGR:EEO},
X+3

C:{XER:X2>1}.

(a) Descreva A, B e C via intervalos. Possivelmente serd necessario descrever via
alguma(s) operagao(des) de intervalos (unido, intersec¢ao e/ou diferenca).
(b) Represente A, B e C em retas reais.

(c) Determine cada um dos conjuntos a seguir e apresente a representagao das ope-

ragoes (e da solucao das operagoes) através de retas reais.
(i) B—A;

(ii) B

(iil) (C ) —C.

(iv) AnBNC.

(d) E possivel descrever os conjuntos A, B e C em forma de lista? Por qué?
11. Encontre particoes finitas para os seguinte conjuntos universo.

(a) U
(b) U
(c) u —{XER x > 0}.
(d) u

—{1,2,3,...,26.

Quais dos conjuntos universos supracitados sao finitos e quais sao infinitos?

1.18 Resolucdo de problemas

Exemplo 57

Numa escola de 630 alunos, 350 deles estudam Matemética, 210 estudam Fisica e 90

deles estudam as duas matérias (Matematica e Fisica). Pergunta-se:
(a) Quantos alunos estudam apenas Matematica?
(b) Quantos alunos estudam apenas Fisica?

(¢) Quantos alunos estudam pelo menos uma das matérias citadas?
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Exemplo 37

(d) Quantos alunos estudam exatamente uma matéria?

(e) Quantos alunos nao estudam nenhuma das duas matérias?
Solugao. Neste caso, o conjunto universo U € o conjunto de todos os alunos da escola.
Sobre este universo sao considerados o conjunto M dos alunos que estudam Matemdtica

e o conjunto F dos alunos que estudam Fisica. As sequintes informagoes, sio dadas:

o |U| = 630;

o IM| = 350;

o |F| = 210;

o IMNF| =90.

Com essas informagoes consequimos construir o sequinte diagrama de Venn-Fuler:

U

(a) O conjunto dos alunos que estudam apenas Matemdtica € o conjunto M—(MNF).
Assim, se 350 alunos estudam Matemdtica e 90 deles estudam Matemdtica e Fi-

sica, entao o nimero de alunos que estudam apenas Matemdtica € M—(M NF)| =

IM| — M N F| =350 — 90 = 260.

(b) O conjunto dos alunos que estudam apenas Fisica é o conjunto F—(MNF). Assim,
se 210 alunos estudam Fisica e 90 deles estudam Matemdtica e Fisica, entao o
nimero de alunos que estudam apenas Fisica é [F— (M NF)| =|F|—IMNF =
210 — 90 = 120.

(c) O conjunto dos alunos que estudam pelo menos uma das matérias citadas € o
conjunto dos alunos que estudam ou Matemdtica ou Fisica, isto €, o conjunto
MUF. Assim, se 350 alunos estudam Matemdtica, 210 estudam Fisica e 90 deles
estudam Matemdtica e Fisica, entao o nimero de alunos que estudam pelo menos
uma das matérias ¢ M UF| = M|+ [F| —|M N F| =350 + 210 — 90 = 470.
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(d) O conjunto dos alunos que estudam exatamente uma matéria € o conjunto (M U F)—
(M NF). Assim, se 470 alunos estudam pelo menos uma das matérias e 90 deles

estudam Matemdtica e Fisica, entao o numero de alunos que estudam exatamente

uma das matérias ¢ | MUF) — (M NF)|=MUF —|MNF =470—90 = 380.

(e) O conjunto dos alunos que nao estudam nenhuma das duas matérias € o conjunto
(MUF). Assim, se 470 alunos estudam pelo menos uma das matérias, entao

o nimero de alunos que nao estudam nenhuma das matérias é |(MUF)"| =
Ul — M UF| =630 —470 = 160.

Exemplo 38

Em uma pesquisa realizada com 50 pessoas para saber que esporte elas apreciam
entre futebol, basquete e volei, o resultado foi o seguinte: 23 gostam de futebol, 18
gostam de basquete e 14 de volei; 10 gostam de futebol e de basquete; 9 gostam de

futebol e volei; 8 gostam de basquete e volei e 5 gostam das trés modalidades.
(a) Quantas pessoas gostam de pelo menos uma das modalidades?
(b) Quantas pessoas gostam somente de basquete?
(c) Quantas pessoas gostam somente de futebol?
(d) Quantas pessoas gostam somente de volei?
(e) Quantas pessoas nao gostam de nenhuma modalidade?
(f) Quantas pessoas nao gostam de basquete e nem de volei?
(g) Quantas pessoas gostam so de futebol ou s6 de basquete ou de ambos?
(h) Quantas pessoas gostam exatamente de uma modalidade?

Solugao. Neste caso, o conjunto universo W € o conjunto das pessoas selecionadas
para entrevista. Sobre este universo sao considerados os conjuntos B das pessoas que
apreciam basquete, F das pessoas que apreciam futebol e V das pessoas que apreciam

volei. As sequintes informacgoes, sao dadas:
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o |U| = 50;
o Bl =18;
o |F| =23;
o V| = 14;
e BNV =8;
e BNF| =10;
o FNV|=9;

e BNVNEF =5.

Com essas informagoes conseguimos construir o sequinte diagrama de Venn-FEuler:

o

/33

U

(a) O conjunto das pessoas que gostam de pelo menos uma das modalidades € o con-
Junto das pessoas que gostam ou de basquete, ou de futebol ou de vdlei, isto €, o
conjunto BUFUV. Assim, se 18 pessoas gostam de basquete, 23 gostam de futebol
e 14 gostam de volei, entao |BUFUV|=|B|+|V|+[Fl—[BNV|—|BNF —[FN

VI+BNFNV[=18+14+23-8—-10—9+5 =33.

(b) O conjunto das pessoas que gostam somente de basquete € o conjunto BN (VUF)C.

Assim, BN (VUF)¢| =5.

(c) O conjunto das pessoas que gostam somente de futebol € o conjunto FN (VU B)°.

Assim, [FN(VUB)¢ =9.
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(d) O conjunto das pessoas que gostam somente de vélei € o conjunto V N (FU B)°.
Assim, [V N (FUB)¢| = 2.

(e) O conjunto das pessoas que gostam de nenhuma modalidade é o conjunto (VUBU
F)¢. Assim, |(VUBUF)¢ =|U —|BNFNV|=50—-33=17.

(f) O conjunto das pessoas que nao gostam de basquete e nem de vdlei € o conjunto
(BUV)E. Assim, |(BUV)¢| = |U|—[BUV|=50—24 =26 (ou, equivalentemente,

9 pessoas que so gostam de futebol mais as 17 que nao gostam de nenhum esporte.

(g) O conjunto das pessoas que sé gostam de futebol, ou sé de basquete ou de ambos
€ o conjunto [BN(VUF)JU[FN(VUB)JU (BNF). Assim, |[BN(VUF)U
FN(VUB)JU(BNF)|=BN(VUB)+|FN(VUB)¢|+|BNF =5+9+10 = 24.

(h) O conjunto das pessoas que gostam exatamente de uma modalidade € o con-
gunto BN (VUF)JTU[FN(VUB)JU[VN(FUB)]. Assim, |[BN(VUF)] U
FN(VUB)JUIVN (FUB)]|=924+5+2=16.

Exemplo 39

Uma pesquisa com 250 criangas a respeito da preferéncia entre frutas (banana, maga
e laranja) mostrou que 80 criangas gostam de banana, 60 criangas de maga, 20 criangas
gostam somente de laranja, 10 criangas gostam de maca e laranja; 30 criangas gostam
de banana e maga; nenhuma das criancas disse gostar das trés frutas e criangas que

gostam de banana nao gostam da laranja (e vice-versa).
(a) Quantas criangas gostam somente de uma fruta?
(b) Quantas criancas nao gostam de nenhuma das frutas?
(c) Quantas criancas nao gostam de banana e nem de maga?
(d) Quantas criancas gostam exatamente de duas frutas?
(e) Quantas criancas gostam de pelo menos uma fruta?

Solugao. Neste caso, o conjunto universo U é o conjunto das criancas selecionadas
para entrevista. Sobre este universo sao considerados os conjuntos B das criancas que
gostam de banana, L das criancas que gostam de laranja e M das criancas que gostam

de maga. As sequintes informacoes, sao dadas:
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o |U| = 250;

o |B| = 80;

o IM| = 60;

o |L| =20;

o IMNL|=10;
e IBNM|=30;
e BAMNL|=0.

e BNL|=0.

Com essas informagoes conseguimos construir o sequinte diagrama de Venn-FEuler:
B M L

(a) O conjunto das criangas que gostam somente de uma fruta é o conjunto

U

BNMUL UMM (BULJUILN(BUM)].
Assim,

[BAMULTUMN(BUL)JUILN(BUM)‘]| =50+ 20+ 10 = 80.

(b) O conjunto das criangas que nao gostam de banana e nem de maga € o con-
C

junto das criancas que so gostam de laranja, isto é, L N (BUM) Assim,

ILN(BUM)| =10.
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(¢c) O conjunto das criangas que nao gostam de banana e nem de maga € o conjunto
(BUM). Assim, |(BUM) | =[Ul—|BUMUL|=250—110 = 140.

(d) O conjunto das criancas que gostam exatamente de duas frutas € o conjunto (BN
M)U(MNL). Assim, [BNM)U(MNL)|=BNM|+|MNLl =30+10=40.

(e) O conjunto das criancas que gostam de pelo menos uma fruta é o conjunto BUMU
L. Assim, |BUMUL| = |B|+|M|+|L|—BNM|—IMNL| = 80+60+20—30—10 = 120.

Exemplo 40

Na porta de um supermercado foi realizada uma enquete com m pessoas sobre trés
produtos. As respostas foram: 20% das pessoas compram somente o produto A, 50%
das pessoas compram o produto B, 15% das pessoas compram o produto B e C, 750
pessoas compram A e B; 500 pessoas compram A e C e 10% das pessoas compram os
trés produtos. Além disso, sabe-se que todas as pessoas que compram o produto C
também compram o produto B, mas ha pessoas que compram o produto B que nao

compram o produto C.
(a) Qual é o valor de n?
(b) Quantas pessoas nao compram nenhum dos trés produtos?

Solugao. Neste caso, o conjunto universo U € o conjunto das pessoas selecionadas
para a pesquisa. Sobre este universo sao considerados os conjuntos A das pessoas que
compram o produto A, B das pessoas que compram o produto B e C das pessoas que

compram o produto C. As sequintes informacoes, sio dadas:

o [Uf=mn; e BN C|=|C|=15%n;
e CCBeB¢C; e |ANB|=750;

e AN (BUC)| =20%n; e |ANC|=500;

e |B| =50%m; e ANBNC|=10%n.
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Exemplo 40

(a) Como CCBeB¢C, seqgue que ANBNC=ANC. Logo,

[ANBNC|=|ANC| e 10%n = 500
& n = 5000.

Portanto, participaram da enquete 5000 pessoas.

(b) Sabendo que n = 5000 obtemos

o |U| = 5000;
e AN BUCK = 22 & 5000 = 1000;
100
o B = % x 5000 = 2500;
e BACl=Cl = - x 5000 = 750;
100
e |ANB|=750;

e ANBNC|=]ANC|=500.

Com essas informagoes conseguimos construir o sequinte diagrama de Venn-FEuler:

B

Como |A UB U C| = 3500, concluimos que a quantidade de pessoas que nao compram
nenhum produto é |(AUBUC)‘| = [U| —|AUB U C| = 5000 — 3500 = 1500.
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1.19 Exercicios

1. Uma pesquisa com 800 estudantes de uma universidade mostrou que 416 léem o jornal
A, 320 léem o jornal B, 116 léem o jornal C, 93 léem os jornais A e B; 52 léem os
jornais B e C; nenhum estudante diz ler os jornais A e C simultaneamente e nenhum
estudante diz ler os trés jornais simultaneamente.

(a) Qual é o conjunto universo U? Qual é sua cardinalidade?

(b) Construa o diagrama de Venn-Euler que representa a relacao existente entre os
conjuntos especificados pelas preferéncias dos entrevistados e explicite a quanti-

dade de elementos de cada regiao do plano delimitada por tais conjuntos.

(c) Utilizando as operagoes entre conjuntos (uniao, intersecgao, diferenga e comple-

mentar), como podem ser escritas cada um dos seguintes conjuntos:

(1) conjunto dos estudantes que léem pelo menos um dos trés jornais.

(i1) conjunto dos estudantes que nao léem nenhum desses jornais.

(ii1) conjunto dos estudantes que léem exatamente um dos trés jornais.

)
)
)
(iv) conjunto dos estudantes que léem exatamente dois dos trés jornais.

(d) Determine a cardinalidade de cada um dos conjuntos definidos nos itens (i) a (iv)

do item (c).

2. O departamento de Estatistica de uma determinada universidade resolveu fazer um
estudo sobre a dificuldade dos alunos e alunas matriculados no primeiro semestre. Foi
feita a pesquisa com 800 estudantes e foram obtidos os seguintes resultados:

e Fundamentos de Probabilidade: 490 apontaram dificuldades.

e Calculo 1: 320 apontaram dificuldades.

e Programacao: 160 apontaram dificuldades.

e Fundamentos de Probabilidade e Programacao: 90 apontaram dificuldades.
e Fundamentos de Probabilidade e Célculo 1: 22 apontaram dificuldades.

e (Calculo 1 e Programagao: 78 apontaram dificuldades.

e Todos os estudantes apontaram dificuldades em pelo menos uma das disciplinas.

(a) Qual é o conjunto universo U? Qual é sua cardinalidade?

(b) Utilizando as operagoes entre conjuntos (unido, intersecgao, diferenga e comple-

mentar), como podem ser escritas cada um dos seguintes conjuntos:
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(1) conjunto dos estudantes que apontaram dificuldades nas trés disciplinas.
(i1) conjunto dos estudantes que apontaram dificuldades em pelo menos duas das
disciplinas.
(ii1) conjunto dos estudantes que apontaram dificuldades ou s6 em Célculo, ou s6

em Programacgao ou nas treés.

(c) Determine a cardinalidade de cada um dos conjuntos definidos nos itens (i) a

(ii1) do item (c).

(d) Construa o diagrama de Venn-Euler que representa a relagao existente entre os
conjuntos especificados pelas respostas dos entrevistados e explicite a quantidade

de elementos de cada regiao do plano delimitada por tais conjuntos.

3. Das n moradoras de uma determinada cidade, cada uma frequenta pelo menos um
dos trés estabelecimentos: supermercado, igreja e farméacia. Sabe-se que 48% das
moradoras frequentam o supermercado, 32% frequentam a farmécia e 36% frequentam
a igreja. Sabe-se ainda que 8% das moradoras frequentam o supermercado e a igreja,
enquanto 4% frequentam todos os estabelecimentos. As moradoras que frequentam a
igreja e a farmacia mais aquelas que frequentam apenas o supermercado e a farmacia

totalizam 63 pessoas. Quantas sao as moradoras dessa cidade?
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2 Funcoes reais de uma variavel

A nogao de fungao surgiu da necessidade de analisar e entender fendmenos e/ou sistemas
a partir da relacao entre duas grandezas varidaveis. O termo funcao deve-se ao matematico
Gottfried Leibniz e serve para descrever a dependéncia de uma grandeza em relagao a outra.

Atualmente, este é um dos conceitos mais importantes da Matemética.

2.1 Nocdo intuitiva de funcio

Exemplo 1

Um carpinteiro é especialista em construir galinheiros em forma de quadrado. Antes
de cada trabalho, ele compra a quantidade de arame necessaria para construgao da
cerca. Para isso, o carpinteiro estabelece uma relagao entre o tamanho dos lados do
quadrado e o seu perimetro. Assim, para um quadrado de tamanho £, o perimetro p é
dado por

p =4L.

O perimetro p representa o tamanho da cerca a ser comprada pelo carpinteiro. Logo, o
perimetro p depende da medida ¢ do lado do quadrado, como pode ser observado na
tabela:

Medida do lado (£) | Perimetro (p)
0,5 2
1 4
1,2 4,8
2,5 10
3 12
4,1 16,4
L 44

Note que tanto a medida ¢ do quadrado quanto seu perimetro p sao grandezas
variaveis que estao relacionadas pela féormula matematica p = 4£. Neste caso, o
perimetro é escrito em funcao da medida £ do lado, logo o perimetro é uma variavel

dependente, enquanto o lado é uma variavel independente.

79



Exemplo 2

Numa rodovia, um carro mantém uma velocidade constante de 100 km/h. Para
determinar a distancia percorrida pelo carro, basta estabelecer uma relagao entre o
tempo de viagem e a distancia percorrida. Assim, se o tempo de viagem é t, entdo a

distancia d percorrida é dada por
d = 100t.

Logo, a distancia d depende do tempo t de viagem, como pode ser observado na tabela

a seguir.
Tempo (t) | Distancia (d)
0,5 50
1 100
1,2 120
1,5 150
2 200
3,3 330
t 100t

Note que a distancia d e o tempo t sao grandezas variaveis relacionadas pela férmula
matematica d = 100t. Neste caso, a distancia d é escrita em funcao do tempo
de viagem, logo a distancia é uma variavel dependente, enquanto o tempo é uma

variavel independente.

2.2 Relacdes

Antes de formalizarmos a nogao de fung¢ao usando a nomenclatura de conjuntos, preci-

samos entender como dois conjuntos podem se relacionar.

2.2.1 Pares ordenados

Um par ordenado (x,y) é um objeto mateméatico formado por um objeto x, chamado
a primeira coordenada do par e um objeto y, chamado a segunda coordenada do par.
Dois pares ordenados (x,y) e (u,v) sao iguais quando x = u e y = v, isto é, somente quando
suas primeira e segunda coordenadas coincidem.

Note que (x,y) # {x,y}, pois {x,y} = {y, x} sempre, mas (x,y) = (y, x) somente quando
x =Y. Logo, quando consideramos conjuntos a ordem dos objetos nao é levada em conside-

ragao, enquanto na consideracao de pares ordenados a ordem dos objetos importa.
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Exemplo 3

Em Matemaéatica, uma situagao em que hé necessidade de distinguir a ordem dos
objetos é, por exemplo, na determinacao da solugao de sistemas de equacoes. Considere

o problema de encontrar os valores reais x e y que solucionam o seguinte sistema

X+y :3>
x—y =1

Neste caso, a solugao ¢ x = 2 e y = 1. Se representarmos o conjunto solugao como
sendo S = {2, 1} obteriamos uma contradicao, pois {2,1} ={1,2}, mas x =1 ey = 2 ndo
é solucao do sistema. Logo, o conjunto solugao é S ={(1,2)}, em que fica subentendido
que a primeira coordenada e a segunda coordenada do par ordenado (1,2) referem-se,

respectivamente, as incégnitas x e y.

Podemos representar pares ordenados graficamente de duas maneiras distintas: em um

plano cartesiano ou através de diagramas de flechas.

Plano cartesiano

Consideramos dois eixos x e y perpendiculares em um ponto O, chamado a origem do
sistema de coordenadas. Esses eixos determinam um plano T, chamado plano cartesiano.
Os eixos x (ou OX) e y (ou QY) sdo, respectivamente, denominados eixo das abcissas
e eixo das ordenadas, pois cada ponto P do plano é um par ordenado (x,y), em que a
primeira coordenada x é chamada abcissa do ponto P e a segunda coordenada y é chamada

ordenada do ponto P.

Y /
v ?(x, )
I
|
]l ~
O X X

Figura 2.1: Plano cartesiano.
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Os eixos x e Yy dividem o plano cartesiano IT em quatro quadrantes, de forma que

e 10 primeiro quadrante temos x > 0 ey > 0;
e 10 segundo quadrante temos x < 0 ey > 0;
e 10 terceiro quadrante temos x >0 ey < 0;

e 10 quarto quadrante temos x <0 ey < 0.

2 quadrante 1 quadrante

3 quadrante 4 quadrante

Figura 2.2: Quadrantes do plano cartesiano.

Exemplo 4

O plano numérico R? é o exemplo mais importante de plano cartesiano. Neste caso,
os pares ordenados (x,y) € R? sdo tais que x € R ey € R. Em outras palavras, o
eixo das abcissas é uma reta real e o eixo das ordenadas também. Podemos representar
os pares ordenados (2,5), (—1,3), (=2,—2), (3,—2) e (0,0) no plano cartesiano R? da

seguinte maneira

y
51
(-1,3),3]
2] .2,5)
— ——
2-10 3 5 x
U '2—- .
G (3,-2)
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Diagrama de flechas

Consideremos duas regioes ovais listando em uma delas os possiveis valores da primeira
coordenada do par ordenado e na outra os possiveis valores da segunda coordena. Assim,
para cada par ordenado (x,y) consideramos uma flecha entre o valor x listado na primeira

regiao com o valor y listado na segunda.

Figura 2.3: Diagrama de flechas.

Exemplo 5

Podemos representar os pares ordenados (2,5), (—1,3), (—2,—2), (3,—2) e (0,0) via

diagrama de flechas da seguinte maneira:

‘

2.2.2 Produto cartesiano
Definigao 1: Produto Cartesiano

O produto cartesiano de dois conjuntos A e B é o conjunto A x B formado por
todos os pares ordenados (x,y) cuja primeira coordenada x pertence a A e a segunda

coordenada y pertence a B. Em outras palavras,

AxB={(x,y):x€eAeyecB}L
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Exemplo 6

(a) Se A ={1,2,3} e B ={2,5}, entao

A x B ={(1,2),(1,5),(2,2),(2,5),(3,2),(3,5)}

BxA= {(2)])> (2>2)) (2)3)) (5> ])a (5)2)) (553)}-

(b) O modelo artimético do plano numérico R? é o produto cartesiano

RP=RxR={x,y):xeReyecR}.

Lema 1

Dados dois conjuntos quaisquer A e B nao-vazios, valem as propriedades
(a) Axgo=0.
(b) AxB#B x A.

(c) [A x B| = |A[B].

Exemplo 7
(a) Se A =[2,5[ e B =]1, 3], entao

A x B =1[2,5[x]1,3[={(x,y):2<x<5el<y<3}

Nao ¢é possivel descrever esse produto cartesiano pelo método da listagem, pois
existem infinitos nimeros reais nesses intervalos. Assim, nao podemos representar

os pares ordenados de A x B pelo diagrama de flechas, somente no plano cartesiano.
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Exemplo 7

Analogamente,

B x A =]1,3[x[2,5[={(x,y) : 1 <x<3e2<y<5h

No plano cartesiano,

(b) Se A = (2,40l e B =[1,4+00[, entao
A X B = [2,4oc0[x[1,4+00[={(x,y):x>2ey > T}

Nao é possivel descrever esse produto cartesiano pelo método da listagem, pois
existem infinitos ntimeros reais nesses intervalos. Assim, nao podemos representar

os pares ordenados de A x B pelo diagrama de flechas, somente no plano cartesiano.

Analogamente,

B x A =[1,400[Xx[2,+0[={(x,y) :x>Tey > 2}
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Exemplo 7

No plano cartesiano,

2.2.3 Relacdo entre conjuntos

Definicao 2: Relagcao entre conjuntos

Dados dois conjuntos nao-vazios A e B, uma relagao R entre os elementos do conjunto
A e os elementos do conjunto B é uma condi¢ao ou um conjunto de condigoes que
permitem determinar, dados x € A e y € B, se x esta relacionado com y segundo af(s)

condigao(des) R. Em caso afirmativo, escrevemos xRy.

Exemplo 8

(a) Dadosx € Rey € R, arelagao “menor do que” entre nimeros reais é definida pela
condi¢ao y —x > 0. Neste caso, escrevemos < ao invés de R. Assim, preferimos

escrever 1 < 2, por exemplo.

(b) Sejam D o conjunto de todas as retas e P o conjunto de todos os planos. Dados
r € D e a € P, arelacao de paralelismo entre a reta r e o plano « é definida
pela condigao “r e @ nao possuem pontos em comum ou os pontos de r pertencem
todos a . Neste caso, escrevemos || ao invés de R. Assim, preferimos escrever

Tl
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Definicao 3: Grafico de uma relagao

Dados dois conjuntos nao-vazios A e B e R uma relagao entre A e B. O grafico da
relagao R é um subconjunto G(R) de A x B formado pelos pares ordenados (x,y) tais

que xRy. Em outras palavras,

G(R) ={(x,y) € A x B :xRy}.

Exemplo 9
(a) Se A ={2,3,4} e B ={2,3,4,5}, entao
AXB - {(2) 2)) (2)3)) (2) 4)) (2)5)) (3) 2)) (3)3)) (3) 4)) (3)5)) (4) Z)) (4)3)) (4) 4)) (4)5)}'

A relacao R entre A e B definida pela condi¢ao de divisibilidade tem como gréfico
o conjunto

G(R) ={(x,y) € A x B :y é divisivel por x}.

Em forma de lista,

Podemos representar o grafico da relacao R no plano cartesiano e pelo diagrama
de flechas.

o
< [¢] o

3.5

|

2.0
|
o

T T T T T
2.0 25 3.0 35 4.0

A

(b) Se A ={1,2,3} e B={0,1,2}, entao

A x B ={(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2),(3,0), (3,1), (3, 2).
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Exemplo 9

A relacao < de A em B tem como gréfico o conjunto

G(R) ={(x,y) e AxB:x <y}l

Em forma de lista,

G(R) = {(1>1)> (1a2)> (2>2)}-

Podemos representar o grafico da relagao R no plano cartesiano e pelo diagrama
de flechas.

N
o

]
]

1.2 14 1.6

1.0

o

«q‘

(c) Considere o problema da constru¢ao de galinheiros do Exemplo 1. Neste caso,

podemos estabelecer uma relagao entre os conjuntos A = R, e B = R, através

da condicao p =4{, em que { € A e p € B. O grafico de R é

G(R) ={(t,p) € R, x R, : p =4},

Nao podemos descrever esse conjunto em forma de lista, logo nao hé representacao

pelo diagrama de flechas. Todavia, podemos representé-lo no plano cartesiano.

15 20

p=4l
10

o -
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Exemplo 9

(d) Considere o problema da distancia em funcao do tempo assumindo velocidade
constante do Exemplo 2. Neste caso, podemos estabelecer uma relacao entre os
conjuntos A = R, e B = R, através da condi¢cao d = 100t, em que t € A e
d € B. O gréafico de R ¢é

GR)={(t,d) € R, xR, : d = 100t).

500
|

d =100t
200 300
| |

2.3 A nocdo de funcdo através de conjuntos

Vamos, agora, formalizar a ideia intuitiva de fungao que, a priori, foi estabelecida envol-
vendo a relagao entre duas grandezas e, a partir de agora, sera vista como a relagao entre

dois conjuntos.
Definicao 4: Fungao

Dados dois conjuntos nao-vazios A e B, uma fungao de A em B ¢ uma relagao f

entre os conjuntos A e B de forma que para todo x € A existe um tnico y € B tal que
y = f(x).

Quando estabelecemos uma relacao funcional entre A e B, preferimos escrever a relacao
entre x € A ey € B comoy = f(x) ao invés de xfy. A razdo pela qual temos essa preferéncia
deve-se ao fato de x e y também representarem duas grandezas variaveis que se relacionam
por uma férmula matematica. Assim, y = f(x) é a lei de associac@o que define a relagao f
entre x € A ey € B. Vamos denominar a expressao f(x) de lei da funcao f. Em outras
palavras, a fungao f é a relacao que transforma a grandeza x € A na grandeza y € B pela

lei f(x) de acordo com a féormula matematica y = f(x).
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Exemplo 10

(a) Dados os conjuntos A = {—2,—1,0,1,2} e B = {—6,—3,0, 3,6}, seja a relacao
funcional f entre A e B definida pela lei f(x) = 3x, com x € A. Em outras

palavras, para todo x € A existe um tnico y € B tal que y = 3x.

X |y A £
-2 | -6
-11]-3

010

11]3

216

Observe que todos os elementos de A estao associadas a elementos de B e cada

elemento de A esti associado a um tnico elemento de B.

(b) Dados os conjuntos A = {0,5,15} e B ={0, 5, 10, 15, 20, 25}, seja a relacao funcio-
nal f de A em B definida pela lei f(x) = x +5, com x € A. Em outras palavras,

para todo x € A existe um tnico y € B tal que y =x+5.

A B
X1y
05 \
-
15 | 20

Observe que todos os elementos de A estao associadas a elementos de B e cada

elemento de A esta associado a um tnico elemento de B.

(c) Dados os conjuntos A ={—3,—1,1,3} e B ={1,3,6,9}, seja a relagao funcional f

de A em B definida pela lei f(x) = x?, com x € A. Em outras palavras, para todo

x € A existe um tnico y € B tal que y = x*.

A B
x |y
309
\
11 o
1)1 ‘
309
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Exemplo 10

Observe que todos os elementos de A estao associadas a elementos de B e cada

elemento de A esti associado a um tnico elemento de B.

Exemplo 11

(a) Dados os conjuntos A = {16,81} e B = {—2,2,3}, seja a relacdo de A em B

expressa pela formula matemética y* = x, com x € A ey € B.

A B

<‘

Esse exemplo nao representa uma fungao de A em B, pois ao elemento 16 do

conjunto A estao associados dois elementos —2 e 2 do conjunto B.

(b) Dados os conjuntos A ={—1,0,1,2} e B ={0, 1, 2,10, 20}, seja a relacao de A em

B expressa pela féormula matematica y =x, com x € A ey € B.

A B

=

Esse exemplo nao representa uma fungao de A em B, pois ao elemento —1 do

conjunto A nao esté associado nenhum elemento do conjunto B.
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Exemplo 12

Observando a sequéncia de poligonos convexos da Figura e o numero de diagonais
que partem de cada vértice, podemos estabelecer uma funcao entre o niimero de lados

dos poligonos e o niimero de diagonais.

X Yy
4 1
5 2
6 3
X | x—3

Sejam A = {4,5,6,...} e B = {1,2,3,...} conjuntos que representam, respectiva-
mente, o nimero de lados dos poligonos e o nimeros de diagonais. A relacao funcional
f de A em B é, neste caso, definida pela lei f(x) = x — 3, x € A. Em outras palavras,

para todo x € A existe um tnico y € B tal que y =x — 3.

O gréafico de uma func¢ao auxilia na anélise da variacao de duas grandezas e pode ser

representado em um sistema cartesiano.

Definicao 5: Grafico

Dados dois conjuntos nao-vazios A e B e f uma funcao de A em B. O grafico da
fungao f é um subconjunto G(f) de A x B formado pelos pares ordenados (x,y) tais

que y = f(x). Em outras palavras,

G(f) ={(x,y) e AxB:y="~(x)}.

Exemplo 13
(a) Se A ={-2,—-1,0,1,2} e B ={—6,—3,0, 3, 6}, entao
AxB={(x,y):x€AeyecB}L

A relacao funcional f de A em B definida pela lei f(x) = 3x, com x € A, tem

como grafico o conjunto

G(f) ={(x,y) e AxB:y=3x}L
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Exemplo 13

Em forma de lista,
G(f) = {(—2, _6)) (_1 ) _3)) (0) 0)) (] ) 3), (2) 6)}'

Podemos representar o grafico dessa fungao pelo diagrama de flechas (ver item

(a) do Exemplo 10) e no plano cartesiano.
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(b) Se A ={0,5,15} e B ={0, 5,10, 15, 20, 25}, entao
AxB={(xy):x€AeyeBhL

A relagao funcional f de A em B definida pela lei f(x) = x+5, com x € A, tem

como gréafico o conjunto
G(f) ={(x,y) e AxB:y=x+5}

Em forma de lista,

Podemos representar o grafico dessa fungao pelo diagrama de flechas (ver item

(b) do Exemplo 10) e no plano cartesiano.
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(¢) Se A={-3,—-1,1,3} e B ={1,3,6,9}, entao

AxB={(x,y):x€AeyeBhL

2

A relagao funcional f de A em B definida pela lei f(x) = x*, com x € A, tem como

grafico o conjunto
G(f) ={(x,y) €A xB:y=x"L

Em forma de lista,

G(f) = {(_3>9)) (_1) 1 )’ (1) 1 )) (3a 9)}

Podemos representar o grafico dessa funcdo pelo diagrama de flechas (ver item (c)

do Exemplo 10) e no plano cartesiano.

2.3. A NOCAO DE FUNCAO ATRAVES DE CONJUNTOS



Exemplo 13

(d) O valor futuro y de um investimento em renda fixa, depende do tempo t desse

investimento. Digamos que a taxa de juros, neste caso, ¢ de 2% ao ano e o
investimento inicial é de 100 reais. A relagao entre o valor futuro y e o tempo de

investimento t é dado pela formula matematica
y =100 x (1,02).

Neste caso, podemos estabelecer uma relagao funcional f entre os conjuntos A =
R, e B = R, através da lei f(t) = 100 x (1,02)', t € A. O grafico de f é o
conjunto

G(f) = {(t,y) € Ry x R, :y = 100 x (1,02)!}.

Nao podemos descrever esse conjunto em forma de lista, logo nao ha represen-
tacao pelo diagrama de flechas. Todavia, podemos representid-lo em um plano

cartesiano.

y =100(1.02)"

100 200 300 400 500 600 700
1

0 20 40 60 80 100

2.4 Exercicios

1. (a) Se (x +2,2y —4) = (8x,3y — 10) com x e y namero reais, entdo qual o valor de
xey?
(b) Seja A x B ={(1,0), (1,1), (1,2)}, determine os conjuntos A e B. Descreva-os em
forma de lista.
(c) Sabendo que {(1,-2),(3,0)} C A? e |A%| = 16, represente em forma de lista os
elementos de A2,
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1. Dados os conjuntos A = [1,3], B = (—2,1] e C ={2,0, 1}, descreva pelo método da

compreensao e represente no plano cartesiano cada um dos seguintes conjuntos:

(a) A x B; (d) C x B;
(b) B x A; (b) B%;
(c) AxC; (e) C2.

Algum dos conjuntos especificados nos itens anteriores pode ser descrito em forma de

lista? Justifique.

2. Descreva pelo método da compreensao e represente no plano cartesiano o grafico de

cada uma das seguintes relacgoes:

(a) R é uma relacdo entre A = [-5,5] e B = R expressa pela formula x? +y? = 25,
comx € Aeye€B.

(b) R é uma relacdo entre A = [-1,1] ¢ B = R expressa pela formula x* +y? = 1,
comx € Aeye€B.

(c) R é uma relagao entre A = R — {0} e B = R expressa pela formula y = 1/x, com
x€eAeycB

(d) R & uma relacao entre A = R —{0} ¢ B = R expressa pela formula y = /X, com
x€AeycB

(e) R é uma relagao entre A = R e B = R expressa pela condi¢ao y —x < 0, com
xE€AeycB.

Alguma das relacoes especificadas nos itens anteriores é uma funcao? Se sim, quais?

Por qué?

3. Em cada um dos itens abaixo, faca um diagrama de flechas para representar a relacao

f do conjunto A no conjunto B e diga se f é ou nao uma funcao. Justifique.
(a) f & uma relacdo de A ={0,1,2} em B ={0,1,2,3,4,5,6} expressa pela formula
y=x+3,comx € AeycB.
(b) f é uma relacdo de A = {—1,0,1,2} em B = {0,2,4, 6,8} expressa pela formula
y=2x,comx€Aeye€B.
(c) fé uma relacao de A ={0,1,2,3} em B = {0, 1, 8} expressa pela formula y = x3,
comx € AeyeB.
(d) féumarelagao de A ={4,9}em B ={—3,—2, 2, 3} expressa pela formula y = /X,
comx €AeyeEB.
(e) féumarelacaiode A ={—1,0,1,2,3}em B = {%, 1,2,4, 6, 8} expressa pela formula,
y=2comx € Aeye€B.
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4. Para cada uma das situagoes problemas a seguir especifique: (1) a variavel dependente,
(i1) a variavel independente, (iii) dois conjuntos A e B especificados pelas grandezas
envolvidas, (iv) a lei da relacao funcional f de A em B e (iv) a formula matemaética
definida pela lei f. Descreva o grafico de f pelo método da compreensao e represente-o

no plano cartesiano.
(a) Queremos propor um modelo matematico para ajudar um carpinteiro a determi-
nar quantos metros de cerca ele deve comprar para cercar areas circulares.
(b) Queremos propor um modelo matematico para ajudar um vendedor a determinar

quantos litros de dgua tanques cilindricos com 2 metros de altura comportam.

Algum dos graficos especificados nos itens anteriores pode ser descrito em forma de

lista? Justifique.

2.5 Dominio, contradominio e imagem

Dados dois conjuntos numéricos nao-vazios A e B, a funcao f de A em B é uma relacao
que associa para todo elemento x de A um tnico elemento y em B através de uma féormula
matemética do tipo y = f(x), em que f(x) é uma expressao matematica chamada de lei
da funcao f. Assim, sempre que f for uma fungao de A em B, vamos utilizar a notagao

f: A — B. Podemos escrever também

f:A—B

x — f(x).

Em outras palavras, a funcao f transforma cada elemento x de A em um tnico elemento y

em B através da formula matemética y = f(x).
Exemplo 14

(a)

£:{1,2) = {1,2)

x — f(x) = x.

A fungao f transforma cada elemento x € {1,2} em um tnico elemento y € {1, 2}

através da formula matematica y = x.
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Exemplo 15
(b)

g:N—=R
x = g(x) = V.

A fungao g transforma cada ntimero natural x em um numero real y através da

formula matematica y = /x.
(c)
h:R—{0} >R

x — f(x) :J_c'

A fungao h transforma cada ntimero real x, x # 0, em um unico nimero real y

através da féormula matematica y = 1/x.

Defini¢ao 6: Dominio, contradominio e imagem

Dados dois conjuntos nao-vazios A e B e f: A — B uma funcao.

(a) O conjunto D(f) dos elementos x € A para os quais existe y € B tal que y = f(x)
¢ chamado de dominio da fun¢ao f. Como f ¢ uma fungao todos elementos de
A possuem essa propriedade. Assim, D(f) = A. Em outras palavras, D(f) é o

conjunto sobre o qual a funcgao f esta definida.
(b) O conjunto de chegada B é chamado de contradominio da funcao f.

(c) Para cada elemento x € A, o elemento y € B é denominado imagem de x pela

fungao f quando y = f(x).

(d) Chamamos de conjunto imagem da funcao f ao subconjunto Im(f) C B de

todos elementos y € B para os quais existe x € A tal que y = f(x).
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(a) Seja

f:{0,1,2,3} - {0,1,2,3,4,5,6}
x — f(x) = 2x.

A funcao f transforma cada elemento x € {0,1,2,3} em um tnico elemento y €
{0,1,2,3,4,5,6} através da formula matematica y = 2x. Neste caso,
e 0 dominio da fun¢ao f é o conjunto D(f) ={0, 1,2, 3};
e o contradominio da funcao f é o conjunto {0, 1,2, 3,4,5,6} ;
e a imagem da funcao funcao f é o conjunto Im(f) = {0, 2,4, 6}, pois
(0
f(1) =2 x1=2, aimagem do 1 pela f é o 2;

)=2x0=0, aimagem do 0 pela f é o 0;
f(1) =
f(2) =2 x 2 =4, aimagem do 2 pela f é o 4;
f(3)

f(3) =2 x 3 =6, aimagem do 3 pela f é 0 6.

O gréafico da fungao f é o conjunto
G(f) ={(x,y) €{0,1,2,3} x{0,1,2,3,4,5,6} : y = 2x}.

Neste caso, podemos representar o grafico de f pelo diagrama de flechas e no plano

cartesiano.

y=2x
DX B

2.5. DOMINIO, CONTRADOMINIO E IMAGEM



Exemplo 16

(b) Seja

9 :{_3>_])0)2}_){_])0)1)2)3)4}

X g(x) =x+ 2.

A fungao g transforma cada elemento x € {—3,—1,0,2} em um tnico elemento

y €{—1,0,1,2,3,4} através da formula matematica y = x + 2. Neste caso,

e 0 dominio da fungado g é o conjunto D(g) ={-3,—1,0, 2};

e o contradominio da fungao g é o conjunto {—1,0,1,2,3,4} ;

e a imagem da fungao fungdo g é o conjunto Im(g) ={—1,1,2,4}, pois

o g(—3)=—-3+2=—1, aimagem do —3 pela g é 0 —1;

—1)=—142=1, aimagem do —1 pela g é o 1;

o g(
o g(0) =
o g

O grafico da funcao g ¢ o conjunto

G(g) :{(X)y) € {_33_])0)2} X {—1,0,1,2,3,4}1}3 :X+2}-

Neste caso, podemos representar o grafico de g pelo diagrama de flechas e no

plano cartesiano.

D(§) B

I

N O\ h =

0+2 =2, aimagem do O pela g é o 2;
2) =242 =4, aimagem do 2 pela g é o 4.

y=X+2
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(c) Seja

h:N— N
x— h(x)=x+1.

A fungao h transforma cada ntmero natural x em outro ntimero natural y através
da férmula mateméatica y = x + 1. Neste caso,

e 0 dominio da fun¢ao h é o conjunto D(h) = N;

e o0 contradominio da fun¢ao h é o conjunto N ;

e a imagem da fungao func¢ao h é o conjunto Im(h) = N*, pois
h(
h(
h(
h(3) =341 =4, aimagem do 3 pela h é o 4;

o

=04+1=1, aimagem do O pelah éo 1;

@)

0)
1)=1+1=2, aimagem do 1 pela h é o 2;
2)

@)

=2+1=3, aimagem do 2 pela h é o0 3;

O

o e assim por diante.

O grafico da funcao h é o conjunto

Gh)={(x,y) e NxN:y=x+1}
Neste caso, podemos representar o grafico de h pelo diagrama de flechas, mas por
ele possuir uma cardinalidade infinita preferimos representé-lo no plano cartesi-

ano.

y=x+1
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Seja

f:R—R
2x—3

x = f(x) = 5

(a) Qual é a imagem de —1 pela f?

(b) Qual é o elemento do dominio da f que possui —3/4 como imagem?

(¢c) Qual é o conjunto imagem da funcao f?

(d) Qual é o grafico da funcao f? Represente-o no plano cartesiano.
Solugao.

(a) A imagem de —1 pela f € f(—1) = —1, pois

2x(=1)]-3
5

f(—1) = — 1.

(b) Queremos encontrar x € R tal que f(x) = —3/4. Logo,

3 2x—3 3 3
f(x)__Z(:) = ——Z(:)Sx—12——15(:)x_—§,

Portanto, o elemento do dominio da f que possui —3/4 como imagem € o —3/8.
(¢c) O conjunto imagem € Im(f) = R.

(d)

-100 -50 0 50 100
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Exemplo 18
Seja

g:R—R

x — f(x) = ax + b,

em que a e b sdo constantes reais. Sabendo que f(1) =4 e f(—1) = 2, qual é o valor
de a e b?

Solugao. Como para todo x € R temos f(x) = ax+b e f(1) =4 temos
4=a+b.

Além disso, f(—1) = 2. Logo,
2=—a+b.

Vamos, entao, resolver o sequinte sistema linear

a+b =4
—a+b =2,

cuja solucio € a =1 eb = 3.

Nestas notas, estamos interessados em fungoes reais de uma variavel, isto é, aquelas cujo
contradominio é o conjunto dos nimero reais. A definicao de uma funcao real consta de trés
ingredientes: dominio, contradominio e a lei da funcao. Quando definimos uma funcao f,
o dominio D(f), que é o conjunto de todos os valores possiveis que a variavel independente
pode assumir, pode ser dado explicita ou implicitamente. Até agora sempre que definimos
a lei de uma funcao explicitamos qual o dominio dela. No entanto, quando o dominio nao
esta explicito, devemos considerar para esse dominio o maior subconjunto D(f) C R que
tornam possiveis em R as operacoes matemaéticas indicadas pela lei da fun¢ao. No Exemplo

19 ilustramos esta ideia.

Exemplo 19

Em cada um dos itens a seguir diga qual é o maior subconjunto D(f) C R tal que a
lei f(x) define uma funcao f: D(f) — R.
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(a) f(x) =2x—5.

_2x—3
Cox—=2

(c) f(x) =+vx—2.

(d) f(x) =vx—4+

(b) f(x)

1
Ve
(e) f(x) =In(x).

Solucgao.

(a) A expressao matemdtica 2x—5 estd bem definida para todo x € R. Logo, D(f) = R.

-3
(b) A expressao matemdtica 2 estd bem definida para todo x € R tal que x —2 #

0. Logo, D(f) = {x € R:x £ 2} = R—{2}.

(c) A expressdao matemdtica \/x — 2 estd bem definida para todo x € R tal que x—2 >
0. Logo, D(f) ={x e R:x > 2} = [2, +00l.

(d) A expressao matemdtica vV/x —4 +
quex—4>0ex—2>0. Logo,

estd bem definida para todo x € R tal

1
vVx—2

Df)={xeR:x—4>0ex—2>0}
={xeR:x>4ex>2}
={xeR:x >4}
= [4, +o0l.

(e) A expressao matemdtica In(x) estd bem definida para todo x € R tal que x > 0.
Logo, D(f) ={x e R:x >0} =R,.

Observando o grafico de uma fungao no plano cartesiano podemos algumas vezes deter-
minar o seu dominio e a sua imagem. Geometricamente, o dominio de uma funcao pode ser
visto como o conjunto das abscissas dos pares ordenados do gréfico tais que as retas verti-
cais conduzidas por esses pares intersectam o grafico da func¢ao. Por outro lado, o conjunto
imagem de uma fung¢ao é o conjunto das ordenadas dos pares ordenados do graficos tais que

as retas horizontais conduzidas por esses pares intersectam o grafico da funcao.
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Exemplo 20

Em cada um dos itens a seguir representamos em um plano cartesiano o grafico de uma
fungao g. A partir da observagao da representagao de cada grafico vamos determinar o

dominio D(g) e a imagem Im(g) da funcéo g.

(a) Neste caso, D(g) = [1,4] e Im(g) = [1,3].

lume

(b) Neste caso, D(g) = [—2,3[ e Im(g) = [-2,2].

R

dominia
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(c) Neste caso, D(g) = [—1,1[ e Im(g) = [1/2,2].

¢~

‘
-1 ° x

dominie

A representagao do gréafico de uma relagao no plano cartesiano pode nos ajudar também
a decidir se essa relagao é ou nao uma fungao. Vimos que dados dois conjuntos nao-vazios
A e B para que a relacao f de A em B seja uma funcao devemos ter para todo x € A, um
tnico correspondente y € B tal que y = f(x). Geometricamente, isso significa que qualquer
reta perpendicular ao eixo das abscissas que intersecta o grafico deve fazé-lo em um tnico
ponto. Assim, se a reta intersectar a representacao do grafico em mais de um ponto, esse

grafico nao é o grafico de uma funcao.

Exemplo 21

Em cada um dos itens a seguir representamos em um plano cartesiano uma relagao h
expressa por uma féormula matemética. A partir da observacao da representacao cada

grafico vamos determinar se é ou nao o grafico de uma fungao.

(a) Qualquer reta perpendicular ao eixo das abscissas intersecta o grafico em um tnico

ponto. Portanto, h é uma funcao.
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C

f

(b) Existem retas perpendicular ao eixo das abscissas que intersectam o grafico em

mais de um ponto. Portanto, h nao é uma funcao.

> N

(c) Existem retas perpendicular ao eixo das abscissas intersecta o grafico em mais de

um ponto. Portanto, h nao é uma funcao.

[ .

U(

rY
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Seja f: R — R uma fungao tal que
e f(x+y) =f(x)f(y) para todo x,y € R;
o f(1)=2;
o f(v2) =4
Qual é a imagem de 3 + v/2 pela f?

Solucgdo. A imagem de 3+ /2 pela f € o valor f(3 +V/2). Assim,

(3 +V2) = £(3)f(V2)

Portanto, (3 +v/2) = 32.

Exemplo 23
Sejam

f:-R—-R
x — f(x) =3x+2m

g:R—R
x— g(x) =—2x+1,

em que m é um constante real. Encontre o valor de m sabendo que f(0) — g(1) = 3.
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Solugao. Note que f(0) =2m e g(1) = —1. Logo,

f(0)—g(1)=3&2m+1=3
SEm=1.

Exemplo 24

Sejam as funcoes f : R — R definida por f(x) = x* e g : R — R definida por

f(x +h) —f(x)

Q(X) = h ’

em que h € R* fixo. Determine a lei g(x).

Solucao. Como f(x) = x* para todo x € R seque que

(x + h)? —x?
h
x>+ 2xh + h? —x?
h

g(x) =

=2x+ h.

2.0 Exercicios

1. Assinale as afirmacoes verdadeiras.

(a) Uma relagdo f de A em B é uma fungao se para todo x € A existe um unicoy € B
tal que y = f(x).

(b) O gréfico de uma funcao ¢ um conjunto de pares ordenados.

(c) Sempre podemos descrever o grafico de uma func¢ao em forma de lista.

(d) Sempre podemos descrever o grafico de uma fungao pelo método da compreensao.

(e)

e) Sempre podemos representar o grafico de uma fung¢ao no plano cartesiano.
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(f) Sempre podemos representar o grafico de uma funcao pelo diagrama de flechas.

(g) Sempre podemos representar o produto cartesiano entre dois conjuntos nao-vazios

no plano cartesiano.

(h) Sempre podemos representar o produto cartesiano entre dois conjuntos nao-vazios

pelo diagrama de flechas.

(i) Pares ordenados podem ser representados ou como um ponto no plano cartesiano

ou através de uma flecha no diagrama de flechas.

(j) Se f: A — B é uma fungao entdao D(f) = A.

(k) Se f: A — B ¢ uma funcao entao o contradominio de f é B.

(1) Se f: A — B ¢ uma funcao entao a imagem de f é o conjunto Im(f) dos elementos
y € B para os quais existe x € A tal que y = f(x).

2. Seja g uma fungao real cuja lei é

_ox 1
Cox+1 2x—3°

g(x)

Determine o maior dominio D(g) C R, a imagem de 1 pela g, um valor x € D(g) cuja

imagem é 3€0 conjunto imagem Im(g).

3. Seja f: R — R uma funcao definida por f(x) = mx +n com m,n € R constantes. Se
f(2) =3 e f(—1) = =3, calcule m e n.

4. Seja f: R — R uma funcao definida por f(x) = x> e g : R — R uma funcio definida

por
(x) = f(x +h) — f(x)
g\x) = h y

em que h € R é uma constante. Calcule g(x).

5. Determine o maior dominio D(h) C R para o qual a fun¢ao h com lei

1
Jxid

esteja bem definida. Explicite em forma de intervalo. Podemos descrever D(h) em

h(x) = vx +

forma de lista, por qué?

2.7 Valores de uma funcio

Dados um subconjunto nao-vazio A C R e uma funcao real de uma variavel f: A — R,
alguns conjuntos de possiveis valores que essa funcao pode assumir sao de grande interesse na

modelagem matemética. Além disso, o conhecimento de alguns desses conjuntos de valores

2.7. VALORES DE UMA FUNCAO



pode auxiliar na representacao do grafico da funcao no plano cartesiano.

Definigcao 7: Raiz de uma fungao

Dados um subconjunto nao-vazio A C R e uma fungao real de uma variavel f: A — R,
dizemos que x é raiz da funcao f quando a imagem de x pela f é zero, isto &, f(x) = 0.

O conjunto determinado pelas raizes de uma funcao é denotado por R(f), ou seja,

R(f) ={x € A:f(x) =0}

v o N
RaE RaE \—jm x

Figura 2.4: Representagao do grafico de uma funcao no plano cartesiano com as raizes da
funcao sendo explicitas.

Exemplo 25

Em cada um dos itens abaixo é definida a lei de uma func¢ao real de uma variavel.
Para cada caso, determine o maior conjunto dominio, conjunto das raizes e o grafico da

fungao. Represente o grafico no plano cartesiano.
(a) f(x) =—3x+5.
(b) g(x) = (x+1)(x+2).
(c) h(x) =log(x + 3).

(d) p(x) =2""

(e) q(x) =

1
X
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Solugao.

(a) Neste caso, D(f) =R e

R(f) ={x € D(f) : f(x) = 0}
={xeR:-3x+5=0}

5
= R:x==
frern-2)
_J3
= 15[
. , L3 ) ) :
Portanto, a unica raiz da funcao f é s O grdfico de f € o conjunto
G(f) ={(x,y) eRxR:y=-3x+5}

e sua representacdo no plano cartesiano €

y=-3x+5

15 20

1.0

0.5

-05 0.0

-1.0
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(b) Neste caso, D(g) =R e

R(g) ={x € D(g): g(x) =0}
={xeR:(x+1)(x+2) =0}
={xeR:x=-1oux=-2}
={-1,-2}

Portanto, as raizes da fun¢io g sao —1 e —2. O grdfico de g € o conjunto
Glg) ={(x,y) eRxR:y=(x+1)(x+2)}

e sua representacao no plano cartesiano é

y=(x+1)(x+2)

1.5 20

1.0

0.5

0.0
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(¢c) Neste caso, D(h) = (—3,+0) e

R(h) ={x € D(h) : h(x) =0}
={x € (—3,400) : log(x + 3) = 0}
={x€(-3,40):x+3=1}
—2}

={x e (—3,400) : x
={-2}

Portanto, a unica raiz de h é —2. O grdfico de h € o conjunto
G(h) ={(x,y) € (—3,+00) x R:y =log(x + 3)}

e sua representacdo no plano cartesiano €

y =log(x +3)
e ]
o
o
o
o
v
>~ 9 7
e
Qo
o
S -
T | | T T | T
3.0 2.5 2.0 1.5 1.0 0.5 0.0
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(d) Neste caso, D(p) =R e

R(p) ={x € D(p) : p(x) =0}
=xeR: 2" =0}
= .

Portanto, a fungao p nao possui raizes. O grdfico de p € o conjunto
G(p) ={(x,y) eRxR:y=2""}

e sua representacao no plano cartesiano é

2x+1

<
I

y
1000 1500 2000
| | |

500
|

-10 -5 0 5 10

(e) Neste caso, D(q) =R* ¢
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Portanto, a fungao q nao possui raizes. O grifico de q € o conjunto

G(q) = {(X,y) eER*xR:y :l}

X

e sua representacao no plano cartesiano é

X | =

100
|

-50
|

-100
|

Dados um subconjunto nao-vazio A C R e uma fungao real de uma variavel f : A — R,

o conjunto dos elementos do dominio para os quais a f assume valores positivos é
P(f) ={x e A:f(x) >0}
e o conjunto dos elementos do dominio para os quais a f assume valores negativos é

N(f)={x e A:f(x) <0}
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{:a) >0

5:(1) <0

Figura 2.5: Representagao do grafico de uma fungao no plano cartesiano explicitando os
intervalos do dominio relativos ao sinal da fungao (positiva ou negativa).

Exemplo 26

Em cada um dos itens abaixo ¢ definida a lei de uma funcao real de uma variavel.

Para cada caso, determine o maior conjunto dominio, o conjunto das raizes, o conjunto

para os quais a fun¢ao assume valores positivos e aquele no qual a fungao assume valores

negativos.

(a) f(x) =2x —4.

Solugao.
(a) Neste caso, D(f) =R, o conjunto das raizes de f é
R(f) ={x € D(f) : f(x) = 0}
={xeR:2x—4 =0}
={xeR:x=2}
= {2}>
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o conjunto dos elementos do dominio D(f) para os quais f assume valores positivos
é
P(f) ={x € D(f) : f(x) > 0}
={xeR:2x—4 > 0}

={xeR:x>2}
=(2,+OO),

e o conjunto dos elementos do dominio D(f) para os quais f assume valores nega-

tivos é

N(f) ={x € D(f) : f(x) < 0}
={xeR:2x—4 <0}

={xeR:x<2}
= (—o0,2).
%
@ él eixo doa abeimox

(b) Neste caso, D(g) = R, o conjunto das raizes de g ¢

R(g) ={x € D(g) : g(x) =0}
={xeR:(x—4)(x—2) =0}
={xeR:x=2o0ux=4}
=1{2,4},

o conjunto dos elementos do dominio D(g) para os quais g assume valores positivos é
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P(g) ={x € D(g): g(x) >0}
={xeR:(x—4)(x—2) >0}
={xeR:x<—-2oux>4}
= (—00,2) U (4, +00),

e o conjunto dos elementos do dominio D(g) para os quais g assume valores
negativos é

N(g) ={x € D(g) : g(x) <0}
={xeR:(x—4)(x—2) <0}
={xeR:2<x<4}
= (2,4).

eix0 do» Oburmay T f
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+
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(c) Neste caso, D(h) = R —{3}, o conjunto das raizes de h é

R(h) ={x € D(h) : h(x) =0}
—1

:{XER—{S}:X :o}
x—3
={xeR—{3}:x=1}

= {1})

o conjunto dos elementos do dominio D(h) para os quais h assume valores posi-
tivos é
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P(h) ={x € D(h) : h(x) > 0}
:{xeR—B}:X_] >0}
x—3

={xeR—{3}:x<1oux>3}
= (_00)1)U(3)+00))

e o conjunto dos elementos do dominio D(h) para os quais h assume valores
negativos é

N(h) ={xeD(h):h(x) <0}

= {XG]R—{S}:ZE:; <O}

={xeR—{3}:1<x<3}

-
R
W

| :
[ erxe don ab e 1 .
S, 0 7

(d) Neste caso, D(p) =R, o conjunto das raizes de p é

R(p) ={x € D(p) : p(x) = 0}
={xeR:x*—3x+2=0}
={xeR:x=1Toux=2}
={1,2},

o conjunto dos elementos do dominio D(p) para os quais p assume valores positivos
é
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P(p) = {x € D(p) : p(x) > 0}
={xeR:x*—3x+2>0}
={xeR:x<1oux>2}
= (—o0, 1) U (2, +00),

e o conjunto dos elementos do dominio D(p) para os quais p assume valores
negativos é

N(p) ={x € D(p) : p(x) < 0}
={x6R:x2—3x+2<0}
={xeR:1<x<2}
= (1,2).

@ @

1 2 eixs dos obumos
S

(e) Neste caso, D(q) =R, o conjunto das raizes de q ¢

R(q) ={x € D(q) : q(x) = 0}

fren ()7

:Q,

o conjunto dos elementos do dominio D(q) para os quais ¢ assume valores positivos
é
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P(q) ={x € D(q) : q(x) > 0}
3x+1
= {XGR: (%) >O}
=R,

e o conjunto dos elementos do dominio D(q) para os quais q assume valores

negativos é

N(p) ={xeD(p):q(x) <0}

e

=J.

y _ (1 /3)3x+1

250
|

100
|

Definicao 9: Ponto de maximo e ponto de minimo.

Dados um subconjunto nao-vazio A C R e uma func¢ao real de uma variavel f : A — R,
o elemento Xy.x € A é dito ser um argumento maximo de f quando f(Xpa) > f(x)
para todo x € A. Por outro lado, um elemento x,;, € A tal que f(xmin) < f(x) para
todo x € A é dito ser um argumento minimo de f. O valor maximo de f é f(Xyay)
e o valor minimo de f é f(Xyun). O ponto (Xmax, f(Xmax)) € dito ponto de maximo

de f e 0 ponto (Xmin, f(Xmin)) € dito ponto de minimo de f.
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Figura 2.6: Representagao do gréafico de uma fungao no plano cartesiano explicitando os
argumentos maximo e minimo e os respectivos valores maximo e minimo.

Exemplo 27

Em cada um dos itens abaixo ¢ definido dominio e a lei de uma fungao real de uma
variavel f : A — R. Determine os argumentos maximos e minimos e os respectivos

valores méaximo e minimo de f.
(a) A=Re f(x)=—x*+2x—1.

x+1, sex>1,
(b) A=[-1,2]ef(x) =
2, se x < 1.

(c) A={1,2,3,4} e f(x) = e~

(d) A=4,8) e fix) = § B0 sex=3
\/7_c se x < 5.

Solugao.
(a) Neste caso, o grafico de f é o conjunto

GIf)={(x,y) eERxR:y=—x*+2x—1}

e sua representacao no plano cartesiano é
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y=—x2+2x—1

Como a representacao do grafico de f no plano cartesiano é uma paréabola com
concavidade para baixo segue que nao existe argumentos minimo e nem valor

minimo, mas Xpax = —1 € f(Xpax) = 0.

(b) Neste caso, o grafico de f é o conjunto
G(f) ={lx,y) e [, 1] xR:y=x+T1}U{(x,y) € (1,2] x R:y =2}

e sua representacao no plano cartesiano é

Portanto, Xmin € [_1) 1]7 Xmax = 27 f(xmin) =2e f(xmax) =3.
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(c) Neste caso, o grafico de f é o conjunto
G(f) = {(X,U) € {])2)3)4} XR: Y= e}
e sua representac¢ao no plano cartesiano é

y = exp(x)

30 40 50
|

20
|
o

Portanto, Xmin = 1, Xmax = 4, f(Xmin) = € € f(Xmax) = €*.

(d) Neste caso, o gréafico de f é o conjunto

G(f) ={(x,y) € {4} x R:y =X} U{(x,y) € {8} x R:y = log,(x)}

e sua representacao no plano cartesiano é

3.0

2.6 2.8

24

2.2

2.0

Portanto, Xmin =4, Xmax = 8, T(Xmin) = 2 € f(Xmax) = 3.
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Uma pesquisadora que estuda o decrescimento da populacao de coelhos em uma
floresta decide utilizar uma fungao exponencial para modelar o nimero de coelhos em
fungao do tempo (em anos). Ela propde a utilizar a func¢ao f : [0,4+00) — [0, +00)
definida por
300e73%0 set e [0,1)

0, set>1

De acordo com essa funcao, qual é o nimero minimo e o niimero maximo de coelhos na
populagao?

Solugao. A quantidade méxima de coelhos ocorre no tempo t = 0, logo é f(0) = 300,
enquanto a quantidade minima de coelhos ocorre apos 1 ano e é 0 coelho. A seguir

representamos o grafico dessa fun¢ao no plano cartesiano.

150 200 250 300
| |

100
|

2.8 Exercicios

1. Julia faz o seguinte célculo com ntmeros inteiros positivos: ela escolhe um nimero,
eleva esse nimero ao cubo e subtrai desse cubo o proprio nimero.
(a) Qual ¢é a variavel independente?
(b) Qual é a variavel dependente?

(¢) Definia o dominio, um contradominio, o conjunto imagem e a lei da funcao que

fornece o resultado do calculo de Jualia?
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(d)
(e)

(f)

(k)

Qual é o valor do célculo de Julia com o namero 37

Qual é o numero que deve ser escolhido por Jilia para que o resultado do célculo
seja 13207

Qual é o numero que deve ser escolhido por Jilia para que o resultado do calculo
seja 07

Quais numeros que devem ser escolhidos por Julia para que o resultado do célculo
seja um numero positivo?

Quais nimeros que deve ser escolhidos por Julia para que o resultado do calculo

seja um numero negativo?

Existe algum nimero que Jilia pode escolher de forma que o calculo produza como
resultado um nimero menor do que o que poderia ser produzido com qualquer
outro nimero que ela tivesse escolhido? Em caso afirmativo, qual é esse niimero

e qual o valor produzido pelo calculo de Julia?

Descreva o grafico da funcao especificada no item (c) pelo método da compreensao
e represente-o no plano cartesiano explicitando o valor em que a fungao intersecta

o eixo das abcissas.

Neste grafico a fungao possui intersec¢ao com o eixo das ordenadas? Por qué?

2. Em cada um dos itens a seguir esta representado o grafico de uma funcao f em um

plano cartesiano. A partir da anélise dessas representagoes diga qual é o dominio da

funcao D(f) e qual é o conjunto imagem Im(f).

e

1\

: i BT (ST SN T Fousamaney | ==
1%, A |
[ ! | ‘ Ny i a ! .
D G b WA S : ‘ | 3 d
—_—_— . |-3 ol \i 4 x ! ‘
C - } y | 1 5 |
2 : 3

3. Em cada um dos itens a seguir esta representado o grafico de uma relagao f em um
plano cartesiano. A partir da analise dessas representagoes diga quais dessas relagoes

é uma funcao. Justifique.
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4. Para cada uma das fungoes f: A — R, A C R, determine qual é o maior conjunto A

tal que a funcao f estd bem definida. Em outras palavras, determinar o maior dominio
de f.
1 1
f(x) = .
) ) = o 720 T x—3

(b) f(x):\/(2x—1)(—>;+3)(x+1)_

ox+1 1 B 7x
(c) f(x)—\/erm 7
(d) f(x) =log(x*+2).

5. (a) Seja f:R — R a funcio definida por f(x) = x?

a tal que f(a+1) =0.

—x — 12, determine os valores de

(b) Seja g:R — R a fungao definida por g(x) = ax+b,em que a € R—{0} e b € R.
SexeRefeRcom x# 3, encontre o valor de

g(a) —g(B)
ax—p

(¢) Seja h: N — Z uma fungao tal que
e h(0) =2,
e h(l) =3,
e hin+1)=2h(n)—h(n—1).
Qual é a imagem do 5 pela h?

(d) Seja f:[—1,1] — R definida por

x2—1 sex>0,
f(x) =

x— 1 se x < 0.
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Determine R(f), P(f), N (f) e, se existirem, os argumento méximo, valor maximo,
argumento minimo e valor minimo. Descreva o gréfico de f e represente-o no plano

cartesiano.

2.9 Funcdes mondtonas

Dados um subconjunto nao-vazio A C R e uma fungao real de uma variavel f : A — R,

dizemos que f é mondtona do tipo
(a) crescente quando para todo x; € A e x; € A tal que X1 < x; temos f(x1) < f(x;).

f(x2)

f(x1)

xv

(b) decrescente quando para todo x; € A e x; € A tal que x; < x; temos f(x;) >

f(Xz).

f(x)

|

x

(%)
X1 Xo

(c) nao-decrescente quando para todo x; € A e x; € A tal que x; < X; temos

f(x1) < f(x2).
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f(x2)

f(x1)

f(x2)

Ay

f(x1)

- — — — — 4

X1

xv

(d) nao-crescente quando para todo x; € A e x; € A tal que x; < X temos

f(x1) > f(x2).

f(x1)

f(x2)

\

f(x1)

f(x2)

ol 4

X1 X2

X1

X2

<y

Exemplo 29

Em cada um dos itens abaixo é definido dominio e a lei de uma fungao real de uma

variavel f: A — R. Classifique-as quanto a sua monotocidade e justifique.

(a) A=Ref(x) =x+2.

(b) A=Ref(x) =—3x+5.

2*  sex >0,
(c) A=Ref(x) =

1 se x < 0.

x? sex <0,
(d) A=Nef(x) =

0 sex>0.
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Solugao.

(a) Sejam x; € R e x; € R tal que x; < x;. Temos
X1<XEX+H2<x+28E f(x) < f(x2).
Portanto, f ¢ monoétona crescente.

y=Xx+2

(b) Sejam x; € R e x; € R tal que x; < x;. Temos

X1 <X2&E —=3x1 > 3% -3 +5>-3x+5E f(x) > f(x2).

Portanto, f é mono6tona decrescente.

y=-3x+5
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(c) Sejam x; € R e x; € R tal que x; < x2. Vamos dividir em trés casos:

(1) quando x; < 0 e x; < 0 temos
X1 <x <0& f(x1) =f(x) =1.
(i1) quando x; < 0 e x; > 0 temos
x1 <x & f(x1) < fx),

pois f(x1) =1 e f(xy) > 1 para todo x, > 0.

(iii1) quando x; > 0 e x, > 0 temos
X1 <X & AL GUACIR N f(X]) < f(Xz).

Portanto, f é mono6tona nao-decrescente.

25 x 20
%_{1 m x<O.
f
.
o x

(d) Sejam x; € R e x, € R tal que x; < x,. Vamos dividir em trés casos:

(1) quando x; <0 e x, <0 temos
X <X & x% > x% & f(xy) > f(x2).
(il) quando x; <0 e x; > 0 temos

x1 < x2 & f(x1) > f(x2),
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pois f(x;) =0 e f(x;) > 0 para todo x; < 0.

(ii1) quando x; > 0 e x; > 0 temos

0 < xq <X2@>f(X1) :f(Xz) =0.

Portanto, f € mondtona nao-crescente.

2
a={x . x7 0,
O »re x<0

Algumas fung¢ées nao s@ao mondtonas em todo dominio, porém sao mondtonas em sub-

conjuntos nao-vazios desse dominio.

Exemplo 30
Considere uma funcao real de uma variavel f cujo grafico representado no plano
cartesiano é como na figura a seguir.

A y
40 t

-2
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Neste caso, D(f) = [—1,4]. A funcao f ndo é monotona em D(f) porém é mondtona em
[—1,0], [0,1], [1,3] e [3,4].

Exemplo 31

Um depdsito, contendo inicialmente 600 litros de agua, dispoe de uma valvula na
sua parte inferior. Um dispositivo foi utilizado para registrar o volume de &gua no
reservatorio, a cada instante, a partir do momento em que a valvula foi aberta. Os
valores obtidos durante a operagao permitiram construir o grafico do volume de agua

(em litros) em fungao do tempo (em minutos). Observando o grafico, responda.

600
500
400
300 |\
200 | _;_ \

100 !

!
) 5 10 15 20 25 30 35

(a) O que ocorre com o volume de 4gua no deposito ao longo do tempo?

(b) Decorridos 10 minutos do inicio da operagao, qual o volume de 4gua existente no

deposito?

(¢) Quantos minutos decorreram até que o volume da agua existente no deposito

caisse pela metade?

(d) A funcao que modela esse problema é monotona? Em caso afirmativo, de qual

tipo?
Solucgao.
(a) Ao longo do tempo, a dgua do depdsito diminui.

(b) Decorridos 10 minutos da operacao, o volume de dgua existente no depdsito é de
200 litros.

(c) Decorrem 5 minutos até que o volume da dgua existente no depdsito caia pela

metade.

(d) Sim, a funcao que modela o problema é mondtona do tipo decrescente.
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2.10  Funcdo composta

Exemplo 32

Dados os conjuntos A ={0,1,2}, B ={0,1,2,3,4} e C ={0,1,4,9,16} vamos consi-
derar as funcgoes

f:A—B

x — f(x) = 2x,

g:B—>C
x = g(x) = x4
Note que a cada x € A associa-se um unicoy € B tal que y = 2x e a cada y € B
associa-se um tnico z € C tal que z = y2. Logo, a cada x € A associa-se um tnico
z € C tal que z = y? = (2x)* = 4x*. Entdo, existe uma funcdo h de A em C definida
por h(x) = 4x? que transforma cada elemento x € A em um tnico elemento z € C

através da formula matematica z = 4x2.

Definicao 11: Fungao composta

Sejam f uma func¢ao de um conjunto A em um conjunto B e g uma func¢ao de um

conjunto C em um conjunto D tal que Im(f) C C. Chama-se fungao composta de g
e f a fungao h de A em D definida por
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h(X) = g(f(X)), X €A,

que indicamos por g o f (lé-se: g composta com f). Assim,

gof(x) =g(f(x)) paratodox € A.

Podemos representar também a composi¢ao g o f pelo diagrama da Figura 2.7.

A {- >BcC

Figura 2.7: Diagrama da composicao de funcoes.

Exemplo 33

Considere as fungoes f e g definidas em cada um dos itens a seguir e determine as

fungoes compostas foge gof.
(a)

f:N—> N

x = f(x) =x2+1,

g:N—= N

x — g(x) = 3x.
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(b)

f:-R—R

x—=f(x)=x—1,

g:R*" =R

x— g(x)=-—.

f:Ry =R

x — f(x) = log(x),

g:R—R

x = g(x) =x.

f:Ry - R

x — f(x) = In(x),

g:R—=R

x — g(x) =e".
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Solucao.

(a) Como Im(f) = N = D(g) existe a fungcao composta gof : N — N e como
Im(g) = N = D(f) existe a fungao composta fo g:N — N. Neste caso, elas sao,

respectivamente, definidas, para todo x € N, como

fog(x)="f(g(x)) =f(3x) = (3x)*+1=9*+1

gof(x) =g(f(x)) =g(x*+1) =3 x (x* +1) =3x*+ 1.

Portanto,
fog(x)=9%*+1 e gof(x)=3x"+1.

(b) Como Im(f) = R = DI(g) existe a fungao composta gof : R — R e como
Im(g) = R = D(f) existe a fungao composta fog:R — R. Neste caso, elas sao,

respectivamente, definidas, para todo x € R, como

fog(x) = f(g(x)) :f("gz) :X;S
’

9o 1(x) = g(fx)) = glx +1) = *2°.
Portanto,

fog(x)zxg5 e 90f(x):X;r3.

(¢) Como Im(f) =R ¢ D(g) nao existe a fungio composta gof: R — R e como
Im(g) = R* C D(f) ewxiste a fungdo composta fo g:R* — R. Neste caso, ela é

definida, para todo x € R*, como

foglx) = flg(x) =f(1) _Iox

X

Portanto,
1—
fog(x) = —

X

(d) Como Im(f) = R = D(g) existe a fungdo composta gof : R, — R e como
Im(g) = [0, +oolZ D(f) nao existe a fungao composta fog:R — R. Neste caso,
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para todo x € Ry, temos

g o f(x) = g(f(x)) = g (log(x)) = log*(x)

Portanto,

g o f(x) = log*(x).

(e) Como Im(f) = R = D(g) existe a fungdo composta gof : R, — R e como
Im(g) = R, = D(f) existe a fun¢ao composta fo g: R — R. Neste caso, elas

sao, respectivamente, definidas como

fog(x)=1f(g(x)) =f(e*) =In(e*) =xln(e) =x, x€R

gof(x) = g(f(x)) = g(In(x)) = "™ =x, x€R;.

Portanto,

fog(x)=x e gof(x)=x.

Observacao 1

1. Se f e g sao fungoes, dizemos que a fun¢ao composta gof existe quando Im(f) C
D(g).

2. Para f e g fungoes, em geral, fo g # go f, isto ¢, a composi¢ao entre fungdes nao

é uma operacao comutativa.

3. Quando f e g sao fungoes pode acontecer de apenas uma das fungoes compostas

fogou gof estar definida (existir).

Exemplo 34

Um terreno foi dividido em 20 lotes, todos de forma quadrada e de mesma area.
Nessas condi¢oes, vamos mostrar que a area do terreno é uma funcao da medida do
lado de cada lote, representando uma composicao de fungoes. Seja f: R, — R, uma
fungao tal que para cada medida de lado x € R, associa a drea y € R, de um lote

através da formula matematica y = f(x) & y = x*. Considere também a funcao
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g:R, — R, que transforma a area y € R, de um lote na é&rea z € R, de um terreno
através da formula matematica z = g(y) & z = 20y. Note que, podemos definir uma
funcao h: R, — R, que associa a cada medida de lado x € R, a area z € R, de um
terreno através da formula matematica z = 20y = 20x*. Portanto, a lei da funcao h &,

para todo x € R,

h(x) = gof(x) = g(f(x)) = g(x*) = 20x".

Exemplo 35

Sejam as fungoes reais de uma varidvel f e g definidas através das leis f(x) = /X e
g(x) = x* — 3x — 4. Determine o maior dominio da funcdao composta go f e a sua lei.
Solugao. O maior dominio da funcao f é o conjunto D(f) = [0,+00) e o conjunto
imagem associado & fung¢ao f é Im(f) = [0,+00). O maior dominio da fung¢ao g € o
congunto D(g) = R e o conjunto imagem € o conjunto Im(g) = [—25/4,+00). Como
Im(f) C D(g) existe a fun¢ao gof a qual € definida para todo x € [0,+00) como

gof(x) =g(f(x)) = g(x* =3x —4) = (Vx)* =3v/x —4 =x—3v/x — 4.
Portanto, D(fo g) = [0,+00) e

gof(x) =x—3vx—4.

2.11 Exercicios

1. Analise a representagao no plano cartesiano do gréafico da funcao real de um variavel
na figura abaixo.
(a) Em que periodos a importacao foi crescente? E decrescente?
(b) Em que periodos as exportacoes foram menores do que as importagoes?

(¢) Em que ano o saldo comercial atingiu seu méximo? E seu minimo?
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2. Analisando o grafico abaixo, que representa a taxa média mensal de desemprego na
96 (dados do IBGE) ¢ incorreto afirmar que:

Balanga comercial brasileira (1990/2002)
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(a)
(b)
c)
)
)

e) A média anual de desemprego e

a) A taxa de desemprego nao cresceu entre janeiro e abril.
A menor taxa de desemprego ocorreu em dezembro.
Durante o ano de 1996, a taxa de desemprego nao excedeu 5%.

(
(d) A média anual de desemprego em 1996 foi superior a 3%.
(

m 1996 foi inferior a 7%.

3. Classifique cada uma das fungoes f : R — R quanto a sua monotocidade.

2.11.

x2 sex>0
(a) f(x) =

x> sex <O.

—x sex<2
(b) f(x) =

—2 sex>2.
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In(x) sex>1
0 sex <1.

4. Sejam f e g funcoes reais definidas por f(x) = x*+2 e g(x) = x — 3.

(a) Existe fo f? Em caso afirmativo, determine a lei.
(b) Existe fog? Em caso afirmativo, determine a lei.
(c) Existe gof? Em caso afirmativo, determine a lei.
(d)

d) Existe g o g7 Em caso afirmativo, determine a lei.

2.12 Injetividade, sobrejetividade e bijetividade

2.12.1 Funcdo sobrejetora
Definicao 12: Fungao sobrejetora

Dados dois conjuntos nao-vazios A e B, uma fungao f : A — B é dita ser sobrejetora
quando para todo elemento y € B, existe um elemento x € A tal que y = f(x). Em
outras palavras, f é sobrejetora quando todo elemento de B é imagem, pela f, de pelo

menos um elemento de A, isto é, Im(f) = B (imagem é igual ao contradominio).

Exemplo 36

(a) Dados os conjuntos A ={—1,0,1,2} e B ={0,1,4} e a fungao f: A — B definida
pela lei f(x) = x?. A funcdo f ¢ sobrejetora, pois todo elemento y € B é imagem
de pelo menos um elemento x € A pela formula matemética y = x*. Em outras

palavras, Im(f) = B ={0, 1,4} (imagem ¢é igual ao contradominio).
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Exemplo 36

(b) Dados os conjuntos A ={1,2,3} e B ={3,4,5} e a funcao f: A — B definida pela
lei f(x) =x+2. A funcao f é sobrejetora, pois todo elemento y € B é imagem de
pelo menos um elemento x € A pela formula matemética y = x + 2.. Em outras

palavras, Im(f) = B ={3,4,5} (imagem ¢é igual ao contradominio).

A B

(c) A funcao f: R — R dada pela lei f(x) = x + 2 é sobrejetora, pois todo elemento
Yy € R é imagem de pelo menos um elemento x € R pela féormula matematica

y = x + 2. Em outras palavras, Im(f) = R (imagem ¢é igual ao contradominio).

y=Xx+2

(d) A funcao f: R — [1, +oo[ definida pela lei f(x) = x? + 1 & sobrejetora, pois todo
elemento y € [1,+oo[ é imagem de pelo menos um elemento x € R pela formula
matematica y = x* + 1. Em outras palavras, Im(f) = [1, +o0) (imagem ¢é igual

ao contradominio).
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y=x2+1
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(e) A funcao f : N — N definida pela lei f(x) = x + 1 nao é sobrejetora, pois
Im(f) = N* # N (imagem é diferente do contradominio). Em outras palavras,

dado 0 € N, nao hé natural algum que seja transformado em 0 pela f.

2.12.2 Func3o injetora
Definicao 13: Fungao injetora

Dados dois conjuntos nao-vazios A e B, uma funcao f: A — B é dita ser injetora
quando para quaisquer x; € A e x; € A tais que x; # x; temos f(x;) # f(xz). Em
outras palavras, f é injetora quando elementos diferentes de A sao transformados pela f
em elementos diferentes de B, ou seja, nao ha elemento em B que seja imagem de mais

de um elemento de A.

Note que, equivalentemente, uma funcao f é injetora se, e somente se, para todo x; € A
e x; € A tais que f(xq) = f(x2) temos x; = x,. Essa equivaléncia pode ser mais conveniente

para checar a injetividade de uma fun¢ao em determinados casos.

Exemplo 37

(a) Dados os conjuntos A = {0,1,2,3} e B = {1,3,5,7,9} e a funcdao f : A — B
definida pela lei f(x) = 2x + 1. A funcdo f é injetora, pois para quaisquer x; € A

e x; € A tais que f(x;) = f(x;) temos

flx1) =1f(x2) ©2x1+1=2x,+1 & x1 = x,.
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Exemplo 37

Equivalentemente, elementos distintos de A tem como imagem elementos distin-
tos de B. Todavia, essa fungao nao é sobrejetora, pois Im(f) = {1,3,5,7} # B

(imagem ¢ diferente do contradominio).

(b) Dados os conjuntos A = {1,2,3} ¢ B = {e, e? €%} e a funcao f : A — B definida
pela lei f(x) = e*. A fungao f é injetora, pois para quaisquer x; € A e x; € B tais

que f(x1) = f(x2) temos
f(x1) =f(x2) & " =€ & x; =xa.

Equivalentemente, elementos distintos de A tem como imagem elementos distintos
de B. Além disso, a fungao f é sobrejetora, pois Im(f) = {e, e, e’} = B (imagem

¢ igual ao contradominio).

-

1
(c) A funcao f : R* — R* dada pela lei f(x) = — é injetora, pois para quaisquer
x1 € R* e x; € R* tais que f(x;) = f(x2) temos
1 1

fx1) =f(x2) & — = — & x1 =x.
X1 X2
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(d)

Além disso, a fungao f é sobrejetora, pois Im(f) = R* (imagem é igual ao contra-

dominio).

y=1/x

1
A funcao f : R —{—2} — R definida pela lei f(x) = iiz

quaisquer x; € R —{—2} e x, € R —{—2} tais que f(x;) = f(x;) temos

é injetora, pois para

x; 41 _X2+1
X1+2_X2+2

f(x1) =f(x2) & E X H2x1+%0+2 = X+ 2%+ x1+2 & X1 = X3.

Além disso, a fungao f nao é sobrejetora, pois Im(f) = R — {1} # R (imagem é

diferente do contradominio).

y= (e )/ (x+2)

A funcdo f : R — R definida pela lei f(x) = x* — 1 néo é injetora, pois f(1) =
f(—1) =0 e 1 # —1. Neste caso, ha elemento em R (o0 zero) que é imagem pela
f de dois elementos distintos de R (o —1 e o 1). Além disso, a func¢ao f nao é

sobrejetora, pois Im(f) = [—1,4+00) # R (imagem ¢ diferente do contradominio).

2.12.
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2.12.3 Funcio bijetora
Definicao 14: Fungao bijetora

Dados dois conjuntos nao-vazios A e B, uma funcao f : A — B é dita ser bijetora
quando f for, simultaneamente, injetora e sobrejetora. Quando isso ocorre dizemos que

h& uma bijecao ou uma correspondéncia biunivoca entre A e B.

Exemplo 38

(a) As funcoes definidas nos itens (b) e (¢) do Exemplo 37 sao bijetoras.

(b) A funcao f : R, — R, definida pela lei f(x) = x? é bijetora. De fato, f é
sobrejetora, pois Im(f) = R, (imagem é igual ao contradominio) e, além disso, f

é injetora, pois para quaisquer x; € R, e x; € R, tais que f(xy) = f(x;) temos

f(x1) = f(x2) & x5 =x3 &% = xa.

5 _ . x> =1 sex>0,
(c) A funcao f: R — R definida pela lei f(x) = é bijetora. De
x—1 se x < 0.

fato, f é sobrejetora, pois Im(f) = R (imagem é igual ao contradominio) e, além

disso, f é injetora, pois

e para quaisquer x; € R_ e x; € R_ tais que f(x;) = f(x;) temos

fx;) =fxa) &x1—1=x2— 15 % =x,.
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e para quaisquer x; € R_ e x; € [0, 400) temos x; # X, e, consequentemente,
f(x1) # f(x2).

e para quaisquer x; € [0,+00) e x; € [0, +00) tais que f(x;) = f(x;) temos

fx)=fxa) &xi—1=x3—1&x =x,.

(e) As funcoes definidas nos itens (a), (d) e (e) do Exemplo 37 nao sao bijetoras.

N . . x osex=0, .
(f) A funcao f: R — R definida pela lei f(x) = nao é bijetora, pois

—x  sex<O.
f ndo é injetora. De fato, f(1) = f(—1) =1 e 1 #£ —1, ou seja, ha elemento em R
(o 1) que é imagem pela f de dois elementos distintos em R (o —1 e o 1). Note
que f também nao é sobrejetora, pois Im(f) = [0, +oo[# R (imagem é diferente

do contradominio).

A funcao f definida no item (f) do Exemplo 38 é denominada fungao modular e para

qualquer x € R escrevemos |x| para denotar o valor absoluto (ou médulo) de x, isto é,

X se x > 0,
x| =
—x sex<0.

Portanto, podemos definir a lei da fun¢do modular como f(x) = |x/|.

2.13 Exercicios

1. Verifique se a funcao g : R — R definida abaixo ¢ mon6tona. Em caso afirmativo, diga

de qual tipo é. Justifique.

x—1 sex>1,
glx) =40 se —T<x<1,

x+1 sex<-—1.

2. Dé um exemplo de uma funcgao injetora f e de uma fungao sobrejetora g tal que fog

nao ¢ injetora e nem sobrejetora.

3. Sejam as fungdes f: R — R definida pela lei f(x) = e ™ e g: R — R definida pela lei

g(x) = x2.
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(a) Determine o dominio, contradominio, imagem e a lei da fun¢ao composta f o g.

(b) Descreva o grafico da fungdo composta f o g pelo método da compreensao e

represente-o em um plano cartesiano.

(c) Identifique os intervalos (subconjuntos do dominio) para os quais fog é mono6tona

e diga de qual é o tipo. Justifique.

3. Classifique as funcoes especificadas nos itens seguintes em (i) injetora, (ii) sobrejetora,
(1i1) bijetora e (iv) nao é injetora e nem sobrejetora. Justifique suas respostas.
x3 41

(a) f:R—{1} = R tal que f(x) = 1

X2 sex >0,
(b) g:R — R tal que g(x) =

X se x < 0.

n se n € par
Y )
(c) h:N—Ntal que h(x) =4 2 | N
5 se n é impar.
1
(d) p:R—{4} = R —{1} tal que p(x) :z:‘.

(e) q:[—2,+00) — [0,+00) tal que q(x) = v/x + 2.

2.14  Funcdo inversa

Definicao 15: Fungao inversa

Dados dois conjuntos nao-vazios A e B e uma fungao bijetora f : A — B. Dizemos

que f~! é a funcao inversa de f quando f~' é uma funcdo de B em A tal que

fof '(y)=y paratodoyeB
f1of(x) =x paratodo x € A.

Observacao 2

e Se f':B — A ¢ a funcdo inversa de f : A — B, entdo quando o par ordenado
(x,y) € G(f) temos o par (y,x) € G(f ).
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Observagao 3

e Se f~':B — A éa funcdo inversa de f: A — B, entdo (") " =1,

e Se f':B — A ¢ a funcdo inversa de f : A — B, entdo D(f7') = Im(f) e
Im(f~") = D(f).

e A fungao f: A — B admite inversa se e somente se f é bijetora.

Exemplo 39

(a) A funcao f : R — {2} — R — {1} definida pela lei f(x) = z+] é injetora e

+2
sobrejetora e, portanto, bijetora. Logo, admite funcdo inversa. A funcao f~' :

R —{1} -5 R—{—2} é a inversa de f se, para todo y € R,

! 1
) =y e 1*—18% =y
&y =T

Como, para todo x € R, temos

concluimos que

fTR—{1} 5 R—{2}
2x — 1

x = f(x) = Ty

Neste caso,

6t = {0y e - xR-121:y = F0 1

B _ _ x*—1 sex>0,
(b) A funcao f: R — R definida pela lei f(x) = é bijetora.
x—1 se x < 0.
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Logo, admite funcdo inversa. A funcdo f~': R — R é a inversa de f se, para todo
y eR, f(f'(y)) =y. Quando x >0 temos y > —1 e

ff'y)=ye f 'Y, -1=ysf'y=yVy+l.
Por outro lado, quando x < 0 temos y < —1 e
ff 'Y =yef'yY-T=ysfly=y+1.

Logo,
vy+1 sey>-—1,
y+1 sey < —1.

(y) =
Como, para todo x € R, temos
71 (f(x)) =x

concluimos que f~': R — R tal que

: vx+1 sex>-—1,
' (x) =
x+1 se x < —1.
Neste caso,
Vx+1 sex>-—1,

Gf N =<{(xy) eERxR:y=
x+1 sex < —1.

2.15  Funcdo polinomial do 1° grau

A fungao polinomial do 1° grau também conhecida como fungao afim aparece na modela-

gem de diversos problemas praticos. No Exemplo 2.15 apresentamos uma dessas situagoes.
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Exemplo 41

Uma caixa de dgua estd com 100 litros de agua. Num certo instante uma torneira
é aberta, despejando 10 litros por minuto. Sendo x, em minutos, o tempo decorrido
desde a abertura da torneira e y, em litros, o volume da agua nessa caixa, podemos

escrever Y em fungao de x através da seguinte formula matemética.
y = 100 + 10x.

Assim, a funcao f: [0, +00) — [0, +00) utilizada para modelar a relacao entre o tempo

e a quantidade de litros é dada por f(x) = 100 + 10x com x > 0.

Definicao 16: Fungao polinomial do 1° grau

Uma funcao f : R — R é denominada fungao polinomial do 1° grau quando
existem constantes reais a e b com a # 0 tais que para cada x € R a fungao f associa
um unico y € R através da féormula matematica y = ax + b. Em outras palavras,

quando a lei da funcdo é dada por f(x) = ax + b.

Observagao 4

Fixadas as constantes reais a e b como na defini¢ao anterior, as seguintes observagoes

sao pertinentes.

1. A restricao a # 0 é porque no caso em que a = 0 teriamos f(x) = b para todo
x € R. Logo, o polindbmio que especifica a funcao f tem grau zero e, portanto,

denominamos f de funcao constante.

2. Quando a =1eb =0 temos f(x) = x para todo x € R. Neste caso, denominamos

f de funcao identidade.

3. Quando b = 0 temos f(x) = ax para todo x € R. Neste caso, denominamos f de

fungao linear.

4. Quando a = 1 temos f(x) = x + b para todo x € R. Neste caso, denominamos f

de fungao translagao.
5. As constantes a e b sdo denominadas coeficientes.

6. A representagao do grafico de uma fungao polinomial do 1° grau é uma reta.
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O dominio, o contradominio e o conjunto imagem da fungao polinomial do 1° grau é o
conjunto dos nimeros reais, isto ¢, D(f) = Im(f) = R. Antes de representarmos o grafico
da func¢ao f em um plano cartesiano, é interessante analisarmos, a priori, o comportamento
de f. Neste sentido, comecamos determinando a particao finita do dominio de f formada
pelo conjunto das raizes de f, o conjunto dos valores do dominio de f que possuem imagem
positiva e o conjunto dos valores do dominio de f que possuem imagem negativa. O conjunto

das raizes é

R(f) ={x e R:f(x) =0}
={xeR:ax+b=0}

fremins )
-3}

quaisquer que sejam os nimeros reais a e b com a # 0. Todavia, os conjuntos dos elementos
do dominio com imagem positiva e daqueles com imagem negativa dependem se a > 0 ou

a < 0. Para a >0 e b € R segue que

P(f) ={x e R:f(x) >0}
={xeR:ax+b >0}

:{XERZX>—E}
a

e

N(f)={xeR:f(x) <0}
={xeR:ax+b<0}

fremiee 0l
=

Para a < 0e b € R temos
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Pf) ={x e R: f(x) >0}

={xeR:ax+b>0}

frerine-t)
J

NF)={xeR:f(x) <0}
={xeR:ax+b<0}

={XERZX>—E}
a

] b

A funcao f é mono6tona do tipo crescente quando a > 0 e mondtona do tipo decrescente
quando a < 0. De fato, para a > 0 temos para qualquer x;,x; € R com x; < x; as seguintes

equivaléncias

X1<x&eax<ax; & axi+b<ax; +b & f(x1) < f(x2)
e para a < 0 segue que

X1<xx2 & ax; >ax; & axy+b > ax; +b & f(xg) > f(xy).

Como D(f) =R e f é monotona do tipo crescente ou do tipo decrescente em todo o dominio,
f nao apresenta ponto de maximo e nem ponto de minimo.

Assim, o grafico de f
G(f) ={(x,y) eRxR:y=ax+ b},

em que a e b s@o constantes reais com a # 0, pode ser representado no plano cartesiano

como na Figura 2.8.
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Figura 2.8: Graficos da funcao polinomial do 1° grau f(x) = ax + b.

Agora, vamos verificar a existéncia da fungao inversa. Como Im(f) =R (imagem é igual
ao contradominio) segue que f é sobrejetora. Além disso, para quaisquer x1,x; € R tais que

f(x1) = f(x2) temos
flx1)=f(x2) ®axi+b=ax;+ b & ax; + ax; & x1 = x,.

Portanto, f é injetora. Assim, concluimos que f é bijetora e, consequentemente, admite
inversa. Seja f~': R — R a funcdo inversa de f, entdo, para todo y € R,
y—>o

T

y=fof 'y =f(f'y))=af 'Y =b&fy =

Além disso, para qualquer x € R,

G(f_l):{(x,y) eRszy:X;b}.

O coeficiente a da funcao f : R — R tal que f(x) = ax + b é denominado coeficiente
angular e o coeficiente b é denominado coeficiente linear. Do ponto de vista geométrico,
o coeficiente angular representa a inclinagao da reta que representa o gréafico de f através da
tangente trigonométrica « que a reta faz com o eixo das abcissas, conforme mostra a Figura
2.9.
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Figura 2.9: Interpretacao do coeficiente angular da funcao polinomial do 1° grau f(x) =
ax +b.

2.16 Exercicios

1. Considerando-se a fungao f: R — R tal que f(x) =2x + 1.

(a) Por que existe a funcdo inversa f~'?
(b) Determine a lei que define a funcao f~'.
(c) Calcule a area da regido compreendida entre os graficos de f e ', o eixo das

ordenadas e a reta de equacao x = 1.

2. Considere a figura a seguir, em que um dos lados do trapézio retangulo se encontra
apoiado sobre o grafico de uma fungao f. Sabendo-se que a area da regiao sombreada

¢ 9cm?, a lei que define f é:

2.16. EXERCICIOS



(€) f0) =% +1
(d) f(x)—57x—1
(e) f(x)=%+1

3. O gréafico mostra o resultado de uma experiéncia relativa a absor¢ao de potassio pelo

tecido da folha de um certo vegetal, em fun¢ao do tempo e em condigoes diferentes de

luminosidade.

16 no claro

12
no escuro

//

Potéssio absorvido

1 2 3 4  tempolh)

Nos dois casos, a fungao linear y = mx ajustou-se razoavelmente bem aos dados, dai
a referéncia a m como taxa de absorgao (geralmente medida em m mol por unidade
de peso por hora). Com base no grafico, se m; é a taxa de absor¢ao no claro e m; a

taxa de absorcao no escuro, a relacao entre essas duas taxas é.

4. A funcao que representa o valor a ser pago ap6s um desconto de 3% sobre o valor x

de uma mercadoria é:

(a) f(x)=x—3
(b) f(x) =0,97x
(c) f(x) =1,3x
(d) f(x) =—3x
(e) f(x)=1,03x
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5. Seja f uma funcdo de R em R dada por f(x) = (k?—4)x+ 3k, na qual k é um constante
real, se f é decrescente e seu grafico intercepta o eixo das abscissas no ponto (1,0),

entao um outro ponto do grafico é:

(a) (=3,6)
(b) (=2,9)
(c) (=1,1)
(d) (2,3)
(e) (0,6)

2.17 Funcdo polinomial do 2° grau

A funcao polinomial do 2° grau também conhecida como funcao quadratica também
aparece na modelagem de diversos problemas praticos. No Exemplo apresentamos uma

dessas situacoes.

Exemplo 42

Os diretores de um centro esportivo desejam cercar uma quadra retangular de futebol
e o espago envolta dela com tela de alambrado. Tendo recebido 200 metros de tela, os
diretores desejam saber quais devem ser as dimensoes do terreno a cercar com tela para

que a area seja a maior possivel.

A 100 -x 8

D 100 - ¢

Podemos ilustrar o problema com um retangulo ABCD, com dimensoes x por 100—x,
pois o perimetro é 200m. Note que a area y do terreno a cercar é dada em fungao da
medida x, isto é,

y = (100 — x)x = 100x — x* = —x* 4 100x.

Assim, a funcao f : [0, +o00[— [0, 400l utilizada para modelar a relagdo entre a medida

do lado e a area é dada por f(x) = —x* + 100x.
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Definicao 17: Fungao polinomial do 2° grau

Uma funcao f : R — R é denominada fungao polinomial do 2° grau quando

existem constantes reais a, b e ¢ com a # 0 tais que para cada x € R a fungao f associa

um tnico y € R através da formula matemética y = ax? +bx +c. Em outras palavras,

quando a lei da funcdo é dada por f(x) = ax? + bx + c.

Observacao 5

1. A representacao do grafico de uma funcao polinomial do 2° grau é uma curva

aberta chamada parabola.

O dominio e o contradominio da fungao polinomial do 2° grau é o conjunto dos ntimeros

reais. Vamos assumir, sem demonstracao, que quando a > 0 a representacao do gréfico

da funcao quadratica no plano cartesiano é uma pardabola com a concavidade voltada para

cima e quando a < 0 a concavidade é voltada para baixo. Dessa forma, a determinacao do

conjunto imagem dessa funcao, da existéncia de raizes, de valores extremos e a analise do

crescimento e decrescimento da funcao dar-se-a mais convenientemente.

Comecemos nossas analises determinando o conjunto das raizes

R(f) ={x e R:f(x) =0}

Para determinarmos esse conjunto precisamos encontrar os valores reais de x que satisfazem

a equagcao

ax’ +bx+c = 0.

Logo,

b
ax’l+bx+c=0&a xz—l——x—l—E

SalX¥+—x+-———
a

( b
Sallx+ —
a

b\ 2
= (x-l——) +
2a

S

b+ vVb? —4ac

2a
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Definindo A = b2 — 4ac temos

—b+ VA
X=—":
2a

A existéncia de raizes reais depende do valor de A, o qual denominamos discriminante.
Assim,

e Se A > 0, entao existem duas raizes reais

_—b+VA —b— VA

x 2a ©x2= 2a

Em outras palavras,

RIf) = {_b;_a\/Z’ _bZ_a\/Z} )

e Se A =0, entao existe uma tnica raiz real

Em outras palavras,

e Se A < 0, entao nao existem raizes reais. Em outras palavras,

R(f) = 2.
Note que quando existe raiz real (A > 0), entao segue que a soma das raizes é dada por

b
X1+X2=—a

e o produto das raizes é dado por

X1Xy = —.

olo
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Como a representacao do grafico da funcdo polinomial do 2° grau f(x) = ax? + bx + ¢
¢ uma parabola sabemos que a func¢ao possui ou ponto de maximo (argumento maximo e
valor maximo) ou ponto de minimo (argumento minimo e valor minimo). Denominamos esse

ponto de vértice da parabola e ele é dado pelo par ordenado

Os esbocos da representacao dos graficos no plano cartesiano nos diversos casos, sao 0s
seguintes:

<
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Note que podemos tracar uma reta perpendicular ao eixo das abcissas e que passa pelo
vértice da parabola, ela é denominada eixo de simetria da parabola.

Quando a > 0 a representacao do grafico da funcao f é uma parabola com concavidade
voltada para cima, logo f apresenta ponto de minimo. Neste caso, o argumento minimo e o
valor minimo sao respectivamente

A

Xmin = Xy = _Z € f(Xmin) =Yy = _4_CL

Consequentemente, a imagem de f é o conjunto

A
Im(f):{yeR:yZ—E}.

Quando a < 0 a representagao do grafico da funcao f é uma parabola com concavidade
voltada para baixo, logo f apresenta ponto de maximo. Neste caso, o argumento méaximo e
o valor maximo sao respectivamente

A

b
max = Xy = —5— € T (Xpax) = Yy = ——.
X x 2a e f (Xmax) =y 4a

Consequentemente, a imagem de f é o conjunto

A
Im(f) = {y eR:y S_E}'
Como a representacao do grafico da funcdo polinomial do 2° grau f(x) = ax? +bx +c é
uma parabola sabemos que a funcao f nao é monétona em todo dominio. No entanto, f é
monoétona em subconjuntos do dominio. Quando a > 0 a fungao é monétona do tipo decres-
cente no intervalo | — oo, —b/2al e mono6tona do tipo crescente no intervalo [—b/2a, +ool.
Quando a < 0 a fungao é mondtona do tipo crescente no intervalo ] —oo, —b/2a] e mondtona
do tipo tipo decrescente no intervalo [—b/2a, +ool.
Com relacao ao conjunto P(f) dos valores do dominio que tem imagem positiva e o
conjunto N (f) dos valores do dominio que tem imagem negativa, eles dependem do valor do
discriminante A e do sinal do coeficiente a.

e Se A >0e a>0, entao existem duas raizes reais

_ b+ VA —b— VA

bt 2a ©x2 = 2a

Neste caso,

PHl=xeR:x<xxoux>x}eN(f)={x€R:x; <x<x}.
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e Se A>0e a<0, entao existem duas raizes reais

_—b+VA —b— VA

X1 e Xy =

2a 2a

Neste caso,

Nf)=xeR:x<xyoux>x} eP(f)l=xeR:x; <x <x}.

Se A=0e a>0, entao existe uma tunica raiz real

b+ VA

X1 =X 2a

Neste caso,
Pf)={xeR:x#x1} e N(f) = 2.

e Se A=0e a< 0, entao existe uma tnica raiz real

—b+ VA

X1 =X = 2a

Neste caso,

NE)={xeR:x#x1} e P(f) = @.

Se A <0 e a>0, entao nao existe raiz real. Neste caso,

P(f)=ReN(f) =2.

Se A <0 e a< 0, entao nao existe raiz real. Neste caso,

N(f) =R e P(f) = 2.

A funcao quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ nao é uma funcdo sobrejetora pois o conjunto
imagem ¢é diferente do contradominio. Além disso, f nao é injetora pois para todo x € R
tal que x # x, existe x’ tal que f(x) = f(x). Logo, f nao ¢é bijetora e, portanto, nao admite

inversa.
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2.18 Exercicios

1.

5.

Verifique se as fungoes definidas a seguir admitem inversa. Em caso afirmativo,

determine-a. Justifique suas respostas.

(a) f:R—{4) — R —{1) tal que f(x) = zfl

(b) g:—o00,2] = R_ tal que g(x) = —(x + 1)

5—3x sex>-—1,
(¢) h:R — R tal que h(x) =
4 —4x  sex < —1.
Se um peso estica uma mola, o comprimento ¢ da mola esta relacionado linearmente
com o valor do peso p (para pequenos pesos). Suponha que uma mola em repouso tem
50mm de comprimento, e um peso de 400g causa um estiramento de 30mm na mola.
Qual ¢é a relagao entre p e c?

Dica: Relacionar-se linearmente quer dizer que a relagao é dada por uma func¢ao afim.

A despesa total de um condominio é de R$3.600, 00. No entanto, 10 conddéminos deixa-
ram de pagar, ocasionando um acréscimo de R$60, 00 para cada condéomino. Quantos

sao os condominos e quanto cada um pagou?

Duas torneiras enchem uma piscina em 18 horas. Uma delas sozinha levaria 15 horas
a mais do que a outra para enché-la. Quantas horas leva cada uma das torneiras para

encher essa piscina?

(a) Dada a funcio f : R — R tal que f(x) = ax* + bx + ¢, em que a, b e ¢ sdo
constantes reias com a # 0, se f(0) =5, f(1) =3 e f(—1) =1, calcule os valores

de a, b e ¢ e determine f(4).

(b) Dada a funcao f : R — R tal que f(x) = 3x* — 5x + m, calcule m para que a

funcao tenha raizes reais iguais.

(c) Determinar m de modo que a funcao f : R — R tal que f(x) = x*— (2m+1)x+m?

tenha apenas valores positivos para todo x real.

(d) Determinar o valor de k de modo que a funcao f : R — R tal que f(x) =

—x? — 2x + k tenha 2 como valor méaximo.
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2.19 Funcdo exponencial

Exemplo 43

Em uma cultura de bactérias, a populacao dobra a cada hora. Se ha 1000 bactérias
no inicio da experiéncia, calcule quantas bactérias existirao depois depois de 3 horas?
Sendo x, em horas, o tempo decorrido desde o inicio da experiéncia e y o nimero de

bactérias; podemos escrever y em funcao de x através da seguinte férmula matemaética
y = 1000 x 2*.

Assim, a funcao f : [0, +oo[— [0, 400l utilizada para modelar a relacdo entre o tempo
e a quantidade de bactérias é dada por f(x) = 1000 x 2¥, com x > 0.

Portanto, em 3 horas existirao f(3) = 1000 x 23 bactérias na populacao.

Definicao 18

Dado um ntimero real a, a > 0 e a # 1, denomina-se fungao exponencial de base
a uma funcao f: R — R, cuja lei é f(x) = a*. Em outras palavras, para cada x € R a

funcao f associa um tunico y € Ry através da féormula matematica y = a*.

Observacao 6

As restrigdbes a > 0 e a # 1 para que se possa definir a fungao f: R — R, tal que é

f(x) = a* sao necessarias, pois

1. Para a = 0 e x negativo, nao existiria a*, ou seja, a funcao nao estaria definida

em R.

2. Para a < 0 e x = 1/2, por exemplo, nao haveria a*. Novamente, ndo teriamos

uma funcao definida em R.

3. Para a = 1 e x qualquer ntimero real, a* = 1, isto é, a funcao constante.
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O dominio da funcao funcao exponencial é o conjunto dos numeros reais, D(f) = R,
enquanto o contradominio e o conjunto imagem ¢é o conjunto dos ntimeros reais positivos, i.e.,
Im(f) = R,. Antes de representarmos o grafico da fungao exponencial f no plano cartesiano,
¢ interessante analisarmos, a priori, o comportamento de f. Neste sentido, comecamos
determinando a particao finita do dominio de f formada pelo conjunto das raizes de f, o
conjunto dos valores do dominio de f que possuem imagem positiva e o conjunto dos valores

do dominio de f que possuem imagem negativa. O conjunto das raizes é

R(f) ={x e R: f(x) =0}
={xeR:a* =0}
=,

qualquer que seja a > 0 e a # 1. Em outras palavras, a representacao do grafico de f
no plano cartesiano nao intersecciona o eixo das abscissas. O conjunto dos elementos do

dominio de f com imagem positiva é

P(f) ={x e R:f(x) >0}
={xeR:a" >0}
:R)

qualquer que seja a > 0 e a # 1. Em outras palavras, a representacao do gréfico de f
no plano cartesiano é uma curva que tem interseccao apenas com o 1° e 2° quadrante. O

conjunto dos elementos do dominio de f com imagem negativa é

N(F) ={x eR:f(x) <0}
={xeR:a* <0}
=g,

qualquer que seja a > 0 e a # 1. Em outras palavras, a representacao do grafico de f no
plano cartesiano é um curva que nao tem interseccao apenas com o 3° e 4° quadrante.

A funcao f é mondtona do tipo crescente quando a > 1 e mono6tona do tipo decrescente
quando 0 < a < 1. De fato, para a > 1 temos para quaisquer x;,x; € R com x; < X, as

seguintes equivaléncias
X1 <X & ad" <a? s f(xg) < f(xz).

Por outro lado, quando 0 < a < 1 temos para quaisquer Xxq,%; € R com x; < x; as seguintes
equivaléncias

X<xx&ad'>ad?s f(X]) > f(Xz).
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Como f é mondtona do tipo crescente ou do tipo decrescente em todo o dominio, f nao
apresenta ponto de maximo e nem ponto de minimo. Além disso, a representagao do grafico
de f intersecciona o eixo das ordenadas no ponto (0, 1), pois f(0) = a® = 1 qualquer que
sejaa>0ea#1.

Assim, o grafico de f é o conjunto
G(f) ={(xy) eRx R} :y=a’},

em que a é uma constante real tal que a > 0 e a # 1. O grafico de f pode ser representado

no plano cartesiano como na Figura 2.10.

J b
[\ ][(x) :O_X com a>1 %CX) o com O<o <1

A \*\

Figura 2.10: Representacao no plano cartesiano do grafico da fung¢ao exponencial f : R — R
tal que f(x) = a*paraa>lelO<a<.

Agora, vamos verificar a existéncia da fungao inversa. Como Im(f) = R, (imagem é
igual ao contradominio) segue que f é sobrejetora. Além disso, para quaisquer x;,x; € R

tais que f(x7) = f(x2) temos
fx) =f(x2) & ¢ = a™ & x1 = x2.

Portanto, f é injetora. Assim, concluimos que f é bijetora e, consequentemente, admite

inversa. Seja f~': R, — R a funcdo inversa de f, entdo, para todoy € R,

y=~fof'(y) &y=~f(f"'(y))
<:>U — af71(y)
<:>f_](y) ZIOgay)

qualquer que seja a > 0 e a # 1. Além disso, para qualquer x € R,

1o f(x) = f'(f(x)) = log, f(x) = log, a* = x.
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Portanto,

f1:R, =R

x — £ (x) = log, x,

emque a>0ea#l.

Observacao 7

Uma funcao exponencial muito importante em Matematica é aquela cuja base é
e=271... isto &, f: R — R, tal que f(x) = e*. Fungdes envolvendo envolvendo
essa funcao exponencial aparecem com muita frequéncia nas aplicacoes da Matemaéatica
e na descricao de feno6menos naturais. Em Estatistica, ela é parte integrante de diversas
funcoes de densidade de probabilidade. E importante salientar que, algumas vezes,

prefere-se escrever exp(x) ao invés de e*.

2.20 Funcdo logaritmica

Definigao 19

Dado um ntimero real a, a > 0 e a # 1, denomina-se fungao exponencial de base
a, a fungao f: Ry — R cuja lei é f(x) = log, x. Em outras palavras, para cada x € R,

a funcao f associa um tnico y € R através da formula mateméatica f(x) = log, x.

Observacao 8

Como vimos, a func¢ao logaritmica é a fungao inversa da funcao exponencial. Uma
propriedade que caracteriza a fungao logaritmica f: R, — R tal que f(x) = log, x com
a>0ea#1¢

flxixz) = f(x1) + f(x2),

qualquer que sejam x1,x2 € R* . De fato,

log, (x1%2) = log, x1 + log, X».
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O dominio funcao logaritmica é o conjunto dos nimeros reais positivos, D(f) = R,
enquanto o contradominio e o conjunto imagem é o conjunto dos ntmeros reais, isto é,
Im(f) = R. Antes de representarmos o grafico da fungao exponencial f no plano cartesiano,
¢ interessante analisarmos, a priori, o comportamento de f. Neste sentido, comecamos
determinando a particao finita do dominio de f formada pelo conjunto das raizes de f, o
conjunto dos valores do dominio de f que possuem imagem positiva e o conjunto dos valores

do dominio de f que possuem imagem negativa. O conjunto das raizes é

R(f) ={x e R, : f(x) =0}
={x € R, :log,x =0}
={xeR,:x=1}
= {] }>
qualquer que seja a > 0 e a # 1. Em outras palavras, a representacao do grafico de f no

plano cartesiano intersecciona o eixo das abscissas no ponto (1,0). O conjunto dos elementos

do dominio de f com imagem positiva ¢é

Pf)={xeR, :
={xeR,:
={xeR,:
={xeR,:

:{X€R+

quando a > 1 e

Pf)={xeR, :
={xeR,:
={xeR,:
={xeR,:

quando 0 < a < 1.

f(x) > 0}

log, x > 0}
log, x > log, 1}
log, x > log, 1}

x> 1}

f(x) > 0}

log, x > 0}
log, x > log, 1}
log, x > log, 1}

x < 1}
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O conjunto dos elementos do dominio de f com imagem negativa é

N(f) ={x e R, : f(x) < 0}
={x € R, :log,x < 0}
={x € R, :log,x < log, 1}
={x € R, :log,x < log, 1}
={xeR,:x<1}

quando a > 1e

N(f) ={x € R, : f(x) < 0}
={x e R, :log,x < 0}
={x eR, :log,x < log, 1}
={x € R :log, x < log, 1}
={xeR;i:x>1}

quando 0 < a < 1.
A funcao f é mondtona do tipo crescente quando a > 1 e mono6tona do tipo decrescente
quando 0 < a < 1. De fato, para a > 1 temos para quaisquer x;,x; € R com x; < X, as

seguintes equivaléncias
x1 < x2 & log,x1 <log,x2 & x1 < x3.

Por outro lado, quando 0 < a < 1 temos para quaisquer X7,X, € R com X7 < x; as seguintes
equivaléncias

X1 < x2 & log,x1 > log,x2 & f(x1) > f(x2).

Como f é mondtona do tipo crescente ou do tipo decrescente em todo o dominio, f nao
apresenta ponto de maximo e nem ponto de minimo. Além disso, a representagao do gréafico
de f nao intersecciona o eixo das ordenadas.

Assim, o grafico de f é o conjunto
G(f) ={(x,y) € R x R, :y = log,x},

em que a é uma constante real tal que a > 0 e a # 1. O grafico de f pode ser representado

no plano cartesiano como na Figura 2.11.

2.20. FUNCAO LOGARITMICA




AY a>1 4y 0O<a<l

< v
> v

/ 1 1\
Figura 2.11: Representacao no plano cartesiano do grafico da funcao logaritmica f: R, — R
tal que f(x) =log,x paraa>Te0<a< 1.

Agora, vamos verificar a existéncia da fung¢ao inversa. Como Im(f) = R (imagem é igual
ao contradominio) segue que f é sobrejetora. Além disso, para quaisquer x1,x; € R tais que

f(x1) = f(x,) temos
f(x1) = f(x2) & log, x1 =log, x2 & x1 = x,.

Portanto, f é injetora. Assim, concluimos que f é bijetora e, consequentemente, admite

inversa. Seja f~' : R — R, a funcao inversa de f, entdo, para todo y € R,

y=rfof'(y) &y="=f(f"(y)
Sy =log,f'(y)
&1y =a,

qualquer que seja a > 0 e a # 1. Além disso, para qualquer x € R,
f1of(x) =f"(f(x)) = af(x) = a'8* = x.
Portanto,

f1:R—- Ry

x — f71(x) = a¥,

emquea>0ea#l.
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3 Progressoes

Em muitas situacoes cotidianas aparece a ideia de sequéncia ou sucessao. Por exemplo,
a sequéncia dos dias da semana, a sequéncia dos meses do ano, a sequéncia dos anos, a
partir de 1990, nos quais a Copa do Mundo de Futebol Masculino é realizada. Em todas
essas situagoes observamos uma certa ordem nos elementos da sequéncia. Esses elementos

sao denominados termos da sequéncia ou da sucessao.

3.1 Sequéncias

Uma sequéncia numérica pode ser finita ou infinita.

Definicao 1: Sequéncia finita

Chama-se sequéncia finita toda funcao f : {1,2,3,...,n} — R tal que f(i) = q;
para todo i = 1,2,...,n. Assim, a cada nimero natural i, T < i < n, esta associado
um numero real a;. Neste caso, Im(f) ={ay, az,...,a,}.

Figura 3.1: Representacao da sequéncia finita (a;); através de um diagrama de flechas.

Definigcao 2: Sequéncia infinita

Chama-se sequéncia infinita toda funcao f : N* — R tal que f(i) = a; para todo
i € N*. Assim, a cada nimero natural i diferente de 0, esté associado um nimero real

a;. Neste caso, Im(f) ={ay, az,...}.
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Figura 3.2: Representacao da sequéncia infinita (a;){; através de um diagrama de flechas.

A notacao usual para sequéncia é indicada apenas pela imagem de f. Dessa forma, uma
sequéncia de termos a; indexada por um conjunto de indices I é denotada como (a;)icr.
Quando I ={1,2,...,n}, escrevemos (a;)I ;. Por outro lado, quando I = N*, escrevemos
(a;)f2,. Vamos escrever também (a;)l; = (ai,...,an) e (a)2; = (a1, az,...). Em outras
palavras, uma sequéncia é um conjunto de nimeros em que os elementos estao dispostos de

forma ordenada.

Exemplo 1

(a) (1,2,5,10) é a sequéncia (finita) dos divisores inteiros positivos de 10.

(b) (2,4,6,8,...) é a sequéncia (infinita) dos multiplos inteiros positivos de 2.

(c) (1,3,5,7,9,...) é a sequéncia (infinita) dos nimeros impares.

(d) (0,1,1,2,3,5,8,13,...) é a sequéncia (infinita) denominada sequéncia de Fibo-

nacci.

Algumas sequéncias sao dadas por regras ou leis matematicas chamadas leis de forma-
¢ao, as quais possibilitam explicitar todos os seus termos. Elas sao de grande interesse na
Matematica e sao apresentadas, em geral, de duas maneiras: por férmula de recorréncia ou

expressando cada termo em func¢ao da sua posicao.

3.1.1 Férmula de recorréncia

Sao dadas duas regras: uma para identificar o primeiro termo da sequéncia e outra para

calcular tada termo a, da sequéncia a partir do seu antecessor a,,_ .
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Exemplo 2

(a) Escrever a sequéncia finita (a;)?

i_1 que obedece a seguinte férmula de recorréncia:

aq 22,

a, =a,1+3, vne{23,4}
Solugao. Neste caso, temos

n=2=aq=aq+3=2+3=5,
n=3=>a=a0+3=5+3=238,
n=4=aqu=a03+3=8+3=11.

Portanto, (a;)!_; = (2,5,8,11).

(b) Escrever os trés termos iniciais da sequéncia infinita (b;){°, dada pela formula de

recorréncia

by =1,
b, =3bn1, Yne{2,3,4,...}

Solugao. Neste caso, temos

Tl:2=>b2=3b1:3><1:3,
n:3:>b3:3b2:3><3:9.

Portanto, (bi)2, = (1,3,9,...).

3.1.2 Expressando cada termo em func3do da sua posicio

E dada por uma férmula matematica que expressa cada termo a, da sequéncia em funcao

do indice n.

Exemplo 3

(a) Escrever a sequéncia finita (a;){_; cujos termos obedecem a lei a, = 2", Vn €

{1 ) 2) 3) 4}
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Exemplo 3
Solucao. Neste caso, temos

n=1=aq =2"=2,
n=2=a,=2"=4,
n=3=a;=2"=38,
n=4=q,=2"=16.

Portanto, (a;)!_; = (2,4,8,16).

(b) Escrever a sequéncia infinita (b;){®; cujos termos obedecem a lei b, = 3n + 1,
vn € N*.

Solucao. Neste caso, temos

n=1=b;=3x1)+1=4,
n=2=b,=3x2)+1=7,
n=3=b3;=(3x3)+1=10.

Portanto, (bi)2, = (4,7,10,...).

3.2 Progressio Aritmética (P.A.)

Encontramos frequentemente na vida real, grandezas que sofrem variagoes iguais em

intervalos de tempos iguais.
Exemplo 4

Uma fabrica produziu 500 bicicletas no ano de 2015 e aumentou anualmente sua
produgao de 50 veiculos. Quantas unidades produzira anualmente de 2015 a 20207
Solugao. Seja ()35 a sequéncia finita que representa a produgdo da empresa ao

longo dos anos de 2015 a 2020. Neste caso, temos

azo15 = 500,
an = an_1 450, V¥n e{2015,2016,...,2020}.
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Exemplo 4
Logo,

n = 2016 = azis = azie + 50 = 500 + 50 = 550,
n = 2017 = a6 = az7 + 50 = 550 + 50 = 600,
n = 2018 = a6 = azs + 50 = 600 + 50 = 650,
n = 2019 = a6 = az19 + 50 = 650 4 50 = 700,
n = 2020 = a6 = Az + 50 = 700 4 50 = 750.

Portanto, (a;)#%);s = (500, 550, 600, 650, 700, 750).

Note que, na sequéncia do Exemplo 4, cada termo, a partir do segundo, é obtido do
anterior somando-se a este um numero fixo (500, nesse caso). Em outras palavras, a produgao
sofreu aumentos iguais de 500 veiculos, em intervalos de temos iguais de 1 ano. Sequéncias
deste tipo sao chamadas progressoes aritméticas.

A sequéncia (a;)?%),5 = (500,550, 600, 650, 700, 750) ¢ um exemplo de progressio arit-
mética. O aumento constante de cada termo para o seguinte é chamado de razao da

progressdo. A razdo da progressao (a;)?%%);s é igual a 500.
Definicao 3: Progressao aritmética

Chama-se progressao aritmética (P.A.) uma sequéncia dada pela seguinte formula

de recorréncia

a; = a,

aQn=0an 1+1, Ynel

em que a e r sao numeros reais dados e I é um conjunto de indices. Nestas notas,
usamos [ = {2,3,...,m} quando a P.A. for finita e [ = {2,3,...} quando a P.A. for

infinita.

Em outras palavras, P.A. é toda sequéncia de nimeros na qual a diferenca entre cada
termo e o termo anterior é constante. Essa diferenca constante é chamada de razao da

progressao e denotada pela letra .
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Exemplo 5

(a) A sequéncia dos ntmeros pares (a;)°; = (0,2,4,...) é uma P.A. infinita cujo
primeiro termo é a; = 0 e a razao é v = 2. Essa é uma P.A. crescente, pois
T > 0.

(b) A sequéncia (b)), = (5,4,3,2,...) ¢ uma P.A. infinita cujo primeiro termo ¢é
b; =5 e arazao é r = —1. Essa é uma P.A. decrescente, pois r < 0.

(c) A sequéncia (c;)!%, = (1,1,...,1) ¢ uma P.A. finita cujo primeiro termo é ¢; = 1

e arazao é v = 0. Essa é uma P.A. constante, por r = 0.

Note que as progressoes aritméticas podem ser classificadas em crescentes (r > 0),

decrescentes (r < 0) ou constantes (r = 0).

Exemplo 6

(a) Determine x € R de modo que a sequéncia finita (x,2x+ 1,5x +7) seja uma P.A.
Solugdo. Para que a sequéncia (a;)?_; = (x,2x+1,5x+7) seja uma P.A. devemos
ter

a; —a; = a; — Qay.

Assim,
5
5x+7—2x—1=2x+1—x&3x+6=x+1 (:)2x:—5(:)x:—z.

Portanto, (a;)}_; = (=5/2,—4,—11/2) ¢ uma P.A.

(b) Obtenha uma P.A. finita de trés termos cuja soma seja 24 e o produto 440.
Solugao. Se a sequéncia (b;)?_; = (by,by, b3) € uma P.A. finita, entio by = by—r
e by = by + 1 para algum v € R. Assim, (by)}_; = (by —1,bz, by +71). Como a

soma dos termos dessa P.A. € igual a 24, temos
bp—r+b,+by+r=24 & 3b, =24 & by =8.

Assim, usando o fato que o produto dos termos dessa P.A. € igual a 440 seque

que
(b,—7)by(by+7) =440 & (8—7)8(8+7) =440 & 64—1* =55 & 1P =9 & 1 =43,

Portanto, podemos ter (by)i_; = (5,8,11) ou b3 = (11,8,5).
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3.2.1 Termo geral de uma P.A.

Em uma P.A. (a;){; = (a1, ay,...) para avangar um termo basta somar a razao r € R,
para avancar dois termos basta somar duas vezes a razao r, e assim por diante. Assim, por

exemplo,

as = a; + 3r
a2 = ag + 67

a = ag — 4r.

Portanto, de modo geral,
a,=a;+(n—"1r, VneN,

Exemplo 7

(a) Calcule o 17° termo de uma P.A. (a{){2,,
a 5.

Solugao. Neste caso,

cujo primeiro temo é 3 e a razao ¢é igual

a17:a1+16r<:>a17:3+(16><5):83.

(b) Obtenha a razao de uma P.A. (a;){2;,
é 30.

Solugao. Neste caso,

em que o primeiro termo é —8 e o vigésimo

Ay =a1+19r&30=—8+19r & r=2.

(c) Obtenha o termo geral da P.A. (a;)2, = (4,7,10,...).

Solugao. Neste caso, a3 =4 er =3 entdo, para qualquer nimero natural n > 2,

aG.=aq+n—-Iresa,=44+3n—-1)ES an=4+3n—-3& a,=3n+1.

(d) Determinar o ntimero de termos n da P.A. (a;), = (-3,1,5,...,113).
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Exemplo 7
Solugao. Neste caso, a1 =—3, a, =113 er=4

o= +n—1)re113=-3+4n—-1) & n=30.

(e) Em uma P.A. (q;)®

1, o quinto termo vale 30 e o vigésimo termo vale 50. Quanto

vale o oitavo termo dessa progressao?

Solugao. Neste caso,

ag = as+ 3r ag =30+3r
& &Sr=4/3 e ag = 34.
ay =ag+12r 50 =ag+ 12r

(f) Qual é arazao da P. A. (a;){2; que se obtém inserindo 10 termos entre os nimeros
3e 257
Solugao. Neste caso, podemos tomar, sem perda de generalidade, a7 = 3 e
a;; = 25. Como a;; = a3 + 11, temos 25 =3+ 11r. Dai, v = 2.

3.2.2 Soma de n termos de uma P.A.

Seja (a;){?; uma sequéncia qualquer, para denotar a soma a; + a; + ... + d,, vamos

utilizar a notacao

Em outras palavras,

Zai:a1+az+...+an.
i=1

O simbolo )_ ¢é a letra maiuscula sigma e ¢ denominado somatério.

Teorema 1

A soma dos n primeiros termos de uma P.A. (a;);2; é

S =) = (ot an,
i=1
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Teorema 1

Demonstragao. Note que, por um lado,
n
Zai:m + ...+ ay,
i=1
e, por outro lado,
n
Zai: an+ ...+ a.
i=1

Logo,

ZZ a = (a1 +ay)+(a2+an1)+...+ (an + ar).
=1

Note que (a1 + a,) = (az+an_1) =...= (a, + a;). Portanto,

= (a; + a,)n
IR

Exemplo 8

(a) Qual é o valor da soma dos 20 primeiros termos da P.A. (a;), = (2,6, 10,...

Solugao. Neste caso, 1 =4 e ayp = a; + (19 x 4) = 78.

> = 2 = 800.

20
a; + ay)20 2+78) x 20
SZOZZai:(] 20) ( )
i=1

(b) A soma dos n primeiros ntimeros inteiros e positivos é

Mm+1)n

Sn=Zi=1+2+...+n= 5
i=1

(c) Resolver a equacao 14+ 7+ 13 +...+ x = 280, sabendo-se que os termos foram

uma P.A..
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Exemplo 8

Solugao. Seja ()i, = (1,7,13,...) a sequéncia em questao. Neste caso, temos

a=1,a,=x%,S5,=280 er=6. Por um lado, temos

X+

aG,=a1+n—-Trex=1+6n—-1)&n ¢

Por outro lado,

B _ (an+ai)n  (x+1)(x+5)
SH—ZQI—#@ZSO— 12
& x? +6x — 3555 =0
& x € {—61,55}.

Como a P.A. é crescente, concluimos que x = 55.

(d) A soma dos cincos ntimeros de uma P.A. é 500, determine o terceiro termo.

o0

Solugao. Seja (i), = (x — 2r,x —7,%,x + 1,X + 2r) uma P.A. genérica com

r € R uma constante. Neste caso, temos

(x—2r)+(x—71)+x+ (x+71)+ (x+2r) =300 & 5x =500 & x = 100.

(e) Um matematico (com pretensoes a carpinteiro) compra uma pega de madeira de
comprimento suficiente para cortar 20 degraus de uma escada de obra. Se os
comprimentos dos degraus formam uma progressao aritmética, o primeiro degrau
mede 50cm e o ultimo 30cm e supondo que nao ha desperdicio de madeira no
corte, determine o comprimento minimo da peca.

Solugao. Seja (ai)izi] a P.A. que representa os comprimentos dos degraus. Neste

caso, temos a; = 50 e azy = 30. O comprimento maximo da pe¢ca é

20
ayp +a;)20 80 x 20
Szo:Zai—(zo 1) _

= > > = 800 cm.

i=1
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3.2.3 Exercicios

1. Sabendo que a sequéncia (1 —3x,x —2,2x + 1) ¢ uma P.A., o valor de x € R é

(a) 2
(b) 0
(c) 3
(d) 4
(e) 6

2. Em uma progressao aritmética de termos positivos, os trés primeiros termos sao: 1—a,

—ae 11T —a. O quarto termo dessa P.A. é

(a) 2
(b) 3
(c) 4
(d) 5
(e) 6

3. Inserindo m termos, m € N*, entre os ntimeros 1 e m?, obtém-se uma P.A. de razao

igual a:

(a) vVm—1
(b) m+2
(¢c) m—1
m? + 1
m-—2
(e) n.d.a.

(d)

4. Determine uma P.A. de cinco numeros, sabendo que sua soma é 20 e seu produto é
3024.

5. Quantos nimeros impares ha entre 14 e 1927
6. Qual é o primeiro termo negativo da P.A. (60,53,46,...)7

7. Um bem, cujo valor hoje R$8.000, 00, desvaloriza-se de tal forma que seu valor daqui
a 4 anos serd de R$2.000,00. Supondo constante a desvalorizacao anual, qual sera o

valor do bem daqui 3 anos?
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8. Considere uma sequéncia de figuras formadas por um conjunto de palito de fosforos,

cujos trés primeiros termos sao:

Figura 1 Figura 2 Figura 3

(a) Qual é o nimero de palitos usados para construir a Figura 107

(b) Escreva a expressao geral para Figura n.

9. Ha dois tipos de anos bissextos: os que sao multiplos de 4 mas nao de 100 e os que
sao multiplos de 400.
(a) Quantos sdo os anos bissextos entre 1995 e 24037
(b) Se 1° de janeiro de 1997 foi uma quarta-feira, que dia sera 1° de janeiro de 25007
10. (a) Os nameros v2, v/3 e /5 podem pertence a uma mesma progressio aritmética?
Por qué?
(b) Determine a maior razao da P.A. que admite os ntimeros 32, 227 e 942 como seus

termos.

11. (a) Um anfiteatro possui 12 poltronas na primeira fila, 14 poltronas na segunda
fileira, 16 poltronas na terceira fileira e assim sucessivamente. Quantas fileiras

sao necessarias para que a sala tenha 620 poltronas?

12. (a) Quantos sao os nimeros inteiros entre 100 e 500 que nao sao divisiveis nem por

2, nem por 3 e nem por 57 Quanto vale a soma desses inteiros?

(b) A soma dos n primeiros termos de uma P.A. é n(2n+1) qualquer que sejan > 1.

Encontre o vigésimo termo dessa progressao.

13. (a) Calcule S1o0 para uma P.A. tal que a, = 2k + 5 para todo k =1,2,....

(b) Seja uma P.A. tal que a, = log, x*, k = 1,2,..., e cuja soma Sjo0 = 15150. Qual

é o valor de x?

14. Considere a progressao aritmética (aj,...,asy) de razao d. Se
Sio=10+25d e S5y =4550,

entao qual o valor de d — a;?
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3.3 Progressdo Geométrica (P.G.)

Exemplo 9

Uma pessoa, comecando com R$64, 00, faz seis apostas consecutivas, em cada uma
das quais arrisca perder ou ganhar a metade do que possui na ocasiao. Se ela ganha

trés e perde trés dessas apostas, pode-se afirmar que ela:
(a) ganha dinheiro.
(b) nao ganha dinheiro e nem perde dinheiro
(¢) perde R$27,00.

(d) perde R$37,00

(e) ganha ou perde dinheiro, dependendo da ordem em que ocorrem suas vitorias ou

derrotas.

Solugao. O capital da pessoa aumenta ou diminui 1/2 (50%) e passa a valer, respecti-
vamente, 1+1/2=3/2 ou1—1/2=1/2 do que valia. Assim, se a pessoa comeca com
R$64,00 e ganha nas trés primeiras rodadas e perde nas trés ltimas entao seu capital

final seria

3 3 3 1 1 1 ,
64 X z X z X z X z X z X z =27 reais.
Note que independente da ordem de vitorias e derrotas, esse seria o capital final da

apostadora. Portanto, a pessoa sempre perde R$37,00.

Exemplo 10

A populacao de um pais ¢ hoje igual a Py e cresce 2% ao ano. Qual sera a populacao
do pais daqui n anos?

Solugao. Seja P, a populagao desse pais daqui n anos. Neste caso,

P, =Py +1,02™.

Quando as sequéncias possuem termos tais que taxa de crescimento ou decrescimento
para o seguinte é constante dizemos que elas formam uma progressao geométrica. Assim,

em uma progressao geométrica para obtermos um termo multiplicamos o anterior por uma
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mesma constante, a qual é denominada razao da progressao e é denotada pela letra q.

Definicao 4: Progressao geométrica

Chama-se progressao geométrica (P.G.) uma sequéncia dada pela seguinte for-

mula de recorréncia

a; = a,

an =an1q, vnel

em que a e g sao numeros reais dados e I € um conjunto de indices. Nestas notas,

usamos I = {2,3,...,m} quando a P.G. for finita e [ = {2,3,...} quando a P.G. for

infinita.
Exemplo 11
(a) A sequéncia (a;);>; = (—1,—2,-8,...) ¢ uma P.G. infinita cujo primeiro termo ¢
a; =—1 e arazao é q = 2. Essa ¢ uma P.G. decrescente, pois ¢ > 1ea P.G. ¢

termos negativos.

A sequéncia (bi);~, = (1,1/3,1/9,1/27,...) ¢ uma P.G. infinita cujo primeiro
termo é a; = 1 e a razao é q = 1/3. Essa é uma P.G. decrescente, pois

0<q<1eaP.G. ¢éde termos positivos.

A sequéncia (ci)o; = (1,2,4,8,...) ¢ uma P.G. infinita cujo primeiro termo é
a; =1 earazao ¢ q = 2. Essa ¢ uma P.G. crescente, pois q > 1 e a P.G. é de

termos positivos.

A sequéncia (di);o; = (—1,—1/2,—1/4,—1/8,...) é uma P.G. infinita cujo pri-
meiro termo é a; = —1 e a razao é q = 1/2. Essa é uma P.G. crescente, pois

0 < g<1eaP.G. éde termos negativos.

A sequéncia (x;){_; = (7,7,...,7) é uma P.G. finita cujo primeiro termo ¢ a; =7

e arazao é q = 1. Essa ¢ uma P.G. constante, pois q = 1.

A sequéncia (yi);_, = (5,—5,...,5,—5) é uma P.G. finita cujo primeiro termo é

a; =5 earazao é q = —1. Essa ¢ uma P.G. alternada, pois q = —1.

n

A sequéncia (zi),_, = (3,0,...,0,0) ¢ uma P.G. finita cujo primeiro termo é

a; =3 earazao é  =0. Essa ¢ uma P.G. estacionaria, pois q = 0.

33. P
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Exemplo 12

(a) Qual numero deve ser somado a 1, 9 e 15 para termos, nessa ordem, trés nimeros
em P.G.7
Solugao. Para que (x +1,x+ 9,x + 15) seja uma P.G. devemos ter

x+15_x+9
x+9  x+1

S x+9?=(x+15)(x+1) & 2x = —66 & x = —33.

(b) Obtenha uma P.G. de 4 elementos cuja soma dos 2 primeiros termos é 12 e do
dois ultimos é 300.
Solugao. Sejam x € R e a sequéncia genérica (x,xq,xq*,xq>), a qual é uma

P.G. genérica de razao q € R. Assim,

xtxa =12 fx(tq) =12
xq?+xq> =24 xq*(1+q) =24.

Da equagao (1) na equagao (2), obtemos
12> =24 & q = +2.

Para q = 2, temos x =4, e para q = —2, temos x = —12. Portanto, as possiveis
P.G. sao (4,8,16,32) e (—12,24,—48,96).

3.3.1 Termo geral de uma P.G.

Da mesma forma que fizemos para a progressao aritmética, vamos demonstrar a féormula
do termo geral de uma P.G., que permite encontrar qualquer termo sem precisar escrevé-la
integralmente. Em uma P.G. (a;){®; = (ay, az,...) para avancar um termo basta multiplicar
pela razao q € R; para avangar dois basta multiplicar pela razao duas vezes; e assim por

diante. Assim, por exemplo,

3
as = ax(q

6
a2 = aeq

4
a = agq .

Portanto, partindo do primeiro termo, o termos de ordem n de uma P.G. é dado por

n—I1
a, = a1q .
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Exemplo 13

(a) Em uma P.G., o quinto termo vale 5 e o oitavo termo vale 135. Quanto vale o
sétimo termo dessa progressao?
Solugao. Seja (ai)i~; a P.G. em questio e q € R sua razao. Neste caso, as =5

e ag = 135. Assim,
ag=asq° & 135=5¢> = q* =27 & q=3.

Portanto,

135
L
q 3

(b) Qual é a razao da P.G. que se obtém inserindo 3 termos entre os numeros 30 e
4807
Solugao. Seja (ai)f:] a P.G. em questio e q € R sua razao. Neste caso, a; = 30
e as = 480. Assim,

as=a1q' © 480 =30q" © q* =16 & q = +2.

(c) Numa P.G. de razao 4, o primeiro termo é 8 e o ultimo ¢ 23'. Quantos termos
tem essa P.G.7
Solugao. Seja (ai);_, a P.G. em questao e q =4 sua razao. Neste caso, a; = 8

e a, = 23", Assim,

231
a, = a]qnfl & 231 — 841171 & (22)1171 _

_?@22“*2:228<:>n:15.

3.3.2 Soma de n termos de uma P.G.
Teorema 2

A soma dos n primeiros termos de uma P.G. (a;)°, de razao q # 1 ¢é
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Demonstracao. Note que

n
Sn:Zai:a1+az+...+an.

i=1

Multiplicando por q ambos os lados da equagao, obtemos

n+1

an:ani:Zai:az—l—ag—l—...—{—anH.
i=1 i=2

Logo,

(a)

n

T—q

Ss—gqSn=a1—ann &1 -q)Sh=a1—aiq" & Sy = a

Exemplo 14

Calcular a soma dos 10 primeiros termos da P.G. (1,3,9,27,...).
Solugao. Seja (i), a P.G. em questdo e q € R sua razio. Neste caso, temos
a;=1eq=3. Logo,

—aqmn ‘]_]O

:
Sio=a i _qq & Sy = & Sy = 29524.

1-3

H& uma lenda que diz que um rei perguntou ao inventor do jogo de xadrez o que
ele queria como recompensa por ter inventado o jogo. O inventor, entao, pediu
como recompensa 1 grao de trigo pela primeira casa, 2 graos pela segunda, 4 graos
pela terceira e assim por diante, sempre dobrando a quantidade a cada casa nova.
Quantos foram os graos de trigo pedidos pelo inventor?

Solugao. Seja (a;), a P.G. em questio e q € R sua razio. Neste caso, temos
a;=1eq=2. Logo,

. qmn 1 — 264

1
Ser = a1~ _qq & Sot = - & Sio = 2 — 1 = 18446744073709551615.
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(c) Dar o valor de x na igualdade x 4+ 3x + ... + 729x = 5465; sabendo-se que 0s
termos do 1° termo formam uma P.G.

Solugao. Seja (i)l a P.G. em questdo e q € R sua razio. Neste caso, temos
ar=x, =23 ea, =729 Logo,

G=aq" ' &72%x=x3""Te3" =793 =3¢ on=7.
Portanto,

1—qg" —37 7 _ 2
S; = 1_qq (:)5465=x]1 _3:% & 5465 = x> - ] <:>5465=x$<:>

1093x = 5465 & x = 5.

3.3.3 Soma de infinitos termos de uma P.G.

Seja (a;){2; uma sequéncia qualquer, para denotar a soma a; + a; + ... vamos utilizar a

notacao
o0

i=1

Em outras palavras,

iai:a1+a2+....

i=1

Note que,
o0 n
E a; = lim E aj.
n—oo
i=1 i=1
Teorema 3

A soma de todos os termos de uma P.G. (a;);°; de razdo -1 < q<1¢

Soozoo(liz @ .
T

3.3. PROGRESSAO GEOMETRICA (P.G.)



Teorema 3

Demonstracao. Sabemos que

Logo,

Exemplo 15

(a) 0,999999... =1, verdadeiro ou falso?

Solucao. Note que
0,999999...=0,9+0,02+ 0,009 +....

Como (0,9,0,09,0,009,...) € uma P.G. de razio q = 0,1 e a; = 0,9 seque que

0,999999...=0,9 + 0,09 + 0,009 +...=

(b) Suponha que Ana precisa correr Tkm. Digamos que ele comega correndo metade
dessa distancia, isto é, 1/2km; em seguida ela corre metade da distancia que falta,
ou seja, 1/4km; depois, metade da distancia restantes, isto ¢, 1/8km e assim por
diante. Depois de n etapas, quantos km Ana terd corrido? E se n for suficiente-

mente grande?

Solugao. Note que (a;){2, = (1/2,1/4,1/8,1/16,...) é uma P.G. de razio q =
1/2 e ay =1/2. Logo,
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Como

S = lim S, =1,

n—oo

concluimos que para n suficientemente grande, essa soma sera aproximadamente

igual a Tkm.

3.4 Problemas envolvendo P.A. e P.G.

Exemplo 16

Sao dados quatro nimeros positivos: 12, x, y, 4. Sabendo que os trés primeiros estao
em P.A. e os trés ultimos estao em P.G., qual o valor de x e y?

Solugao. Por um lado (12,x,y) € uma P.A., entdo
x—12=y—x&y=2x—12
Por outro lado, (x,y,4) é uma P.G., entdo
Y =4y &y = 4x.
X
Assim,
(2x — 12 =4x & 4x? —48x + 144 = 4x & 4x* —52x + 144 =0 & x> — 13x + 36 = 0.

Portanto,

x =9 oux=4.

Parax =9, temosy = 6; e para x =4, temosy = —4 Portanto, x =9 ey = 6.

3.5 Exercicios

1. Ha dois tipos de anos bissextos: os que sao miiltiplos de 4 mas nao de 100 e os que

sao multiplos de 400.

(a) Quantos s@o os anos bissextos entre 1995 e 24037

(b) Se 1° de janeiro de 1997 foi uma quarta-feira, que dia sera 1° de janeiro de 25007
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2.

(a) Os nameros v2, v/3 e v/5 podem pertence a uma mesma progressao aritmética?

Por qué?

(b) Determine a maior razao da P.A. que admite os nimeros 32, 227 e 942 como seus

termos.

Uma escola recebe todos os anos 500 alunos novos no primeiro semestre e 300 alunos
novos no segundo semestre. 30% dos alunos sdo reprovados no primeiro perfodo e
repetem o periodo no semestre seguinte. Sendo a, e by, respectivamente, o ntimero

de alunos do primeiro periodo no primeiro e no segundo semestres do ano n.

(a) Calcule a, e b, em funcao de n.

(b) Calcule

lim a, e lim b,.
n—oo n—oo

(a) Se (a;){2; é uma P.G. de termos positivos, justifique algebricamente o porqué a

sequéncia (b;){2, tal que b; =loga; é uma P.A..

(b) Se (a;)$2, é uma P.A.| justifique algebricamente o porqué a sequéncia (b;)2; tal

que b; = e% é uma P.G..

Considere um alfabeto binario, isto é, constituido por dois simbolos, os quais sao
representados por x e #. Uma palavra de comprimento n, n € N*, é formada por n
escolhas sucessivas de um desses dois simbolos. Por exemplo, #x é uma palavra de

comprimento 2 e #+# * x# é uma palavra de comprimento 5. Usando este alfabeto:

(a) quantas palavras de comprimento menor do que 6 podem ser formadas?
(b) qual é o menor valor de N para o qual é possivel formar 1.000.000 de palavras de

comprimento menor ou igual a N?

Considere a sequéncia (a;)°; tal que ay =6, a; =4, a3 =1, a4 =2 e a,, = an_a4,

para m > 5. Encontre os inteiros positivos n e k tais que

3.5.
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4 Combinatodria

Combinatoria é uma parte da matematica que estuda métodos e técnicas que permitem
resolver problemas relacionados a contagem. De maneira mais geral, a combinatoéria é a
responsavel por analisar estruturas e relagoes discretas. Nestas notas, estamos interessados,
em particular, em ferramentas bésicas que nos permitam determinar o ntimero de elementos
de conjuntos formados de acordo com regras pré-especificadas, sem que seja necessario listar

todos os seus elementos.

4.1 O principio fundamental da contagem

A primeira técnica matemética aprendida por uma crianca é contar, isto é, enumerar
os elementos de um certo conjunto de forma a determinar a quantidade de elementos nele
existentes. Em seguida, a crianca aprende a somar. Essa operacao matematica ¢ introduzida

como um problema de contagem.

Exemplo 1

Se A e B sao dois conjuntos disjuntos, com p e q elementos, respectivamente, entao
A U B possui quantos elementos?

Solugao: Como |A|=p, |Bl|=q e |ANB| =0, temos

IAUB|=|A|+|B|—|ANBl=p+q—0=p+q.
O Exemplo 1 diz respeito ao que é conhecido na Combinatéria como o principio da
adigao:

Se A e B sao dois conjuntos disjuntos, com p e g elementos, respectivamente, entao

A U B possui p + ¢ elementos.

Em certa altura, normalmente introduzidos no ensino médio, os problemas de contagem

se tornam mais elaborados. Eis um exemplo.
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Exemplo 2

Numa sala ha 3 homens e 5 mulheres. De quantos modos é possivel selecionar um
casal homem-mulher?
Solugao. Chamando os homens de Hy, Hy, H3 e as mulheres de My, M;, M3, My e
Ms, € facil ver que hd 5 casais cujo o homem € Hy, outros 5 casais cujo o homem é H; e

outros 5 nos quais o homem € Hz. O nimero de casais é, portanto, 5+5+5 = 3x5 = 15.

Exemplo 3

Uma pequena comunidade é composta por 10 mulheres, cada uma com 3 filhos. Se
uma mulher e um de seus filhos devem ser escolhidos como mae e filho do ano, quantas
escolhas diferentes sao possiveis?

Solugao. Chamando de M; a mae i, 1 =1,...,10, € fdcil ver que hd 3 possibilidades
em que a mae My pode ser escolhida, outras 3 em que a mae M; pode ser escolhida e,

assim por diante, até a mae Myg. O numero de escolhas diferentes de uma mae e um
filho €, portanto, 10 x 3 = 30.

Os Exemplos 2 e 3 dizem respeito ao que é conhecido na Combinatéria como principio

da multiplicagao (ou Principio Fundamental da Contagem), o qual afirma:

Se uma decisao d; pode ser tomada de x maneiras e, tomada a decisao d;, existem y
maneiras de tomar a decisao d,, entao o nimero de maneiras de se tomar, sucessivamente,

as decisoes d; e d; é xy.

Exemplo 4

Uma pessoa possui no guarda-roupa 4 blusas e 5 saias, de quantas maneiras ela pode
se vestir combinando uma saia com uma blusa?
Solugao. Escolher a maneira que ela pode se vestir com as roupas que possui no guarda-

roupa € equivalente a tomar duas decisoes:
d; : Escolher a blusa (4 modos);
d; : Escolher a saia (5 modos).

Ezxistem, portanto, 4 x 5 = 20 modos dela se vestir.
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Exemplo 5

Para fazer uma viagem Rio - Sao Paulo - Rio, posso usar como transporte o trem, o
onibus ou o aviao. De quantos modos posso escolher os transportes se nao desejo usar

na volta o mesmo meio de transporte usado na ida?

Solugao. FEscolher os transportes de ida e volta da forma como foi enunciado € equi-

valente a tomar duas decisoes:
dy : Escolher o transporte de ida (3 modos);
d; : Escolher o transporte de volta (2 modos).

Ezistem, portanto, 3 X 2 =6 modos de escolher os transportes de ida e volta.

Exemplo 6
Considere dois conjuntos nao-vazios quaisquer

A ={ajay...,a,}

B ={b,bs,...,bg}.

Quantos pares ordenados podemos forma com a; € Aebj€ Bemquei=1,...,pe
j=1,...,97

Solugao. FEscolher um par ordenado da forma como enunciada € equivalente a tomar
duas decisoes:

di : Escolher um elemento do conjunto A (p modos);
d; : Escolher um elemento do conjunto B (q modos).

Existem, portanto, pq modos de escolher um par ordenado.

Note que, no Exemplo 6, o principio da multiplicagao foi aplicado de modo a nos permitir

obter o nimero de pares ordenados que sao elementos do produto cartesiano A x B.
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Exemplo 7

Determine a cardinalidade do conjunto A% em que A = {ay,..., apl.
Solucao. Encontrar a cardinalidade de A% é equivalente a determinar o mimero de
pares ordenados pertencentes ao produto cartesiano A X A. Logo, temos duas decisoes

a serem tomadas:
d; : Escolher um elemento do conjunto A (p modos);
dy : Escolher outro elemento do conjunto A (p modos).

Portanto, |A?| = p?.

Exemplo 8

Determine o niimero de pares ordenados que podemos formar com elementos distintos
do conjunto A ={ay, az,...,ap}
Solugao. Escolher um par ordenado com elementos de A da forma como enunciada €

equivalente a tomar duas decisoes:
d; : Escolher um elemento do conjunto A (p modos);
d; : Escolher outro elemento do conjunto A distinto do primeiro (p — 1 modos).

Existem, portanto, p(p — 1) modos de escolher um par ordenado.

Quando estamos trabalhando em problemas em que ha mais que duas decisoes a serem

tomadas, podemos generalizar o principio basico da multiplicagao:

Se uma decisao d; pode ser tomado de x; maneiras; e se, para cada uma dessas decisoes,
existir x, maneiras de tomar a decisao d;; e se, para cada uma dessas decisoes, existir x;3
maneiras de tomar a decisao ds; e, assim por diante, até a decisao d, que pode ser tomada

de x, maneiras; entao o ntimero de maneiras de se tomar, sucessivamente, as decisoes dy,
dz, oo ey dp €

P
| |Xi :X1X2...Xp.
i=1

Usamos a letra grega maitscula [ | para denotar o produto finito da sequéncia (x;)?

1=1» o

qual é denominado produtorio.
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Exemplo 9

Uma bandeira é formada por 4 listras, que devem ser coloridas usando-se apenas as

cores verde, amarelo e azul. Se cada listra deve ter apenas uma cor e nao se pode usar

cores iguais em listras adjacentes, de quantos modos se pode colorir a bandeira?

Solugao. Colorir a bandeira da forma como foi enunciado é equivalente a tomar 4

decisoes:
d; : Escolher a cor da primeira listra (3 modos);
dy : Escolher a cor da sequnda listra (2 modos);
ds : Escolher a cor da terceira listra (2 modos);
dy : Escolher a cor da quarta listra (2 modos).

Existem, portanto, 3 x 23 maneiras de colorir a bandeira.

Exemplo 10

Quantas diferentes placas de automoével com 7 caracteres sao possiveis se os trés

primeiros campos forem ocupados por letras (K, Y e W, inclusive) e os 4 campos finais

por numeros?

Solucgao. FEscolher a sequéncia de caracteres para uma placa da forma como foi definido

€ equivalente a tomar 7 decisoes:

d]t
dzl

d32

d72

FEscolher o primeiro caracter, i.e., uma letra (26 modos);
Escolher o sequndo caracter, i.e., uma letra (26 modos);

FEscolher o terceiro caracter, i.e., uma letra (26 modos);

. Escolher o quarto caracter, i.e., um nimero (10 modos);
. Escolher o quinto caracter, i.e., um nimero (10 modos);

. Escolher o sexto caracter, i.e., um nimero (10 modos);

FEscolher o sétimo caracter, i.e., um nimero (10 modos).

Existem, portanto, 263 x 10* maneiras diferentes de placas.
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Exemplo 11

Quantos nimeros naturais de 3 algarismos distintos existem?
Solugao. Para escrever um numero natural com 3 algarismo distintos, precisamos

tomar 3 decisoes:
d; : Escolher o primeiro algarismo (9 modos). Note que ele nao pode ser zero.

d; : Escolher o sequndo algarismo (9 modos). Note que nao podemos utilizar o alga-

rismo utilizado anteriormente.

ds : Escolher o terceiro algarismo (8 modos). Note que ndao podemos utilizar nenhum

dos dois algarismos utilizados anteriormente.

Existem, portanto, 9 x 9 x 8 = 648 numeros naturais com 3 algarismos distintos.

Exemplo 12

Quantos sao os nimeros naturais pares que se escrevem com 3 algarismos distintos?
Solugao. Como o dltimo algarismo € o que possui mais restricoes, vVamos comegar por
ele. Note que o iltimo algarismo pode ser escolhido de 5 modos (0,2,4,6 ou 8). Em

sequida, passamos para o primeiro algarismo. Todavia, nos deparamos com um impasse:

(i) se nao tivermos utilizado o 0 no ultimo algarismo, entdao haverd 8 maneiras de
escolher o primeiro algarismo (nao podemos utilizar o zero e nem o algarismo jd

empregado na ultima casa);

(il) se tivermos utilizado o 0 no ultimo algarismo, entao haverd 9 maneiras de escolher

o primeiro algarismo (nao podemos utilizar o zero).

Este tipo de impasse € comum em problemas de combinatoria e para ultrapassd-lo temos

duas alternativas:
1. separar em casos,

2. ignorar restrigoes.

4.1. O PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM



Exemplo 12

1. Alternativa natural: Separar em casos:

(a) Para escrever um mimero natural, cujo ultimo algarismo € zero, precisamos
tomar 3 decisoes:
dy : Escolher o terceiro algarismo (1 modo).

d; : Escolher o primeiro algarismo (9 modos). Note que ele ndo pode ser

zero.
ds; : Escolher o seqgundo algarismo (8 modos). Note que nao podemos utilizar
nenhum dos algarismos ja utilizados.

Ezistem, portanto, 9 x 8 x 1 =72 niumeros.

(b) Para escrever um nimero natural, cujo ultimo algarismo nao € zero, preci-
samos tomar 3 decisoes:
dy 1 Escolher o terceiro algarismo (4 modos).

d; : Escolher o primeiro algarismo (8 modos). Note que ele nio pode ser zero

e mem o ultimo algarismo.

ds @ Escolher o sequndo algarismo (8 modos). Note que nao podemos utilizar

nenhum dos algarismos jd utilizados.

Existem, portanto, 8 x 8 x 4 = 256 numeros.
A resposta é, portanto, 72 + 256 = 328 numeros (principio da adi¢do).
2. Alternativa sofisticada: Ignorar as restrigcoes:

(a) Ignorando que o primeiro algarismo nao pode ser zero, temos 3 decisoes:

dy 1 Escolher o terceiro algarismo (5 modos).

dy : Escolher o primeiro algarismo (9 modos). Note que ele nao pode ser
zero.

ds @ Escolher o sequndo algarismo (8 modos). Note que nao podemos utilizar

nenhum dos algarismos ja utilizados.

FExistem, portanto, 9 x 8 x 5 = 360 numeros. Esses 360 nimeros sao todos

0s pares de trés algarismos distintos que podem comegar com zero.
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(b) A quantidade de nimeros que iniciam com zero e sao pares podem ser calculada
tomando-se 3 decisoes:
d; : Escolher o primeiro algarismo (1 modo).
dy @ Escolher o terceiro algarismos (4 modos). Note que ele nao pode ser zero.
ds : Escolher o sequndo algarismo (8 modos). Note que nao podemos utilizar

nenhum dos algarismos jd utilizados.

Existem, portanto, 1 x 8 x 4 = 32 numeros.

A resposta €, portanto, 360 — 32 = 256 numeros.

Morgado et al. (2010) traz algumas estratégias que sao uteis na solugao de problemas de

combinatoria, as quais listamos a seguir.

1

. Postura: Devemos sempre nos colocar no papel da pessoa que deve fazer a acao

solicitada pelo problema e ver que decisoes devemos tomar.

Divisao: Devemos, sempre que possivel, dividir as decisoes a serem tomadas em
decisoes mais simples. Exemplo: formar um casal homem-mulher foi dividido em

escolher um homem e em seguida uma mulher.

Nao adiar dificuldades: Pequenas dificuldades adiadas costumam transformar-se
em grandes dificuldades. Se alguma decisao é mais complicada que as demais, ela deve

ser tomada em primeiro lugar.

4.1.1 Exercicios

1.

Num hospital existem 3 portas de entrada que dao para um amplo saguao no qual
existem 5 elevadores. Um visitante deve se dirigir ao 6° andar utilizando-se de um dos

elevadores. De quantas maneiras diferentes podera fazé-lo?

Um restaurante oferece no cardapio 2 saladas distintas, 4 tipos de pratos de carnes, 5
variedades de bebidas e 3 sobremesas diferentes. Uma pessoa deseja uma salada, um
prato de carne, uma bebida e uma sobremesa. De quantas maneiras a pessoa podera

fazer o seu pedido?

Existem 2 vias de locomogao de uma cidade A para uma cidade B e 3 vias de locomogao
da cidade B para uma cidade C. De quantas maneiras pode-se ir de A a C, passando

por B?

4.1.
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De quantas maneiras diferentes pode-se vestir uma pessoa que tenha 5 camisas, 3

calcas, 2 pares de meia e 2 pares de sapato?

5. De quantos modos podemos arranjar 8 cavalos idénticos em um tabuleiro de xadrez
(8 x 8) de modo que nao haja dois cavalos na mesma linha e nem na mesma coluna?
E se os cavalos fossem diferentes?

6. Existem 10 caixas com 5 garrafas de vinhos. As cinquenta garrafas de vinho sao todas
diferentes. De quantas maneiras posso montar um presente com 10 garrafas de vinho,
sendo que cada uma deve ser escolhida de uma das caixas?

7. De um baralho de 52 cartas, retira-se, sucessivamente, e sem reposicao, trés cartas. De
quantos modos isso pode ser feito se a primeira carta deve ser de espadas, a segunda
nao deve ser um rei e a terceira precisa ser um numero?

8. De quantos modos 3 pessoas podem se sentar em 5 cadeiras em fila?

9. Uma urna contém uma bola vermelha (V), uma branca (B), uma azul (A) e uma
marrom (M). Uma bola é extraida, sua cor é observada e ela é recolocada na urna.
Em seguida, outra bola é extraida e observada sua cor. Quantos sao as possiveis
sequéncias de cores obtidas?

10. De quantos modos podem ser escolhidos um presidente e um secretario de um conselho
que possui 12 membros?
11. Quantos subconjuntos possui um conjunto que tem n elementos?
12. Dispondo dos algarismos 1, 2, 4 e 7, quantos ntimeros naturais de 4 algarismos, sem
repeticao, podemos formar?
13. Dispondo dos algarismos 1, 2, 4 e 7, quantos ntimeros naturais de 4 algarismos podemos
formar?
14. Quantos inteiros hé entre 1.000 e 92.999 cujos algarismos sao distintos?
15. Quantos ntimeros de quatro digitos sao maiores do que 2.400 e:
(a) possui todos os digitos diferentes.
(b) nao possui digitos iguais a 3, 5 ou 6.
(c) possui as propriedades (a) e (b) simultaneamente.
16. Escrevem-se os numeros inteiros de 1 até 2.222. Quantas vezes o algarismo 0 é escrito?
17. Quantos divisores inteiros e positivos possui o nimero 3607 Quantos divisores sao
pares? Quantos sao impares? Quantos sao quadrados perfeitos?
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42 Permutacdes

Existem alguns poucos problemas que, embora sejam aplicagoes do principio bésico,
aparecem com muita frequéncia. O primeiro deles é o problema da permutagao que procura
responder a seguinte questao: “dados n objetos distintos, de quantos modos podemos ordené-
los em fila?”. Neste sentido, em problemas de permutagao a ordem em que os objetos ou

individuos aparecem é importante e, portanto, deve ser levada em consideracao.

Exemplo 13

Se n = 3 e os objetos sao as letras a, b e ¢, de quantos modos podemos ordena-los

em fila?
Solugao. Fzxistem 6 maneiras distintas de ordend-los em fila: abc, acb, bac, bca,
cab e cba. Cada ordem em que os objetos aparece é chamada permutacao. Assim,

um conjunto de 3 objetos distintos permite 6 permutagoes possiveis.

Exemplo 14

Se o ntmero inteiro positivo n é quantidade de objetos em estudo. Quantas sao as
permutacoes possiveis?
Solugao. Podemos utilizar o principio fundamental da contagem para resolver este

problema. Neste contexto, temos M decisoes a serem tomadas:
d; : Escolher o objeto que ocupard a primeira posi¢ao da fila (n modos).
d; : Escolher o objeto que ocupard a sequnda posi¢ao da fila (n — 1 modos).

ds; : Escolher o objeto que ocupard a terceira posicao da fila (n — 2 modos).

dn : Escolher o objeto que ocupard a ultima posi¢ao da fila (1 modo).

Portanto, existemn x (n—1) x ... x 1 :=n! modos de ordenar n objetos distintos em

fila.
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Definicao 1

Para qualquer nimero inteiro nao-negativo n, denominamos fatorial de n, indicado

por n!, ao produto

nN=nxn—-1)xn—2)x...x1,

em que, por convengao, tomamos 0! = 1.

Exemplo 15

Quantos sao os anagramas da palavra PRATICO?
Solugdo. Cada anagrama da palavra PRATICO € uma ordenacio das letras P, R, A,

T, 1, C eO. Assim, temos 7 decisoes a tomar:
d; : Escolher a letra que ocupard a primeira posi¢ao do anagrama (7 modos).
d; : Escolher a letra que ocupard a sequnda posi¢ao do anagrama (6 modos).

ds : Escolher a letra que ocupard a terceira posi¢ao do anagrama (5 modos).

d; : Escolher a letra que ocupard a ultima posi¢ao do anagrama (1 modo).

Portanto, existem 7! =7 x 6 X ... x 1 =5.040 anagramas possiveis.

Exemplo 16

Quantos sdo os anagramas da palavra PRATICO que comecam e terminam com
consoante?
Solugdo. Para formar os anagramas da palavra PRATICO que comecam e terminam
com consoante devemos tomar 7 decisoes, a comecar por aquelas com mais restri¢oes.

Assim,

d; : Escolher a letra que ocupard a primeira posicio do anagrama (4 modos), pois

existem 4 consoantes.

d; : Escolher a letra que ocupard a iltima posigao do anagrama (3 modos), pois das 4

consoantes disponivel jd escolhemos uma para ocupar a primeira posi¢ao.
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Exemplo 16

ds : Escolher a letra que ocupard a sequnda posi¢ao do anagrama (5 modos).

d; : Escolher a letra que ocupard a sexta posi¢cao do anagrama (1 modo).

Portanto, existem 4 x 3 x 5! = 1440 anagramas possiveis.

Exemplo 17

De quantos modos 5 rapazes e 5 mocgas podem se sentar em bancos de dois lugares
cada, de modo que em cada banco fique um rapaz e uma mocga?
Solugao: Cada pessoa ird tomar uma decisao sobre qual banco sentar de acordo com a

regra especificada no enunciado. Assim, serao tomadas 10 decisao. Sao elas:
di : O primeiro homem escolher o banco em que sentard (10 modos).

d; : O seqgundo homem escolher o banco em que sentard (8 modos). Ele nao pode

escolher o banco escolhido pelo primeiro homem e nem o banco ao seu lado.

ds : O terceiro homem escolher o banco em que sentard (6 modos). Ele nao pode

escolher o banco escolhido pelos dois primeiros homens e nem os bancos ao seu

lado.

ds : O quinto homem escolher o banco em que sentard (2 modos). Ele ndao pode escolher

o banco escolhido pelos quatro primeiros homens e nem os bancos ao seu lado.

d¢ : A primeira mulher escolher o banco em que sentard (5 modos). FEla nao pode

escolher os bancos ja ocupados pelos homem.

d; : A segunda mulher escolher o banco em que sentard (4 modos). FEla nao pode

escolher os bancos jd ocupados pelos homem e nem o ocupado pela primeira mulher.

dio 1 A quinta mulher escolher o banco em que sentard (1 modo). Ela nao pode escolher

0s bancos jd ocupados pelos homem e nem pelas quatro primeiras mulheres.

Portanto, existem 10 x § x 6 x 4 x 2 x 5! = 460800 maneiras.
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Exemplo 18

De quantos modos podemos arrumar em fila 5 livros diferentes de Matemética, 3
livros diferentes de Estatistica e 2 livros diferentes de Fisica, de modo que os livros de
uma mesma matéria permanecam juntos?

Solugao: Como livros de uma mesma matéria devem vir juntos, teremos 3 blocos de

livros. Assim, existem 4 decisoes principais:

d; : Escolher a ordem das matérias (3! modos).

dy : Escolher a ordem dos livros de Matemdtica (5! modos).
ds : Escolher a ordem dos livros de Estatistica (3! modos).
ds : Escolher a ordem dos livros de Fisica (2! modos).

Portanto, existem 3! x 5! x 3! x 2! = 8640 maneiras.

Exemplo 19

De quantos modos podemos formar uma roda com 5 criangas?
Solugao: A primeira vista, parece que para formar wma roda com cinco criancas basta
escolher uma ordem para elas, o que poderia ser feito de 5! = 120 modos. Entretanto,
as rodas ABCDE e EABCD sao iguais, pois na roda o que importa € a posi¢ao relativa
das criancas entre si e a roda ABCDE pode ser “virada” na roda EABCD. Como cada
roda pode ser “virada” de cinco modos, a nossa contagem de 120 rodas contou cada roda
5 vezes e a resposta € 5!/5 =120/5 = 24.

c D B C

Diferente dos exemplos anteriores, que tratam de permutacoes simples, isto é, consi-
deram o problema de contar as permutacoes de objetos distintos em fila; o exemplo 19 é um
problema de permutacao circular. Este problema se preocupa em responder a seguinte

questao:
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“De quantos modos podemos colocar n objetos distintos em n lugares equi-espacados
em torno de um circulo, se considerarmos equivalentes disposicoes que possam coincidir por

rotacao?” A resposta é

—=————— > =(n—1)! modos.

Exemplo 20

De quantos modos podemos dividir 8 pessoas em dois grupos de 4 pessoas cada?
Solugao: A divisao pode ser feita colocando as 8 pessoas em fila e dividindo-as de modo
que um dos grupos seja formado pelas 4 primeiras pessoas e o outro pelas 4 ltimas.
Existem 8! modos de colocar as pessoas em fila. Entretanto, a divisao abcdlefgh é
idéntica o divisao efghlabed, pois os grupos formados sio os mesmos: {a,b,c,d} e
{e,f,g,h}. Como a ordem dos elementos em cada grupo ndao é importante, a divisio
abcdlefgh € idéntica, por exemplo, a divisao abdclefhg. Assim, cada divisao foi con-
tada 2 x 4! x 4! vezes, sendo 2 por causa dos grupos, 4! por causa da ordem do grupo 1

e 4! por causa da ordem do grupo 2. Portanto, a resposta é

8!

T A

Exemplo 21

Quantos sao os anagramas da palavra TARTARA?
Solugao: Se todas as letras fossem diferentes, obteriamos 7! anagramas. Todavia,
existem 2 letras T, 3 letras A e 2 letras R. Assim, dentre 7! anagramas, cada anagrama

aparece 2! x 3! x 2! vezes a mais do que o necessario. Portanto, a resposta é

7!

w2 < 2o

No Exemplo 21, tratamos de permutagao quando os elementos sao nem todos distintos.
Além disso, é importante observar que no dados n objetos distintos podemos também estar
interessados em determinar os conjuntos ordenados de p elementos que podem ser formados
a partir dele, p < n. Neste caso, cada conjunto ¢ comumente denominado um arranjo

simples — ¢é o caso do Exemplo 16.
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42.1 Exercicios

1.

10.

Quantos sao os anagramas da palavra CAPITULO

(a) possiveis?

)
(b) que comecam e terminam por vogal?
)

c) que tém as vogais e as consoantes intercaladas?

(
(d) que tém as letras C, A, P juntas nessa ordem?

)
e) que tém as letras C, A, P juntas em qualquer ordem?

(
(

-

) que tém a letra P em primeiro lugar e a letra A em segundo?

(g) que tém P em primeiro lugar ou a letra A em segundo?

(h) que tém P em primeiro lugar ou A em segundo ou C em terceiro?

(1) nas quais a letra A é uma das letras a esquerda de P e a letra C é uma das letras

A direita de P?

De quantos modos é possivel colocar 8 pessoas em fila de modo que duas dessas pessoas,

Ana e Felipe, nao fiquem juntas?

De quantos modos é possivel colocar 8 pessoas em fila de modo que duas dessas pessoas,

Ana e Felipe, nao fiquem juntas e duas outras, Barbara e Leticia, permanecam juntas?

De quantos modos é possivel colocar r rapazes e m mocas em fila de modo que as

mogcas permanecgam juntas?
Quantos sao os anagramas da palavra ESTRELADA?

Quantos numeros de 4 algarismos podemos escrever com os algarismos 2, 4, 6 e 87 E

de 4 algarismos?

Quantos ntumeros naturais de algarismos distintos existem entre 5.000 e 10.000 pode-

mos formar com os algarismos 1, 2, 4 e 6.

De quantas maneiras 5 meninos podem sentar-se em um banco que tem apenas 3

lugares?

Um estudante tem 5 lapis de cores diferentes. De quantas maneiras diferentes ele

poderé pintar os estados da regiao Sul do Brasil, cada um de uma cor?

De quantas maneiras diferentes podem dispor uma equipe de 4 alunos numa sala de

aula que tem 30 carteiras?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Permutando os algarismos 2, 4, 6 e 8 formamos ntmeros. Dispondo esses ntimeros em

ordem crescente, qual o ntimero que ocupa a 22* posi¢ao?
De quantos modos podemos dividir 12 pessoas:

em dois grupos de 67

em trés grupos de 47

(a)
(b)
(c) em um grupo de 5 e um grupo de 77
(d) em seis grupos de 27

(e)

em dois grupos de 4 e dois grupos de 27

Um cubo de madeira tem uma face de cada cor. Quantos dados diferentes podemos

formar gravando ntmeros de 1 a 6 sobre essas faces?

Quantos dados diferentes podemos formar gravando ntimeros de 1 a 6 sobre as faces

indistinguiveis de um cubo de madeira?

Fébio tem cinco camisas: uma preta de mangas curtas, uma preta de mangas cumpri-
das, uma azul, uma cinza e uma branca, e quatro calcas: uma preta, uma azul, uma
verde e uma marrom. De quantas maneiras distintas ele pode se vestir com um camisa

e uma calca de cores distintas?

De quantas maneiras diferentes é possivel pintar a figura abaixo, de modo que cada
uma das regioes seja pintada com uma das cores — azul, verde ou preto —, e que regioes

cuja bordas possuem um segmento em comum nao pintadas da mesma cor?

Uma urna contém uma bola vermelha (V), uma branca (B), uma azul (A) e uma
marrom (M). Uma bola é extraida, sua cor é observada e ela ¢ recolocada na urna.
Em seguida outra bola é extraida e observada sua cor. Quantas sao as possiveis de

cores obtidas?

Pedro possui 10 amigos. De quantas maneiras ele pode jantar com 2 ou mais deles?
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4.3 Combinagdes

O segundo problema importante em Combinatéria procura responder a seguinte questao:
“de quantos modos podemos formar grupos a partir da selegdo de p objetos distintos entre
n objetos distintos dados?”. Em outras palavras, estamos interessados em determinar a
quantidade de subconjuntos de p elementos do conjunto {a;, az,...,an}, em que a; # qj
sempre que i #j, 1,j=1,2,...,n.

Exemplo 22

Considere 3 objetos distintos (a, b, c) e suponha que queiramos formar grupos de 2
objetos distintos a partir dos trés disponiveis. De quantos modos podemos formar tais
grupos?

Solugao. Neste caso, existem 3 grupos possiveis: {a, b},{a,c} e{b,c}. Essa é a quanti-
dade de maneiras que podemos selecionar 2 objetos distintos dentre 3 objetos distintos
disponiveis. Cada grupo € chamado de combinagao. Assim, existem 3 combinagoes

de tamanho 2 possiveis quando estao disponiveis 3 objetos.

Exemplo 23

Quantos times de futebol de salao podemos formar utilizando 8 pessoas?

Solugao. Um time de futebol de salao é formado por 5 jogadores(as), entio existem 5

decisoes a serem tomadas:
d; : Escolher o primeiro jogador (8 modos).

d, : Escolher o sequndo jogador (7 modos).

ds : Escolher o quinto jogador (4 modos).

Assim, existem 8 X 7 X ... x 4 modos de escolher os(as) jogadores(as). Todavia, cada
time (combinagao de 5 pessoas) pode ser escrita de 5! formas distintas. Portanto, cada

time foi contado 5! vezes. Desta forma, a resposta é

8x7x...x4
5!

= 56.
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Exemplo 24

Em uma assembleia ha 57 homens e 31 mulheres. Quantas comissoes de 8 pessoas
podemos formar, sendo 5 mulheres e 3 homens?

Solugao. Para formar uma comissao com 5 mulheres, temos 5 decisoes a tomar:
di : Escolher a primeira mulher (31 modos).

d; : Escolher a sequnda mulher (30 modos).

ds : Escolher a quinta mulher (27 modos).

Assim, existem 31 x30x%...x27 modos de escolher as mulheres. Todavia, cada comissao
(combina¢ao de 5 mulheres) pode ser escrita de 5! formas distintas. Portanto, cada

comissao foi contada 5! vezes. Desta forma,

31 x31 x...x25
5!

= 169.911

€ o numero de comissoes de mulheres. Procedendo de forma andloga com a comissao

de homens, obtemos
57 x 56 x 55

= 29.260
3!
comissoes.
Como a ordem em que escolhemos as comissoes de homem e mulher nao importa

para formacgao da comissao de 8 membros, temos

31><31><...><25X57><56><55

= 3 =169.911 x 29.260 = 4.971.595.800

possiveis comissoes de 8 membros tal que 5 dos membros sejam mulheres e os outros 3

sejam homens.

Exemplo 25

Quantos sao os subconjuntos de 3 elementos do conjunto {a;, az,...,as}?
Solugao. Para formar os elementos de um conjunto de cardinalidade 3, temos 3 deci-

soes a tomar:
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Exemplo 25

d; : Escolher o primeiro elemento (5 modos).
dy : Escolher o seqgundo elemento (4 modos).

ds : Escolher o terceiro elemento (3 modos).
Assim, existem 5x4x3 modos de escolher tais elementos. Todavia, cada subconjunto
(combinagao de 3 elementos) pode ser escrita de 3! formas distintas. Portanto, cada

subconjunto foi contato 3! vezes. Desta forma,

5><4><3_

3! 10

€ o numero de subconjuntos.

Note que, nos exemplos anteriores, estavamos interessados em formar grupos a partir
de um conjunto de objetos disponiveis, sem reposicao. A ordem da selecao, neste caso,
nao importa. Por exemplo, suponha que estao disponiveis os objetos a, b e c, e queremos
formar grupos de tamanho 2 a partir de tais objetos. Se selecionamos primeiramente o
objeto a e, em seguida, o objeto b, temos o grupo {a, b}. Por outro lado, se selecionamos o
objeto b e, em seguida, o objeto a, temos o grupo {b, a}. Todavia, {a,b} ={b, a}, i.e., tais
objetos compoem o mesmo grupo (conjunto). Assim, combinagdes procuram responder a
seguinte pergunta: “de quantos modos podemos escolher p objetos distintos dentre n objetos
distintos, de forma que nao importa a ordem de selecao dos objetos?”.

Para responder essa questao, precisamos tomar p decisoes:

dy : Escolher o primeiro elemento do grupo (n modos).

d; : Escolher o segundo elemento do grupo (n — 1 modos).

d, : Escolher o p-ésimo elemento do grupo (n —p + 1 modos).

Assim, existem n x (n—1) X ... x (n—p + 1) modos escolher os elementos. Todavia, cada
grupo (combinacao de p elementos) pode ser escrita de p! formas distintas. Portanto, cada

grupo foi contado p! vezes. Desta forma,

nxnh—1)x...x(n—p+1)
p!

¢ o namero de grupos que podem ser formados. Note que

nxnMh—1)x...xn—=p+1) nxnh—1T)x...x(n—p+1)x(n—p) n!

!

p! p!(n —p)! (m—p)ip!’
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n

p), para p < m, a seguinte razao

Vamos denotar por (

n!
(n—p)ip!’

Dizemos que (2) representa o numero de combinagoes possiveis de n objetos tomados p a

p. E importante notar que, como 0! = 1, segue que
(0)= ()"
0 n
(1)-¢
i

Além disso, assumimos que

quando i <O oui>n.

Exemplo 26

Quantas saladas contendo exatamente 4 frutas podemos formar se dispormos de 10
frutas diferentes?
Solugao. Para formar uma salada, basta escolher4 das 10 frutas sem importar a ordem

de selecao. Logo, podemos fazé-lo de

10 10! 10x9%x...x7
(4> = il = A = 210 modos.

Exemplo 27

De quantos modos podemos escolher 6 pessoas, incluindo pelo menos 2 mulheres, em
um grupo de 7 homens e 4 mulheres?

Solugao. As alternativas sao:
e 4 homens e 2 mulheres;
e 3 homens e 3 mulheres;

e 2 homens e 4 mulheres.
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Exemplo 27

Para primeira alternativa temos

() i

()() i
() i

Como podemos ter a primeira alternativa ou a sequnda alternativa ou a terceira, o

Para sequnda alternativa

Para terceira alternativa

numero de modos de escolher as 6 pessoas com base nessas regras é

D)+ O) - () -2 v

Exemplo 28

Um dos departamentos de policia de um vilarejo é formado por 10 policiais. Se a
politica do departamento é a de possuir 5 dos policias patrulhando as ruas, 2 deles
trabalhando o tempo todo na delegacia e 3 deles de reserva, quantas divisoes diferentes
dos 10 policiais nos trés grupos sao possiveis?

Solugao. Queremos formar 3 grupos (patrulha, delegacia e reserva) com os 10 policiais
disponiveis. Para formar o grupos dos policiais que ficarao patrulhando as ruas existem
(150) modos. Para cada um desses grupos, existem (g) modos de escolher os policiais que
ficarao na delegacia. Por fim, para cada escolha dos dois grupos anteriores, existe (3)

3
modos de escolher os policiais que ficarao de reserva. Portanto, existem

(5)G) ) - s

Dados n e k inteiros positivos tais que k < n, os valores (E) sao frequentemente chamados

coeficientes binomiais por causa do teorema binomial.
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Teorema 1: Teorema binomial

Se x e Yy sao numeros reais e n ¢ um ndimero inteiro positivo,

L /n n n n n
(x+yt=)_ <k)xky“k = (O)xoy“Jr (1)x1y“1 + (2>x2y“2+...+ <n)x“y1.

k=0

Exemplo 29

(a) Efetue o desenvolvimento de (x — 1)*.

(b) Qual é o quinto termo do desenvolvimento de (x + 3)°.

Solucao.

(a) Pelo Teorema binomial,

1 —4x + 6x% — 43 +x*.

(b) O quinto termo do desenvolvimento de (x +3)> ocorre na 4® parcela da somatdria

do Teorema Binomaial. Portanto,

5
(4>x43‘ =5x 3 xx*=15x"%

Outro problema interessante do ponto de vista da Combinatoéria é o seguinte: “um con-
junto com n objetos distintos deve ser dividido em 1 grupos distintos de tamanhos ny, n,,

..., N, respectivamente, em que

T
E n=n+n+...+n,=n.
i=1
Quantas divisoes sao possiveis?”.
: n 2 . . .
Para responder essa pergunta, note que existem (m) escolhas possiveis para o primeiro
n—mj

grupo; para cada escolha do primeiro grupo ha ( "

escolhas possiveis para o terceiro grupo,

) para o segundo grupo; para cada

escolha dos dois primeiros grupos, existem (nim;nz)

e assim por diante. Portanto, pelo principio multiplicativo, existem
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n n—ny n—m;y—mny n—m—m;—...—Ny
n n, n; n,

divisoes possiveis. Note que podemos simplificar esse produto e obter
ny\/nmn—mn\/n—m;—mny n—m —mny;—...—MNy_j n!
n n, n3 n, nin!...n!’

Exemplo 30

Dez criangas devem ser divididas em dois times A e B com 5 criancas cada. O time
A joga em uma liga e o time B em outra. Quantas divisoes diferentes sao possiveis?
Solugao: Queremos formar dois times (A e B) a partir de um conjunto de 10 criangas.
Para formar o time A existem (150) modos. Para cada um desses modos, existem (g)

maneiras de escolher o time B. Portanto, existem

(5)(5) = s

divisoes possiveis.

Dados n, n;, ny, ..., n, inteiros positivos tais que n; + n; + ...+ n, = n, os valo-
n!

res ————— sao frequentemente chamados coeficientes multinomiais por causa do
nyny....Nny!

teorema multinomial.

Teorema 2: Teorema multinomial

Sejam X1, X2, ..., X, nlimeros reais e N um numero inteiro positivo. Entao,
n__ n! ny_ny nr
(X1 +xX+...+%x) = — XXX

nny!...n,!

em que

A={mn,...,n.):y+...+n, =n}.

Nao vamos explorar em detalhes as aplicagoes dos Teoremas binomial e multinomial,
possivelmente, o leitor ou leitora tera contato com esse topico em disciplinas mais avangadas
do curso. Assim, essas notas pretendem apenas informa-lo(a) a respeito da existéncia de

tais resultados e como eles se relacionam com as combinagoes.
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4.3.1 Exercicios

1. Quantas equipes de 3 astronautas podem ser formadas com 20 astronautas?
2. Quantas equipes diferentes de volei podemos escalar com 10 meninas a disposigao?
3. Numa prova de 10 questoes, o aluno deve resolver apenas 6. De quantas maneiras
distintas ele podera escolher essas 6 questoes?
4. Uma associacao tem uma diretoria formada por 10 pessoas: 6 homens e 4 mulheres. De
quantas maneiras podemos formar uma comissao dessa diretoria que tenha 3 homens
e 2 mulheres?
5. Imagine um grupo de 7 mulheres e 5 homens.
(a) De quantas maneiras podemos escolher 1 pessoa deste grupo?
(b) De quantas maneiras podemos escolher 2 pessoas deste grupo, de forma que uma
seja mulher e a outra um homem?
(c) De quantas maneiras podemos escolher 2 pessoas deste grupo?
(d) De quantas maneiras podemos escolher 3 pessoas deste grupo?
(e) De quantas maneiras podemos escolher comissoes com 5 pessoas, de forma que
existam 2 homens e 3 mulheres?
6. De quantas maneiras podemos extrair 4 cartas de um baralho de 52 cartas?
7. De quantas maneiras podemos escolher 5 cartas de um mesmo naipe de um baralho
de 52 cartas?
8. De quantas maneiras podemos escolher um time de futebol de salao, dispondo de 8
jogadores?
9. De quantos modos podemos guardar 12 bolas distintas em 4 caixas, se a primeira caixa
deve conter 3 bolas, a 2* caixa, 5 bolas, a 3? caixa, 3 bolas e a 4* caixa, 1 bola?

10. Uma urna contém 12 bolas, das quais 7 sao pretas e 5 sao brancas. De quantos modos
podemos tirar 6 bolas da urna de forma que duas sejam brancas?

11. Em uma banca ha 5 exemplares iguais da revista A, 6 exemplares iguais da revista
B e 10 exemplares iguais da revista C. Quantas colecoes nao-vazias de revistas dessa
banca ¢é possivel formar?

12. Em um torneio no qual cada participante enfrenta todos os demais uma tnica vez, sao
jogas 780 partidas. Quantos sao os participantes?
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13. Um bar vende 3 tipos de refrigerantes: Guarané, Soda e Toénica. De quantas maneiras

uma pessoa pode comprar 5 garrafas de refrigerante?

14. De um baralho de poquer (7, 8, 9, 10, valeta, dama, rei e 4s, cada um desses grupos
aparecendo em 4 naipes: copas, ouros, paus, espadas) sacam-se simultaneamente 5

cartas

(a) Quantas sao as extragoes possiveis

(b) Em quantas extragoes se forma um par (duas cartas em um mesmo grupo e outras

trés em trés outros grupos diferentes)?

(c) Em quantas extragoes se forma dois pares (duas cartas em um grupo, duas cartas

em outro grupo e uma em um terceiro grupo)?

(d) Em quantas extragoes se forma uma trinca (trés cartas em um mesmo grupo e as

outras duas em dois outros grupos diferentes)?

(e) Em quantas extragoes se forma uma quadra (quatro cartas em um mesmo grupo

e uma em outro grupo)?

(f) Em quantas extragoes se forma um full house (trés cartas em um grupo e outros

duas em outro grupo)?

(g) Em quantas extragoes se forma uma sequéncia (5 cartas de grupos consecutivos,

nao sendo todas do mesmo naipe)?

(h) Em quantas extragoes se forma um flush (5 cartas do mesmo naipe, nao sendo

elas de grupos consecutivos)?

(1) Em quantas extragoes se forma um straight flush (5 cartas de grupos consecutivos,

todas do mesmo naipe)?

(j) Em quantas extragoes se forma um royal straight flush (10, valete, dama, rei e &s

de um mesmo naipe)?

15. Em uma sala ha 8 cadeiras em fila e 4 pessoas. De quantos modos distintos essas pes-
soas podem ocupar as cadeiras quando (i) a ordem em que elas se sentam é importante

e (il) quando a ordem com elas se sentam nao ¢ importante?

16. Para a selecao brasileira foram convocados 2 goleiros, 6 zagueiros, 7 meios de campo e
4 atacantes. De quantos modos é possivel escalar a selecao com 1 goleiro, 4 zagueiros,

4 meios de campo e 2 atacantes?

17. Langando uma moeda 100 vezes de quantas maneiras podemos obter 50 caras e 50

coroas?
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19. De quantos modos podemos dividir 15 criancas em trés times de 5 criancas cada?

20. De quantas maneiras é possivel organizar r canetas azuis e m canetas vermelhas de

modo que as canetas vermelhas permanecam juntas?
21. Quantos sdo os nimeros inteiros positivos de 4 algarismos tal que o niimero 5 aparece?

22. Luiza tem 24 canetas, sendo 8 vermelhas, 8 pretas e 8 azuis. Para cada cor, ela

classificou cada caneta com nameros de 1 a 8.

(a) De quantas maneiras Luiza pode escolher 2 canetas vermelhas de modo que a

soma de seus numeros seja 97

(b) De quantas maneiras Luiza pode escolher 2 canetas de modo que a soma de seus

numeros seja 97

(c) De quantas maneiras Luiza pode escolher 3 canetas de modo que a soma de seus

ntmeros seja 97
23. O conjunto A possui n elementos. Quantos sao os seus subconjuntos com p elementos?

24. Um campeonato é disputado por 12 clubes em rodadas de 6 jogos cada. De quantos

modos ¢é possivel selecionar os jogos da primeira rodada?

25. Depois de ter dado um curso, um professor resolve se despedir de seus 7 alunos ofere-
cendo, durante 7 dias consecutivos, 7 jantares para 3 alunos cada. De quantos modos
ele pode fazer os convites se ele nao deseja que um mesmo par de alunos compareca a

mais de um jantar?
26. Justifique algebricamente.

(a) Se n e T sdo inteiros positivos tal que v < n, entao
ny ([ n
r) \n—r/)"
(b) Se n e r sdo inteiros positivos tal que r < n, entao
= + .
T r—1 T
(c) Se n é um inteiro positivo, entao

n . n B
;(_” (k) =0.

0
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5 Probabilidade

Uma das ferramentas fundamentais da estatistica é a probabilidade, cujo desenvolvimento
teodrico teve inicio com as tentativas de Gerolamo Cardano (1501-1576) em compreender a
matematica por tras dos jogos de azar. A teoria das probabilidades possui um valor pratico
e intuitivo, pois trata de experimentos reais e imaginarios que repetidos sob as mesmas
condic¢oes produzem, em geral, resultados diferentes. Neste capitulo, formulamos o tipo de

modelos matematicos utilizados para estudar, de maneira precisa, este tipo de fendémenos.

51 Modelos matematicos

Quando realizamos um experimento para estudar um fenémeno fisico e utilizamos mo-
delos matematicos para nos ajudar a investigar este fenomeno, estamos, inevitavelmente,
levando em conta uma simplificacao do fendémeno em si, desprezando certos pormenores sem
importancia na elucidagao do fenémeno estudado. A adequacao e a validade do modelo
matematico ao fendbmeno em estudo é dificil de ser verificada antes que alguns dados de
observacao sejam obtidos e utilizados para comparacao dos resultados previstos.

Experimentos cujos resultados sao determinados pelas condi¢oes em que foram execu-
tados sao denominados experimentos deterministicos e o modelo matematico utilizado para

estudar tais experimentos é denominado modelo deterministico.

Exemplo 1

Sao exemplos de modelos deterministicos:
(a) As leis de Ohm que explicam o fluxo da corrente elétrica em um circuito;

(b) As leis de gravitacao que explicam precisamente o que acontece a um corpo que

cai sob determinadas condigoes;
(c) As leis de Kepler que explicam o comportamento dos planetas;

(d) A formula matemaética que descreve a distancia percorrida, verticalmente acima

do solo, por um objeto em funcao da velocidade inicial e do tempo.

Todos os experimentos supramencionados se repetidos um certo ntimero de vezes, sob as
mesmas condigoes, fornecerao os mesmos resultados. Por exemplo, no caso das leis de Ohm,
se o experimento for repetido um certo niimero de vezes, toda vez utilizando-se o mesmo
circuito, i.e., fixados o valor da voltage (E) e da resisténcia (R); poderemos esperar o mesmo

valor para corrente (I), a qual ¢ dada pela formula matemaéatica I = E/R.

221



Neste caso, quaisquer desvios nos resultados sao tao pequenos que, para a maioria das
finalidades, o modelo matematico proposto é robusto o suficiente. De fato, também podem
existir outras varidveis que podem ser diferentes de repeticao para repeticao, mas que nao
influenciam substancialmente o resultado. Por exemplo, condigoes climéaticas ou varidveis
que dependam da habilidade humana.

Os modelos deterministicos sao suficientes para estudar uma grande quantidade de feno-
menos. No entanto, existem experimentos reais e imaginarios que repetidos sob as mes-
mas condi¢oes produzem, em geral, resultados diferentes. Experimentos dessa natureza sao
denominados experimentos aleatorios e o modelo matematico utilizado para estudar tais

experimentos ¢ denominado modelo probabilistico.

Exemplo 2

Sao exemplos de experimentos aleatorios:

(a) Retirar uma carta de um baralho e verificar se ela é ou nao um as;
(b) Girar uma roleta e verificar se o resultado ¢ ou nao par;

(c) Jogar um dado até se obter 3 e contabilizar o niumero de langamentos;

(d) Jogar uma moeda 10 vezes e contabilizar o nimero de vezes que a face voltada

para cima foi cara;

(e) Comprar uma lampada e verificar se ela queima ou nao antes de 120h de uso.

Ao descrever um experimento aleatério, devemos especificar a operagao ou procedimento
com o qual ele é realizado e também o que deve ser observado. Por exemplo, sao experimentos
aleatorios diferentes “jogar uma moeda 10 vezes e contabilizar o nimero de vezes que a face
voltada para cima foi cara” e “jogar uma moeda 10 vezes e anotar a sequéncia de caras e
coroas obtida”. De fato, o procedimento com que cada um é executado é o mesmo, porém
aquilo que deve ser observado em cada caso é diferente.

Todos os experimentos aleatérios supramencionados quando repetidos indefinidamente,
sob as mesmas condi¢oes, podem produzir resultados distintos. Embora nao sejamos capazes
de afirmar que resultado particular ocorreré, somos capazes de descrever o conjunto de todos
os possiveis resultados do experimento. Além disso, quando repetimos tais experimentos in-
definidamente, os resultados individuais parecem ocorrer arbitrariamente. Contudo, quando
o ntimero de repeticdes é suficientemente grande, uma regularidade surgira. E esta regu-
laridade que torna possivel a construcao de um modelo matematico preciso com o qual se
analisara o experimento: o modelo probabilistico. Por exemplo, quando jogamos uma moeda

honesta um grande niimero de vezes, a proporcao de caras e de coroas sao aproximadamente
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iguais, muito embora as caras e coroas aparecam arbitrariamente ao longo das repeticoes.

5.2

Espaco amostral e eventos

Definicao 1: Espaco amostral

Todo experimento aleatorio possui um conjunto de resultados possiveis ou, equivale-

nente, observagoes. Este conjunto é denominado espago amostral e utilizamos a letra

grega maitscula Q para denotéa-lo.

Exemplo 3

Considere os seguintes experimentos aleatorios:

(a)

(b)

(c)

Jogar um moeda e observar a face voltada para cima. Neste caso, o espago amos-

tral é QO = {cara, coroa} e |Q| = 2.

Jogar um dado e observar a face voltada para cima. Neste caso, o espaco amostral

6 Q={1,2,3,4,56} e |Q| = 6.

Jogar duas moedas e observar as faces voltadas para cima. Neste caso, o espago
amostral é Q = {(cara,cara), (cara,coroa),(coroa,cara), (coroa,coroa)} e
Q| = 4.

Jogar dois dados e observar as faces voltadas para cima. Neste caso, o espaco
amostral ¢ Q ={(1,j) :1,j = 1,2,3,4,5,6} e |Q] = 36.

Analisar os dias chuvosos do préximo ano. Neste caso, um espaco amostral é
QO ={neN:n<366}e Q| =366.

Medir o tempo de vida de um transitor. Neste caso, um espago amostral é
Q={teR:t>0}=]0,+00[ e Q] = 0.

Medir a altura dos habitantes de Sao Carlos. Neste caso, um espago amostral é

Q =]0,400[ e |Q] = o0.

Note que nos itens (f) e (g) do Exemplo 3 estamos tratando de espago amostrais nao-

enumeraveis e poderiamos ter escolhido outros espagos amostrais para os experimentos em
questao, uma vez que, por exemplo, uma altura de um milhao ou um bilhao de metros

é impossivel de ocorrer. Por outro lado, é bem dificil fixarmos uma altura maxima, pois

poderiamos cometer algum equivoco. Assim, quando (O é um conjunto nao-enumeravel, va-
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mos descrevé-lo matematicamente de maneira idealizada.

Como mencionamos, o espaco amostral é o conjunto de todos os resultados possiveis de
um experimento aleatorio. Todavia, o leitor ou a leitora poderia pensar em afirmar, por
exemplo, no item (b) do Exemplo 2, que “sair face par” trata-se também de um resultado
possivel e, de fato, o é. Todavia, com resultados possiveis entende-se os resultados indivisiveis
de um experimento aleatério. Note que “sair face par” nao é um resultado indivisivel. De
fato, esse resultado pode ser desmembrado em trés resultados indivisiveis: 2, 4 e 6. A ideia
de resultado possivel é uma noc¢ao primitiva, nao-definida, da mesma forma que os termos
elemento na teoria dos conjuntos e ponto na geometria.

Quando realizamos um experimento aleatorio, em geral, estamos interessados na ocorrén-
cia ou nao de um ou mais resultados possiveis. Por exemplo, ao jogarmos um dado honesto,
podemos estar interessados na ocorréncia da face 6 ou em obter face par. Em ambos os caso,

nosso interesse é a ocorréncia de um determinado evento.

Definicao 2: Evento elementar

Considere um experimento aleatério com espacgo amostral (. Denominamos evento
elementar, cada conjunto unitario determinado por um dos resultados possiveis do

experimento aleatorio, i.e., determinado por um dos elementos do espaco amostral Q.

Exemplo 4

(a) No jogo da moeda sao eventos elementares: {cara} e {coroa};
(b) No jogo do dado sao eventos elementares: {1},{2},{3},{4},{5} e {6};

(c) Em um experimento para verificar o sexo biologico de um cachorro sao eventos

elementares: {fémea} e {macho}.

E importante observar que cada resultado possivel de um experimento aleatéria descreve

completamente um e apenas um evento elementar.

Definicao 3: Evento

Considere um experimento aleatorio com espaco amostral Q, qualquer subconjunto
A de Q é denominado um evento do experimento aleatério. Eventos, em geral, sao

denotados por letras latinas maitusculas.
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Exemplo 5

Considere os seguintes experimentos aleatorios:

(a) Jogar uma moeda e observar a face voltada para cima. Neste caso, o conjunto

A ={cara} ¢ o evento “face cara voltada para cima” e |A| = 1.

(b) Jogar um dado e observar a face voltada para cima. Neste caso, o conjunto

B ={1, 3,5} é o evento “face impar voltada para cima” e |B| = 3.

(c) Jogar duas moedas e observar as faces voltadas para cima. Neste caso, o con-
junto C = {(cara,coroa), (coroa,cara)} ¢ o evento “faces voltadas para cima

sao diferentes” e |C| = 2.

(d) Jogar dois dados e observar as faces voltadas para cima. Neste caso, o conjunto
D ={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4), (5,5), (6,6)} € o0 evento “faces iguais voltadas para

cima” e |D| = 6.

(e) Analisar os dias chuvosos do préoximo ano. Neste caso, o conjunto E = & é o

evento “observar 400 dias chuvosos no ano” e |E| = 0.

(f) Medir o tempo de vida de um transitor. Neste caso, o conjunto F =]0,50] é o

evento “tempo de vida menor ou igual a 50h” e |F| = oo.

(g) Medir a altura dos habitantes de Sao Carlos. Neste caso, o conjunto G = {1.5} é

o evento “altura igual a 1.5 metros” e |G| = 1.

Dizemos que um evento ocorre quando ao executamos o experimento aleatério, obser-
vamos a ocorréncia de algum elemento do evento em questao. Por exemplo, ao jogarmos um
dado honesto e observamos a face voltada para cima, dizemos que o evento “face par voltada

para cima’” ocorre, quando observamos a ocorréncia das faces dois, quatro ou seis.

De acordo com a definicao de evento, o proprio espago amostral () constitui um evento,
bem como o conjunto vazio @, pois Q C Qe @ C Q. O espago amostral O de um
experimento é denominado evento certo, pois sempre ocorre, enquanto o conjunto vazio &

é denominado evento impossivel, pois nunca ocorre.

Exemplo 6

Considere os seguintes experimentos aleatorios:

(a) Jogar uma moeda e observar a face voltada para cima. Neste caso, o evento A :

“observar as faces cara e coroa simultaneamente” é um evento impossivel e, por-
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Exemplo 6

tanto, A = @.

(b) Jogar um dado e observar a face voltada para cima. Neste caso, o evento B :

“obter face maior do que 10” é um evento impossivel e, portanto, B = &.

(c) Jogar duas moedas e observar as faces voltadas para cima. Neste caso, o evento
C : “pelo menos uma das faces voltadas para cima nao é cara e nem coroa’ é um

evento impossivel e, portanto, C = &.

(d) Jogar dois dados e observar as faces voltadas para cima. Neste caso, o evento
D : “a soma das faces voltadas para cima ¢é igual a 13” é um evento impossivel e,

portanto, D = &.

(e) Analisar os dias chuvosos do proximo ano. Neste caso, o evento E : “observar 400

dias chuvosos no ano” é um evento impossivel e, portanto, [E| = 0.

(f) Medir o tempo de vida de um transitor. Neste caso, o evento F : “o tempo de vida
é maior do que 100 horas e menor do que 50 horas” é um evento impossivel e,

portanto, E = @.

(g) Medir a altura dos habitantes de Sao Carlos. Neste caso, o evento G : “a altura

do habitante ¢ menor do que zero” é um evento impossivel e, portanto, F = &.

Note que as operagoes de conjuntos aprendidas no ensino médio serao extremamente
importantes no desenvolvimento da teoria a ser estudada neste capitulo. Com efeito, fixado

um experimento aleatério com espago amostral Q tal que

e A e B sao eventos de (), dizemos que o evento A UB ocorre se, e somente se, os eventos

A ou B (ou ambos) ocorrem.

e A e B sao eventos de QQ, dizemos que o evento ANB ocorre se, e somente se, os eventos

A e B ocorrem simultaneamente.

A é um evento de Q, dizemos que o evento A€ ocorre se, e somente se, o evento A nao

ocorrer.

Aiq, Ay, ..., A, ¢ uma colecao finita de eventos de Q, dizemos que o evento Ul ;A4

i

ocorre se, e somente se, a0 menos um evento A; ocorrer.

Aiq, Ay ..., A, & uma colecao finita de eventos de Q, dizemos que o evento NI ;A4

ocorre se, e somente se, todos os eventos A; ocorrerem.
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o Ay, Ay ..., Ay, ... éuma colecao infinita de eventos de (), dizemos que o evento U ;A4

ocorre se, e somente s€, a0 Mmenos um evento Ai ocorrer.

o A Ay ... Ay, ... € uma colecao infinita de eventos de Q, dizemos que N2, A; ocorre

se, e somente se, todos os eventos A; ocorrerem.

e A e B sao eventos de Q, dizemos que a ocorréncia do evento A implica na ocorréncia

do evento B se, e somente se, A C B.

e A e B sao eventos de Q, dizemos que os eventos A e B sao mutuamente exclusivos se,

e somente se, AN B = g.

Exemplo 7

Considere o experimento aleatorio que consiste em ensaiar um dispositivo eletronico
e anotar o seu tempo de servigco. Suponha que o espaco amostral para este experimento

aleatorio seja QO ={t : t > 0} e defina os seguintes eventos:
e A={teQ:t< 100}
e B={te Q:50<1t<200}
e C={teQ:t>150}.
e D={teQ:t< 20}

Determine os seguintes eventos AUB, ANB, ANC, AUBUC e C°. A ocorréncia do
evento D implica na ocorréncia de algum dentre os eventos definidos anteriormente?

Solugao. Neste caso, temos
e AUB={te Q:0<t<200};
e ANB={teQ:50 <t<100};

e ANC = g, i.e., os eventos A e C sao mutuamente exclusivos. Em outras palavras,
quando o evento A ocorre, o evento C nao ocorre; e, quando o evento C ocorre, o

evento A nao ocorre. A ocorréncia de um evento exclui a ocorréncia do outro.
e AUBUC=Q, i.e., oevento AUBUC sempre ocorre.

e C-={teQ:t< 150}, i.e., o evento C¢ ocorre se, e somente se, o evento C nao

OCOTTET.

Além disso, podemos afirmar que a ocorréncia do evento D implica na ocorréncia do

evento A, pois D C A.
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Definicao 4: Espaco de eventos

Considere um experimento aleatério com espago amostral Q. O conjunto de todos
os eventos de () é denominado espaco de eventos e utilizamos, em geral, a letras

caligraficas latinas para denoté-lo.

Exemplo 8

Considere os seguintes experimentos aleatorios:

(a) Jogar uma moeda e observar a face voltada para cima. Neste caso, o espago

amostral ¢ () = {cara, coroa} e, portanto, o espaco de eventos é
F ={a,{cara},{coroa}, Q}.

Em outras palavras, o espaco de eventos ¢ o conjunto das partes de QQ, ou seja,
F=P(Q).

(b) Medir o tempo de vida de um transitor. Neste caso, um espago amostral é

Q={teR:t>0}=]0,+00[ e, portanto, o espago de eventos é
F={A:AcCQ}

Em outras palavras, F = P(Q).

Da forma como definimos o espago de eventos, ele sempre serda o conjunto das partes do
espaco amostral que esta associado ao experimento aleatoério que estamos estudando.

Uma das caracteristicas fundamentais do conceito de experimento aleatorio, da forma
como apresentamos, é que nao sabemos qual resultado particular ocorrera ao realizarmos o
experimento. Assim, se A é um evento associado a um experimento, entao, nao podemos
afirmar com certeza se A ocorrerd ou nao. Neste sentido, torna-se necessario e importante
associar ao evento A um nimero que nos informe, em um certo sentido, o quao verossimil é a
ocorréncia do evento A, i.e., o quao confiamos na ocorréncia ou nao do evento A. Todavia, é
importante ressaltar que para experimentos aleatorios com espago amostral suficientemente
grande, existem eventos para os quais nao conseguimos atribuir tal quantidade numérica.
Nesses casos, vamos restringir o espaco de eventos a um subconjunto suficientemente grande,
que inclua todos os eventos que conseguimos atribuir um valor numérico para nos informar o
quao confiavel é sua ocorréncia ou nao. Este niimero é o que denominaremos probabilidade

do evento.
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5.2.1 Exercicios

1. Dé o espaco amostral dos seguintes experimentos aleatorios:

(a) lancar trés moedas e verificar as faces voltadas para cima.

(b) lancar um dado e uma moeda simultaneamente e verificar as faces voltadas para

cima.

(c) retirar quatro bolas de uma urna contendo 5 bolas verdes e 2 bolas brancas; e

anotar as cores selecionadas.
(d) verificar a concentracao do ozdénio em parte por bilhao.
2. No langamento simultaneo de dois tetraedros distringuiveis (um branco e outro ver-
melho, por exemplo) verifica-se a face voltada para baixo, defina:
o espago amostral.
o evento A : “ocorréncia de soma 8.

(a)
(b)
(c) o evento B : “ocorréncia de soma maior do que 8.
(d) o evento C: “ocorréncia de soma 5.

(e)

o evento D : “soma maior do que 1 e menor do que 5”.

3. Considere o experimento aleatério que consiste em retirar um carta de uma baralho
de 52 cartas e anotar a carta selecionada. Defina:
0 espaco amostral.
o evento A : “ocorréncia de um &s”.
d) o evento C: “ocorréncia de espadas”.

o evento D : “ocorréncia de uma carta numérica’.

(a)
(b)
(c) o evento B : “ocorréncia de um as de ouro’.
(d)
()

4. Considere o experimento aleatério que consiste em retirar 5 cartas de um baralho de

52 cartas e anotar quais cartas foram obtidas. Defina

a

b

o0 espago amostral.
o evento A : “ocorréncia de 5 cartas do mesmo naipe”.

d

(c) o evento B : “ocorréncia de 5 cartas em sequéncia’.
(d) o evento C: “ocorréncia 5 cartas do mesmo naipe e em sequéncia’.

e) o evento D : “ocorréncia 2 cartas de mesmo valor e 3 de outro valor”.
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5. Considere quatro objetos a, b, ¢ e d. Suponha que a ordem em que tais objetos sao
listados represente o resultado de um experimento aleatério. Sejam os eventos A e B

definidos assim: A : “a esta na primeira posi¢ao” e B : “b esta na segunda posigao”.

(a) Descreva um espaco amostral do experimento.

(b) Descreva os eventos AN B e A UB.

6. Sejam A, B e C trés eventos associados a um experimento aleatério. Exprima em

notagoes de conjuntos as seguintes afirmagoes:

a) Ao menos um dos eventos ocorre.

Exatamente dois dos eventos ocorrem.

d

b) Exatamente um dos eventos ocorre.
) Nao mais de dois eventos ocorrem simultaneamente.

(
(
(c
(

7. Considere o experimento aleatorio em que dois dados sao lancados e anota-se as faces
voltadas para cima. Seja E o evento em que a soma dos dados ¢ impar, F o evento em
que o nimero 1 sai em pelo menos um dos dados, e G o evento em que a soma dos
dados ¢ igual a 5. Descreva os eventos ENF, EUF, FNG, ENFFe ENFNG.

8. Um lote contém pegas pesando 5, 10, 15, ..., 50 gramas. Admitamos que ao menos
duas pecas de cada peso sejam encontradas no lote. Duas pecas sao retiradas desse
lote. Sejam X o peso da primeira peca escolhida e Y o peso da segunda. Portanto,
o par de numeros (X,Y) representa um resultado simples do experimento aleatorio.

Descreva, em forma de conjuntos, os seguintes eventos:

a

b) [Y > X].

d

(a) X

(b) [

(c) a segunda peca é duas vezes mais pesada que a primeira.
(d) a primeira pega pesa menos 10 gramas do que a segunda.
(e)

e) o peso médio de duas pegas é menor do que 30 gramas.

9. Para cada um dos experimento aleatérios descritos a seguir diga qual é o espaco amos-

tral.

(a) Escolher ao acaso um ponto no triangulo retangulo formado pelos pares ordenados

(0,0), (0,1) e (1,0).

(b) Escolher ao acaso um ponto no quadrado formado pelos pares ordenados (0, 0),

(0,1), (1,0) e (1,1).
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10. Uma caixa contém 3 bolas de gude: 1 vermelha, 1 verde e 1 azul. Considere dois

experimentos aleatorios:

(a) O primeiro consiste em retirar uma bola de gude da caixa, colocar outra em
seu lugar e entao uma segunda bola da caixa. Anota-se a cor da segunda bola

retirada.

(b) O segundo consiste em retirar uma bola de gude da caixa e, em seguida, retira-se

uma segunda bola da caixa. Anota-se a cor da segunda bola retirada.
Descreva um espago amostral de cada um dos experimentos aleatorios descritos.

11. Em um experimento aleatorio, um dado é rolado continuamente até que um 6 apareca,

momento em que o experimento é interrompido. Anota-se a sequéncia obtida.

(a) Descreva um espaco amostral do experimento.

(b) Seja E,, 0 evento em que o dado é rolado n vezes para o experimento seja finalizado.

Descreva esse evento.

(¢c) Qual é o evento
JEa) ?
n=1
12. Um sistema é forma por 5 componentes; cada um deles ou estd funcionando ou esté
estragado. Considere um experimento aleatério que consiste em observar a condi-
¢ao de cada componente e represente o resultado do experimento como um vetor
(x1,X2, X3, X4, X5), €m que x; € igual 1 se o componente i estiver funcionando e igual a

0 se o componente 1 estiver estragado.

(a) Quanto sdo os resultados possiveis desse experimento (cardinalidade do espago

amostral)?

(b) Suponha que o sistema ira funcionar se os componentes 1 e 2 estiverem funcio-
nando, ou se os componentes 1, 3 e 5 estiverem funcionando. Seja W o evento

que o sistema ira funcionar. Descreva o evento W.

(c) Sejam A o evento em que os componentes 4 e 5 estao estragados. Descreva o

evento A.

(d) Descreva o evento A NW.

13. Um empresa de engenharia é contratada para determinar se certas hidrovias, no estado
norte-americano da Virginia, sao seguras para pratica de pesca ou nao. O experimento
aleatorio consiste em retiradar amostras de trés rios. (a) Descreva um espaco amostral,
usando as letras F para “seguro de pesca” e N para “nao seguro de pesca”. (b) Descreva
o evento E em que pelo menos dois dos rios sao seguros para pesca. (c) Defina um

evento que tenha como elementos os resultados possiveis: FFF, NFF, FFN e NFN.
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5.3 Probabilidade de Laplace

Nesta se¢ao, vamos tratar unicamente de experimentos aleatoérios com espacos amostrais

finitos. Seja (O um espago amostral finito associado a um experimento aleatorio. Podemos

escrever, sem perda de generalidade,

Q:{whwb“-)wn})

em que cada w;, 1 € {1,2,...,n}, representa um dos resultados possiveis (indivisiveis) do

experimento aleatorio. No Exemplo 3, os espacos amostrais descritos do item (a) ao item

(e) sao todos finitos. Para cada evento A desses experimentos aleatorios (A C ), podemos

associar um numero P(A), P(A) € [0, 1], o qual chamamos probabilidade do evento A e que

traduz nossa confianga na capacidade desse evento ocorrer.

Dado um experimento aleatério com espaco amostral Q) finito, podemos estar interessados

em atribuir probabilidade para qualquer evento A desse experimento. Neste sentido, parece

razoavel definir probabilidade como uma func¢ao cujo dominio é o conjunto de todos os

eventos do experimento aleatorio (espago de eventos) e o contradominio é o intervalo real

0,1].

Definicao 5: Probabilidade de Laplace

Considere um experimento aleatorio com espago amostral finito Q = {w1, wy, ..., Wy}

e com espago de eventos F = P(Q). Seja P: F — [0, 1] uma funcao tal que

e 0s eventos elementares sejam igualmente provaveis, i.e.,

P({wi)) = Pl{ws)) = ... = P({w,}) = ’{f’Q’l}' -1

e todo evento A de F é uma uniao de k eventos elementares, k < n, ou seja,
K
A = {w; U{w;, UL Ufw; ) = Jlws},
i=1

em que ji,jz2,...,jx representa qualquer k indices de 1,2,...,n.
e a probabilidade de um evento A de F ocorrer é definida como

P(A) — |A| __ Casos favoraveis ao evento A

N @ a casos possiveis
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A definicao de probabilidade para espacos amostrais finitos aparece pela primeira vez no
trabalho Liber de Ludo Aleae de Gerolamo Cardano. Essa foi a primeira definigao formal
de probabilidade e dizia que a probabilidade de um evento A é a razao entre o niimero de
casos favordveis ao evento A e o numero de casos possiveis. A probabilidade definida desta
forma ficou conhecida como probabilidade de Laplace, pois deve-se a ele a nomenclatura
“casos favoraveis” e “casos possiveis”. E importante salientar que por tras dessa definicdo
de probabilidade, uma hipotese que deve ser assumida é que os eventos elementares sao
1gualmente provdveis. Existem muitos experimentos aleatérios para os quais tal hipotese é

satisfeita, mas, existem também, muitas situagoes em que aceitar tal suposicao seria errado.

Exemplo 9

(a) Considere o experimento aleatorio em que contamos o nimero de chamadas teleféonica
que chegam em uma central a cada uma hora, dizer que a probabilidade de chegar
chamadas entre 1 e 2 horas da madrugada ¢ igual a probabilidade de chegar chamadas

entre 3 e 4 da tarde parece ser equivocada.

(b) Considere o experimento aleatério que consiste em retirar palitos de tamanhos dife-
rentes de uma urna. Dizer que os eventos elementares “retirar o palito maior” e ‘“retirar

o palito menor” sao igualmente provaveis parece ser uma hipotese equivocada.

Note que a maneira com a qual o experimento aleatorio é conduzido pode determinar se
os seus eventos elementares s@o ou nao igualmente provaveis. Assim, por exemplo, no item
(b) do Exemplo 9, se numerarmos cada um dos palitos da urna e, em seguida, sortearmos ao
acaso dos numero utilizados na etiquetagem, entao os eventos elementares ‘“retirar o palito
maior” e “retirar o palito menor” se tornam igualmente provaveis, uma vez que nao seria
necessario inserir a mao na urna para selecionar o palito, o que tornaria a retirada do palito

maior mais provavel e do palito menor, menos provavel.
Exemplo 10

Considere o experimento aleatorio de jogar um dado honesto e observar a face do
dado voltada para cima. Se os resultados possiveis deste experimento sao igualmente
provaveis, qual é a probabilidade de obter face par?

Solugao: Neste caso, o espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6}. Seja A o evento “face

par voltada para cima”, i.e., A ={2,4,6}. Portanto,
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Exemplo 11

Considere o experimento aleatorio em que dois dados honestos sao lancados e as faces
voltadas para cima sao observadas, qual é a probabilidade de que a soma das faces de
cima seja igual a 77

Solugao: Seja A o evento “soma das faces de cima € igual a 7”. Neste caso,
A= {(1>6)) (2>5)) (3)4)> (4)3)) (5)2)) (6> ])}
Logo,
e niumero de casos possiveis € |Q] = 36;

e numero de casos favordveis é |A| = 6.

Portanto,

Al 6 1
PA) = i = — =,
A =1a"3% ¢

Exemplo 12

Trés moedas honestas sao jogadas simultaneamente e a sequéncia das faces voltadas

para cima é anotada.
(a) Qual é a probabilidade de se obter 2 caras?
(b) Qual é a probabilidade de se obter pelo menos 2 caras?

Solucgao. Indicando com H, cara e com T, coroa. Assim, o espago amostral do experi-

mento €
Q ={(H,H,H), (H,H, T), (H, TH), (TTH,H), (T T,H), (TH, T), (H, T, T), (T, T)}

Seja A o evento “obter duas caras” e B o evento “pelo menos duas caras”. Assim,

A :{(H)H)T)>(H)-I_>H))(-l_) H)H)}>
B = {(H)H)H)> (H)H)T)» (H)T,H)) (T) H)H)}
Portanto,
Al 3 Bl 4 1
= — = — PB = —= = = —,
PA=1g~s ¢ PBI=5 7573
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Exemplo 13

Suponhamos que de n objetos escolhemos r ao acaso com reposicao, ¥ < n. Qual é
a probabilidade de que nenhum objeto seja escolhido mais de uma vez?

Solugao. Seja A o evento “nenhum objeto € escolhido mais de uma vez”. Temos
e numero de casos possiveis € |Q] =n';
e numero de casos favordveis € JAl=nx (M—1)x(n—2)x (n—1r+1).
Portanto,

Al nx(n—=T)x...ox(n—1+1)

PIA) = 5 = =

Exemplo 14

Se 3 bolas sao retiradas aleatoriamente de um recipiente contendo 6 bolas brancas
e 5 bolas pretas, qual é a probabilidade de que uma das bolas seja branca e as outras

sejam pretas:
(a) se a ordem de selecao das bolas importa?
(b) se a ordem de selecao das bolas nao importa?

Solucgao. Seja A o evento “uma bola branca e duas bolas pretas sao retiradas”.
(a) se a ordem de sele¢ao das bolas importa, temos

e nimero de casos possiveis € |Q =11 x 10 x 9 = 990;

e numero de casos favordveis € |A| = (6 x5x4)4+(5x6x4)+(5x4x6) = 360.

Portanto,

Al 360 4
PA =181 =900 ~ 11

(b) se a ordem de selecao das bolas nao importa, temos

11 x10x 9

e niumero de casos possiveis € |QQ| = 3l =165;
e numero de casos favordveis € |A| = (6 x 5 x 4) = 60.
Portanto,
|A] 60 4
PAA) === — = —.
(A) Q] 165 11
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Exemplo 15

Suponha que 5 pessoas devam ser selecionadas aleatoriamente de um grupo de 20
individuos formados por 10 casais. Qual a probabilidade de que os 5 escolhidos nao

estejam relacionados:
(a) se a ordem de selecao importar?
(b) se a ordem de selecao nao importar?

Solugao. Seja A o evento “os individuos selecionados nao estao relacionados”.
(a) se a ordem de selegao importar, temos

e niumero de casos possiveis € |Q] =20 x 19 x 18 x 17 x 16;

e numero de casos favordveis € |A| =20 x 18 x 16 x 14 x 12.

Portanto,

Al 20x 18 x16x14x12 14 x12

P S —
(A) Q] 20x19x18x17x16 19x17

~ 0,52.

(b) se a ordem de selecao nao importar, temos

20x 19 x 18 x17 x 16
o numero de casos possiveis ¢ |Q| = (¥) = X7 X I8 X 1/ X ;

’ 51
e niimero de casos favordveis € |A] = 20 x 18 x ]5? % 14 x ]2.
Portanto,
oy = AL s
Q] 2xTxI8xT7x16 )
Exemplo 16

Uma urna contém n bolas, uma das quais é especial. Se k dessas bolas sao retiradas
ao acaso uma de cada vez, e se todas as bolas na urna tém a mesma probabilidade de

serem retiradas, qual é a probabilidade de a bola especial ser escolhida?
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Exemplo 16

Solugao. Seja A o evento “retirar a bola especial”. Neste caso,

nxM—T)xn—-2)xMn—3)x(n—k+1)

e niumero de casos possiveis € |Q| = o

()

e numero de casos favordveis € |A| = (}) (E::)

Portanto, ( )
Al X
P(A) = —— = —1;_ =
()G

sl

Exemplo 17

Uma mao de pdquer consiste em 5 cartas. Se as cartas tiverem valores distintos em
sequéncia e nao forem todas do mesmo naipe, dizemos que a mao é um straight. Qual
¢ a probabilidade de alguém saia com um straight?

Solugao: Seja A o evento “sair com um straight”. Note que nao importa a ordem em

que as cartas sao selecionadas. Assim,

. L 52
e numero de casos possiveis € |Q] = (5);

e nimero de casos favordveis € |A] =10 x (4° —4).

Portanto,

A 10 x (4° —4)

==
Q] (5)

P(A) ~ 0,0039.

Exemplo 18

Em uma sala, 10 pessoas estao usando emblemas numerados de 1 até 10. Trés pessoas
sao escolhidas ao acaso e convidadas a sairem da sala simultaneamente. O ntimero de

seu emblema é anotado. Qual a probabilidade de que o menor niimero de emblema seja
57
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Exemplo 18

Solugao. Seja A o evento “menor emblema € 5”. Note que nao importa a ordem em

que as pessoas sao retiradas da sala. Assim,

10x9x%x8
e nimero de casos possiveis: |Q| = %;
1x5x4
e numero de casos favordveis: |A| = ><2—'><;
Portanto,
Al 1
PA)= 20—
(A) Q] 12
Exemplo 19

Numa mao de poquer de cinco cartas, o full house ocorre quando alguém sai com 3
cartas do mesmo valor e 2 outras cartas de mesmo valor (que sdo naturalmente diferentes
da primeira). Assim, um full house é formado por uma trinca mais um par. Qual é a
probabilidade de alguém sair com um full house?

Solugao. Seja A o evento “sair full house”. Note que nao importa a ordem em que as

cartas sao selecionadas. Assim,

e niumero de casos possiveis € |Q| = (552) ;

4 2 4
e niumero de casos favordveis € |A| = X;—'X x 13 x ;3 x 12.
Portanto,
Al 13x12x(3) x ()
PA) = = = 3 ~ 0,014,
1 (%)
Exemplo 20

Para copa do mundo 24 paises sao divididos em seis grupos, com 4 paises cada um.
Supondo que a escolha do grupo de cada pais é feita ao acaso, calcular a probabilidade

de que dois paises determinados A e B se encontrem no mesmo grupo.
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Exemplo 20

Solugao. Seja A o evento “os paises A e B se encontram no mesmo grupo”. Assim,

24!
e numero de casos possiveis € |Q] = 6!><—(4!)6;
1 x1x22x21 20!
e numero de casos favordveis € |A| = . ><2! - X 51(41)5°

Portanto,
Al 6 x4 x3x22!

10| 241

P(A) ~0,13.

Os exemplos desta secao sao todos experimento aleatérios com espagos amostrais finitos
cujos eventos elementares sao igualmente provaveis. Portanto, se A é um evento de algum
experimento aleatorio desta forma, entao a definicao de P(A) é uma consequéncia imediata
da hipotese dos eventos elementares serem igualmente provaveis. Desta forma, s6 podemos
aplicar a probabilidade de Laplace quando tais hipoteses sao atendidas. Assim, ela nao

representa em hipotese alguma, uma definigao geral de probabilidade.

5.3.1 Exercicios

1. Duas cartas sao selecionadas aleatoriamente de um baralho comum de 52 cartas. Qual

¢ a probabilidade de que elas formem um vinte e um?

2. Se dois dados sao rolados, qual é a probabilidade de que a soma das faces voltadas

para cima seja igual a i? Determine essa probabilidade para i = 2,3,...,12.

3. Calcule a probabilidade de que em uma mao de 13 cartas selecionadas de uma baralho

comum com 52 cartas, exista:

(a) o 4as e o rei de mesmo naipe.

(b) todos os naipes iguais.

4. Cinco homens e cinco mulheres compram 10 cadeiras consecutivas na mesma fila de

um teatro. Supondo que se sentaram aleatoriamente nas 10 cadeiras, calcule:

(a) a probabilidade de que homens e mulheres se sentem em cadeiras alternadas;

(b) a probabilidade de que as mulheres se sentem juntas.
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5.

6.

10.

11.

12.

Vinte e quatro times sao divididos aleatoriamente em dois grupos de 12 times cada.

Qual é a probabilidade de que dois desses times fiquem no mesmo grupo?

De um baralho de poquer de 52 cartas sacam-se simultaneamente 5 cartas. Determina

a probabilidade de se obter
(a) um par (duas cartas em um mesmo grupo e outras trés em trés outros grupos
diferentes)?

(c) dois pares (duas cartas em um grupo, duas cartas em outro grupo e uma em um

terceiro grupo)?

(d) uma trinca (trés cartas em um mesmo grupo e as outras duas em dois outros

grupos diferentes)?
(e) uma quadra (quatro cartas em um mesmo grupo e uma em outro grupo)?
(f) um full house (trés cartas em um grupo e outros duas em outro grupo)?

(g) uma sequéncia (5 cartas de grupos consecutivos, nao sendo todas do mesmo

naipe)?
(h) um flush (5 cartas do mesmo naipe, nao sendo elas de grupos consecutivos)?
(1) um straight flush (5 cartas de grupos consecutivos, todas do mesmo naipe)?
(j) um royal straight flush (10, valete, dama, rei e 4s de um mesmo naipe)?

Colocam-se aleatoriamente b bolas em b urnas. Calcule a probabilidade de que exa-

tamente uma urna seja deixada descocupada.

Dez pessoas sao separadas em dois grupos de 5 pessoas cada um. Qual é a probabilidade

de que duas pessoas determinadas A e B facam parte do mesmo grupo?

Em um armario ha 71 pares de sapatos. Retiram-se ao acaso p pés de sapatos desse

armario. Qual a probabilidade de haver entre esses pés exatamente k pares de sapatos?

Colocam-se ao acaso n botoes em um tabuleiro n x n, nao sendo permitido haver dois
botoes em uma mesma casa. Qual é a probabilidade de nao haver dois botées nem na

mesma linha nem na mesma coluna?

Em uma roda sao colocadas n pessoas. Qual é a probabilidade de duas pessoas ficarem

juntas?

Escolhem-se ao acaso duas pecas de um dominé comum. Qual é a probabilidade delas

possuirem um nimero comum?
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5.4 Probabilidade geométrica

Nesta secao, vamos tratar outro caso particular da situacao geral que sera desenvolvida
na proxima secao. Este caso é importante, pois trata de problemas envolvendo espacos
amostrais nao-enumeraveis, mas que sao figuras geométricas com comprimento, area ou
volume bem definidos. Para um espago amostral Q desta forma, podemos definir para

AcCQ

comprimento(A) ou P(A) = area(A) volume(A)

PlA) = ~ area(Q)

comprimento(Q) ou P(A)

~ volume(Q)’

desde que o comprimento, a area ou o volume de A esteja bem definido. No entanto,
nem todo subconjunto de Q tem um comprimento, area ou volume bem definido, i.e., nem
todo evento tem uma probabilidade. Portanto, nao podemos definir a fung¢ao probabilidade
sobre o conjunto das partes de Q (espago de eventos). Vamos, entdo, definir probabilidade
sobre um conjunto “suficientemente grande” de forma a considerar somente os eventos com

comprimento, area ou volume bem definido. Tais eventos sao chamados eventos aleatorios

Definicao 6: Eventos aleatoérios

Considere um experimento aleatério com espago amostral (. Um evento A de Q é

dito aleatoério se é possivel atribuir probabilidade a ele.

Na pratica, o fato de nao ser possivel atribuir probabilidade a todo evento nao é um
problema, pois é suficiente atribuir probabilidade aos eventos que possuem comprimento,
area ou volume bem definido, pois os conjuntos sem comprimento, drea ou volume bem

definido nao surgem na pratica uma vez que sao impossiveis de visualizar.

A fim de definir precisamente o conjuntos dos eventos aleatorios sobre o qual vamos definir

probabilidade, vamos considerar um conjunto que possui algumas propriedades intuitivas.
Definicao 7: Espaco dos eventos aleatorios

Considere um experimento aleatério com espac¢o amostral Q. O conjunto de todos os
eventos aleatorios é denominado espago dos eventos aleatdrios e possui as seguintes

propriedades:
(1) Qe F,
(il) Se A € F, entao A¢ € F,

(iii) Se Ay, A,,... € F, entao UP A € F.
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Definicao 7
Qualquer colegao de eventos (subconjuntos de Q) com as propriedades (i) a (iii) é
chamada o-algebra de eventos. Neste sentido, vamos utilizar a notacao o({)) para o

espago de eventos aleatorios.

Portanto, se P é a probabilidade geométrica e o(Q) é o espaco dos eventos aleatorios,
entdao P: 0(Q) — [0, 1] esta bem definida, pois todo evento A € o(Q) é um evento aleatorio,

i.e., conseguimos calcular o comprimento, drea ou volume.

Exemplo 21

Considere que desejamos plantar uma arvore em algum ponto de uma estrada de Tm.
Qual é a probabilidade da distancia da arvore até a origem da estrada ser menor ou
igual a 0,5m?

Solugao: Seja A o evento “distancia menor que meio metro”. Note que, neste caso, o
espaco amostral € Q = [0,1] e A = [0,1/2]. Esses conjuntos nao sao finitos, mas $ao
geométricos, pois estamos interessados na distdncia de um ponto a outro (comprimento
de um segmento). Portanto,

comprimento(A) 1/2 1

P(A) = -
(A) comprimento(Q) 1 2

Exemplo 22

Considere o experimento que consiste em escolher, ao acaso, um ponto em um qua-
drado unitario centrado na origem. Qual é a probabilidade da primeira coordenada do
ponto em questao ser maior do que a segunda coordenada?

Solugao: Seja A o evento “primeira coordenada € maior do que a sequnda coordenada’.

Note que, o espago amostral é

Q:{(x,y)ERZ:—1§x§1 e —1<y<1}

A ={(x,y) e R*:x > y}.

Assim,

_area(A)  1/2 1
PlA) = area(Q) 1~ 2
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Exemplo 23

Considere o experimento que consiste em escolher, ao acaso, um ponto em uma
esfera centrada na origem de raio r. Qual é a probabilidade desse ponto pertencer ao
hemisfério norte dessa esfera?

Solugao: Seja A o evento “ponto pertence ao hemisfério norte da esfera”. Note que, o

espaco amostral é

Q={(xy,z) eR: x> +y* + 22 < 1}.

Assim,
3
P(A) = volume(A) 4/3% _1
~ wvolume(Q)  4/3mrd 2’
Exemplo 24

Considere o experimento que consiste em escolher, ao acaso, um ponto em um circulo
centrado na origem de raio 1. Qual é a probabilidade do ponto selecionado ser o centro
(0,0)?

Solucgao: Seja A o evento “ponto selecionado € o centro (0,0)”. Note que, o espago

amostral é

Q={(xy)eR*: x> +y> <1}

e
A ={(0,0)}
Assim,
_ drea(A) 0
PIA) = drea(Q) TC_O

Note que, no caso da probabilidade geométrica, existem eventos aleatoérios nao-vazios
cuja probabilidade de ocorréncia é zero. Assim, existem eventos que podem ocorrer, mas
com probabilidade 0. E importante observar que a maneira como os experimentos aleatorios
foram conduzidos nos exemplos desta se¢ao, os eventos elementares sao também igualmente

provaveis e, nesses casos, possuem probabilidade 0 de ocorrer.
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5.4.1 Exercicios

1

. Considere um experimento aleatério com espago amostral Q.

(a) Mostre que o conjunto das partes de () é uma o-algebra de eventos de Q.
(b) Mostre que o conjunto o(Q) = {@&, Q} é uma oc—algebra de eventos de Q. Neste

caso, 0(Q) é dita o—dlgebra trivial.

Um ponto x é escolhido ao acaso em um circulo de raio r e origem no ponto (0,0).
Qual é a probabilidade de que o quadrado, que tem x como ponto médio de um dos

lados e ¢é centrado em (0,0), esteja inteiramente contido no circulo.

Trés pontos A, B e C sao escolhidos independentemente em uma circunferéncia. De-

termine a probabilidade do triangulo ABC ter todos os angulos agudos.

Considere a regidao A = {(x,y) e R*: 1 <y <2,y <x+ 1,y > x— 1}. Para o ponto

escolhido ao acaso em A, calcule a probabilidade de:

(a) estar a uma distancia menor do que 1/2 da fronteira A;

(b) pertencer a regiao {(x,y) cR?*:x+y> 2}.

Considere o experimento de escolher ao acaso um ponto no triangulo retangulo formado
pelo pontos (0,0), (0,1) e (1,0).

(a) Qual é a probabilidade da primeira coordenada do ponto ser menor que a segunda?

(b) Qual é o espaco de eventos? Por qué?
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5.5 Axiomas da probabilidade de Kolmogorov

A probabilidade de Laplace e a probabilidade geométrica sao exemplos muito importan-
tes, pois nos ensinam como calcular probabilidade para determinados experimentos aleato-
rios. Entretanto, existem muitas outras leis de probabilidade que nao sao destas formas em
particular. Em 1933 Kolmogorov conseguiu proporcionar a Teoria das Probabilidades uma
base matemaéatica na qual define probabilidade com base em trés axiomas. Todas as outras

probabilidades (Laplace e geométrica, por exemplo) sao um caso particular da sua definicao.

Definicao 8: A probabilidade segundo Kolmogorov

Considere um experimento aleatorio com espaco amostral Q e seja o(Q) uma o-
algebra de eventos de Q. Uma probabilidade ¢ uma fungao P : o(Q) — [0,1] que

satisfaz os seguintes axiomas:
(i) 0 <P(A) <1, para todo A € F.
(il) P(Q) =1.

(iil) Se Aj, Ay, ... é uma sequéncia de eventos de o(Q)) mutuamente exclusivos (con-

juntos disjuntos), entao

P (L_J] Ai) = ;P(Ai).

Note que Kolmogorov nao nos ensina a calcular probabilidades, ele apenas nos diz o
que é uma probabilidade. O valor de P(A) para um dado evento aleatéorio A depende do
experimento que estamos conduzindo. Por exemplo, ja aprendemos como calcular essa pro-
babilidade quando nossos experimentos possuem espacos amostrais finitos com eventos ele-
mentares igualmente provaveis (probabilidade de Laplace) ou espagos amostrais geométricos

(probabilidade geométrica).
Exemplo 25

Considere uma urna com duas bolas numeradas com 0 e 1. Defina uma probabilidade
P de forma que os eventos elementares nao sejam igualmente provéveis.
Solugao: Neste caso, Q ={0,1}, F = P(Q) ={2,{0},{1}, Q} e a fungao P: F — [0, 1]
tal que
P(g)=0, P{0}) =1/3, P{1})=2/3 e P(Q)=1

define uma probabilidade, pois os axiomas de Kolmogorov sao satisfeitos.
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Lema 1

Considere um experimento aleatério com espacgo amostral Q finito e seja o(Q) uma
o-algebra de eventos de Q). Se os eventos elementares desse experimento sao igualmente

provaveis e P : 0(Q) — [0, 1] é uma funcao cuja lei é dada por

entao P é uma probabilidade segundo Kolmogorov.

Demonstracao. Primeiramente, observe que a lei que define P € a mesma da pro-
babilidade de Laplace. Todavia, o dominio da probabilidade de Laplace é o conjunto
das partes de Q; e o dominio da fungao P, no enunciado do lema, € uma o-dlgebra de
eventos de Q. Vimos, porém, no Ezercicio 1 da subsecao 2.4.1, que o conjunto das par-
tes P(Q) define também uma o-dlgebra de eventos. Portanto, tomando o(Q) = P(Q)

seque que P € a probabilidade de Laplace. Além disso,

(1) qualquer que seja o evento aleatdrio A desse experimento, temos A C Q, logo
0 <|A| <1QJ. Portanto,

Al
—<1&0<PA) <.
Ql (A)

0 <
(i1)
_lal

== =1
Q]

P(Q)

(iil) Se A1, Az, ... € uma sequéncia de eventos mutuamente exclusivos (conjuntos dis-

juntos) desse experimento, entdo Ay NA; =@, 1#j,1,j=1,2,... e, portanto,

- U Al
P 1] = =
(0x) -

_ 2 inlA
Q|
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Lema 2

Considere um experimento aleatorio com espacgo amostral () geométrico e seja o(Q)

uma o-algebra de eventos de Q. Se P: o(Q) — [0, 1] é uma funcao cuja lei é dada por

volume(A)
volume(Q)’

P(A) =

entao P é uma probabilidade segundo Kolmogorov.

Demonstragao. Neste caso

(1) qualquer que seja o evento aleatdrio A desse experimento, temos A C Q, logo
0 <volume(A) <volume(Q). Portanto,

volume(A)

— < < < 1.
~ volume(Q) — To0sPA)<T

(i1)

volume(Q)

P(Q) = =1.

volume(Q)
(iil) Se A1, Ay, ... € uma sequéncia de eventos mutuamente exclusivos (conjuntos dis-

juntos) desse experimento, entao Ay NA; =@, 1#j,1,j=1,2,... e, portanto,

volume (U2, A4)
volume(Q)
D 2 volume(Ay)
N volume(Q)

PUZ A =

volume(A
; volume(Q
Y PlA

i=1

o0

Portanto a probabilidade geométrica é uma probabilidade sequndo Kolmogorov.
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Véarias consequéncias simples e uteis da Definigao 7 estao sumarizadas nas proposigoes
seguintes. Em todas, consideramos P : o(Q) — [0, 1] uma probabilidade, com ¢(Q) uma

o-algebra de eventos de Q) associado a algum experimento aleatério com espago amostral Q.

Lema 3

P(2) = 0.

Demonstragao. Para qualquer evento A € o(Q), podemos escrever
A=AUQUQZU....

Uma vez que A e @ sdo conjuntos disjuntos (eventos mutuamente exclusivos) e NS =

& decorre do axioma (iil) que
P(A)=P(AUgUQU...)=PA)+P(D)+P(2) +....
o que tmplica em
P(@)+P(@)+...=0.

Do axioma (1) concluimos que

A reciproca dessa proposicao nao é verdadeira, isto ¢, se P(A) = 0, nao podemos, em
geral, concluir que A = @, porque ha situagoes que atribuimos probabilidade zero a um
evento que pode ocorrer. Por exemplo, a probabilidade de selecionarmos o nimero 2 no

intervalo [0, 10] é 0, mas pode ocorrer (veja novamente o Exemplo 24).

Lema 4
Se A1, Ay, ..., A, sdo eventos mutuamente exclusivos (conjuntos disjuntos), entao
n n
P (U Ai> => P(A)).
i=1 i=1
Demonstracao. Tomando A1 =9, Ania =9, ..., seque que
o0 n
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Lema 4

Portanto, pelo axioma (iil) e pelo Lema 3, seque que

i=1

Lema 5
Se A é um evento de o(Q), entao
P(A®) =1—P(A).

Demonstracao. Note que AUA® =Q e ANA® =, entao, pelo axioma (il) e (iii)

Junto com o Lema 4, concluimos que
P(AUAY) =P(Q) & PA)+PAY)=1& P(AY)=1—P(A).

g

O Lema 5 é muito 1til, pois, em muitas situagoes, como veremos mais tarde, é mais facil

calcular P(A€) ao invés de P(A) e, entao, obtermos P(A) a partir da subtracao em questao.
Lema 6
Se A e B sao eventos de o(Q)), entao
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Demonstracao. Vamos decompor AUB e B em dois eventos mutuamente exclusivos

(conjuntos disjuntos) e aplicar o axioma (iil) de Kolmogorov. Desse modo, escrevemos

AUB=AU(B—A),
B=(ANB)U(B—A).
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Lema 6

Consequentemente, pelo axioma (iii),

P(AUB)=P(A)+P(B—A),
P(B)=P(ANB)+P(B—A).

Da primeira tgualdade temos
P(B—A)=P(AUB)—P(A),

e, da sequnda igualdade, seque que
P(B—A)=P(B)—P(ANB).

Portanto,

P(AUB)—P(A)=P(B)—P(ANB).
Da onde obtemos que
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

g

Essa propriedade é uma extensao do axioma (iii) de Kolmogorov que obtemos decom-
pondo os conjuntos envolvidos em uma uniao de conjuntos disjuntos. Essa ¢ uma estratégia
bem comum e que nos ajuda a obter uma série de resultados em Teoria das Probabilidades.
Alguns desses resultados nao serao tratados nestas notas, mas sao bastante uteis em cursos

mais avancados.
Lema 7
Se A, B e C sao eventos de o(Q), entao
P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC).

Demonstracao. A demonstracio consiste em escrever AU B = D e entdo aplicar a

Lema 6 duas vezes. Deizamos para o(a) leitor(a) completar a demonstragao.
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Uma extensao do Lema 7 é o caso geral em que temos Aj,..., A, eventos de F. Neste

caso,

n

P (L_J]Al) = ;P(Al)_ Z P(AiﬂAj)+ Z P(AimA]’mAr)‘f‘-..—F(—])n_]P (QA1> )

i<j=2 i<j<r=3

A demonstragao deste resultado ¢ feito utilizando indugdo matematica e fica para o(a) lei-

tor(a) mais curioso(a) a tentativa de demonstra-lo.
Lema 8
Sejam A e B eventos de o(Q) tais que A C B, entao
P(A) < P(B).

Demonstracao. Vamos decompor B em dois eventos mutuamente exclusivos (disjun-
tos), da sequinte forma
B=AU(B—A).

Logo, pelo axioma (iii) de Kolmogorov,
P(B) =P(A)+P(B—A)

Consequentemente,

P(B) = P(A),

pois P(B —A) > 0, pelo axioma (1) de Kolmogorow.

Definicao 9: Espaco de probabilidade

Para todo experimento aleatorio podemos definir um espago de probabilidade,
que é uma tripla (Q, o(Q),P), em que Q é o espago amostral do experimento, o(Q) é
o espago de eventos aleatorios (o-algebra de eventos) e P é uma probabilidade definida
sobre o(Q).
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Exemplo 26

Se a probabilidade de tirar um par de cartas de mesmo valor em uma partida de
poquer é 1/18, qual é a probabilidade de nao retirar?
Solugao. Seja A o evento “retirar um par de cartas de mesmo valor”. Sabendo que

P(A) =1/18 ¢ P € uma probabilidade, entao pela propriedade temos

7

P(A°) =1—P(A) = 13"

Exemplo 27

Sejam A e B dois eventos mutuamente exclusivos (disjuntos) de um espago de eventos
aleatorios o(Q) qualquer. E possivel que P(A) = 0,4 e P(B) =0,7? Por qué?
Solugao. Suponhamos que P defina uma probabilidade sobre o(Q). Como A e B sao

mutuamente exclusivos, seque, pelo axioma (iii) de Kolmogorov, que
P(AUB)=P(A)+P(B) & P(AUB)=1,1>1,

o que € um absurdo, pois, pelo axioma (i), deveriamos ter P(AUB) < 1.

Exemplo 28

Sejam A e B eventos de um espaco de eventos aleatérios o(Q) qualquer e P uma
probabilidade definida sobre o(Q)).

(a) Se P(A) =0,7, P(B) =0,4 e P(AUB) =0,8, qual é o valor de P(ANB)?
(b) Se P(ANB) =0,25, P(AUB) =0,75 e P(A) = 2P(B), qual é o valor de P(A)?
(c) Mostre que se P(A) = P(B¢), entao P(A®) = P(B).

Solugao.

(a) Como
P(AUB) =P(A)+P(B) - P(ANB),

Seque que

0,8=0,7+0,4—P(ANB) & P(ANB) =0,3.
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Exemplo 28
(b) Como
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB),

segue que

2
0,25 = P(A) +@—0,75<:> P(A) =3

(¢) Por um lado,
P(A®) =1—-P(A).
Como P(A) = P(B¢), segue que
P(A°) =1—P(B°)
Donde concluimos que
P(A®) =P(B),

pois P(B) =1 — P(B®).

Exemplo 29

Sejam A e B sdo eventos de um espaco de eventos aleatorios o(Q) qualquer e P uma
probabilidade definida sobre F. Se P(A) =1/3 e P(B¢) = 1/4, entdo A e B podem ser
mutuamente exclusivos (disjuntos)?

Solugao. Suponhamos que A e B sejam mutuamente exclusivos. Assim, pelo axioma

(ii1) de Kolmogorov, seque que

P(AUB)=P(A)+P(B) & P(AUB) = 1 +1 :1—;>

=373 b

o que € um absurdo, pois, pelo axioma (i), P(AUB) < 1.

Exemplo 30

Uma remessa de 1.500 arruelas contém 400 pecas defeituosas e 1.100 perfeitas. Du-

zentas arruelas sao escolhidas ao acaso, sem reposicao, e classificadas.
(a) Qual a probabilidade de que sejam encontradas exatamente 90 pecas defeituosas?

(b) Qual a probabilidade de que se encontrem ao menos 2 pecas defeituosas?
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Exemplo 30

Solucao.

(a) Seja A o evento “90 pecas sao defeituosas”. Neste caso,

e casos possiveis: |Q] = (123%0) ;
e casos favordveis: |A| = (49000) X (]]']1%0).
Portanto,
400 1.100
P(A) _ Al (o) % (o)
1,500 :
Q] (%20)

(b) Sejam Ay o evento “nenhuma peca defeituosa”, Ay o evento “exatamente 1 peca

defeituosa” e B o evento “ao menos 2 pecas defeituosas”. Note que

B =A\UA;.
Logo,
P(B)=1—P(B°) =1—-P(AgUA;)=1—P(Ay) — P(Ay).
Como (400) « (1.100) (400) « (1.100)
P(Ag) = 5 (1.500)200 e P(A) =~ (1.500)199
200 200
Portanto,
400 1.100 400 1.100
P(B)=1— ("0) x (5o0) _(I)X (19)
(1 500) (1 50y
200 200
Exemplo 31

No jogo de bridge, o baralho de 52 cartas é inteiramente distribuido entre 4 jogadores.
Qual é a probabilidade de um dos jogadores receber todas as 13 cartas do naipe de
espadas?

Solugao. Seja E; o evento “jogador i recebe todas as 13 cartas do naipe espada” em que

1e€{1,2,3,4}. Neste caso,
L _(52y.
e casos possiveis: |Q| = (13);

e casos favordveis: |E;| = 1.
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Exemplo 31

Portanto,

BT
ey

Como E{NEj = & para todo i #j com i,j € {1,2,3,4} seque, pelo axioma (iil) da
probabilidade, que

4 4 4
P (U Ei> =Y P(E) = 5
i=1 i=1 (13)

Exemplo 32

Considere quatro objetos a, b, ¢ e d. Suponha que o resultado do experimento
consiste em listar a ordem com a qual cada objeto foi retirado sem reposi¢ao. Sejam os
eventos A e B definidos como: A é o evento “a esta na primeira posi¢ao” e B é o evento

“b estd na segunda posigao”.
(a) Descreva o espaco amostral pelo método da compreensao.
(b) Descreva os eventos AN B e AUB.

Solucgao.

(a) O experimento € selecionar os objetos a, b, ¢ e d e anotar a ordem em que eles

sao selecionados. Assim,

Q= {(X1)X2)X3>X4) X € {a)bv(:) d})l € {1)2>3)4}}

(b) Os eventos A e B sao tais que

A= {((1, X2>X3>X4) X € {b) () d}>1 € {2)3)4}})
B = {(X],b,X3,X4) X € {Cl, C, d}>l € {])3)4}}

Logo,

ANB= {(Cl,b, (O d)) (a)b> d> C)}>
AUB=0 _{(C) d) Cl,b), (Cy d>b) a), (d,C, a)b)) (d,C,b, (1), (b) a,c, d)) (b> a, d,C)}.
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Exemplo 33

Sejam A e B eventos de um espago amostral (), verifique quais dos itens abaixo sao

ou nao verdadeiros. Justifique.

(a) Se P(A) =1/3 e P(B®) =1/4, A e B podem ser mutuamente exclusivos (disjun-
tos)?

(b) Se P(A) = P(B) = p, entao P(ANB) < p??
Solucao:
(a) Se A e B forem disjuntos, seque que

P(AUB) = P(A) +P(B) =2+ 2= 12

3taTn b

o que é um absurdo, pois, pelo axioma (1), P(A UB) < 1. Portanto, a afirmacao

é falsa.

(b) Considere o experimento “jogue um dado honesto e observe o resultado”, tal que

e O =1{1,2,3,4,5,6};
o A={1,2}, B={2,4} com P(A) =P(B)=1/3 =p;
e ANB ={2} com P(ANB) =1/6.

Observe que

P(ANB) =

Portanto, a afirmacao € falsa.

Exemplo 34

Considere um experimento aleatério com espaco amostral Q e espago de eventos alea-

torio 0(Q)). Se A e B sao eventos de o(Q), quais das afirmacoes abaixo sao verdadeiras:
I. PLANB) > P(AUB);
II. P(ANB) < P(A);
III. P(ANB) <P(B);

IV. P(A)+P(B)=P(AUB) & ANB=2.
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Exemplo 34

Solucao.
I. Falso, pois ANB C AUB.
II. Verdadeiro, pois ANB C A.
III. Verdadeiro, pois ANB C B.

IV. Falso, pois se Q = [0,1], A =1[0,1/2], B=[1/2,1], temos ANB ={1/2}. Neste
caso, P(A) =1/2, P(B) =1/2 e P(ANB) =0. Portanto,

P(AUB) =P(A)+P(B) = 1.

Entretanto, ANB ={1/2} # @.

Exemplo 35

Numa classe com 24 alunos dos quais 10 sao mulheres sorteamos 5 alunos para um
trabalho em grupo. Encontre a probabilidade de que pelo menos duas sejam mulheres.
Solugao. Seja A; o evento “ocorre i mulheres no sorteio” em que i1 € {0, 1,2, 3,4,5}.

Neste caso,

. L 2
e niumero de casos possiveis: |Q| = (5);

e numero de casos favordveis: |A;l = (13) X (5]:‘1)'

Portanto,

Al () x G
Ql (5)

P(A4)

Como A; N A = Q& para todo 1 #j com i,j €1{0,1,2,3,4,5} seque que

P (g&) =1—-P(Ao) —P(Ay)
@ x (&) (D) xE)
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Exemplo 36

Se n pessoas se encontram no interior de uma sala, qual é a probabilidade de que
duas pessoas nao celebrem aniversario no mesmo dia do ano?
Solugao. Seja A o evento “duas pessoas nao comemorarem o GNIVETSATio MO Mesmo

dia”. Neste caso,
e casos possiveis: |Q] = 365™;
e casos favordvei: |A| =365 x 364 x 363 x ... x 365 —n+1.

Portanto,
B |A] 365 x 364 x 363 X ...x 365 —m+1

P(A) = — =
A =1a 365"

Note que se n < 23, entao P(A) < 1/2. Em outras palavras, se hd 23 pessoas ou mais
em uma sala, entao a probabilidade de que pelo menos duas faca aniversdrio no mesmo

dia é maior que 1/2. Em particular, para n =50, temos P(A®) = 0, 970.

Exemplo 37

Suponha que temos uma urna com M bolas numeradas de 1 até M, em que as
primeiras K bolas sao defeituosas e as M — K bolas restantes sao perfeitas. Considere
o experimento aleatorio em que retiramos n bolas desta urna. Qual é a probabilidade

de k das n bolas selecionadas sejam defeituosas, se o experimento é conduzido
(a) com reposicao?
(b) sem reposigao?

Solucgao:

(a) O experimento, neste caso, € retirar, com reposi¢ao, n bolas de uma urna com M
bolas. O evento A de interesse € “k das n bolas selecionadas serem defeituosas”.

Assim,
e niumero de casos possiveis: |QQ = M™;
e nimero de casos favordveis: |A| = (1) K¥(N — K"k,

Portanto,
_ AL KN =K)mTE
Q) M '

P(A)
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Exemplo 37

(b) O experimento, neste caso, € retirar, com reposicao, n bolas de uma urna com M
bolas. O evento A de interesse € “k das n bolas selecionadas serem defeituosas”.

Assim,

. . . M
e nimero de casos possiveis: |Q| = (n);

N—K) )

e numero de casos favordveis: |A| = (E) (n_k

Portanto,

- A1 B

5.5.1 Exercicios

1 Seja uma caixa contendo bolas 3 brancas e 3 vermelhas. Considere o experimento:
“retirar trés bolas sucessivamente, sem reposi¢ao, e observar a cor”. Construa o espago

amostral e liste os seguintes eventos:

a

b

A : a segunda bola é vermelha.
B: as trés bolas sao da mesma cor.

d

(a)
(b)
(c) C: a segunda e a terceira bola sdo da mesma cor.
(d) D: pelo menos duas bolas sao brancas.

(e)

e) ANB.

2. Seja Q = {a,b,c,d}, com P(A) > 0, VA C Q, A # 0, e F = P(Q) o espago de

eventos. Verifique quais das fungdes P : F — [0, 1] abaixo definem uma probabilidade.

1
3
(b) P({a,b}) =3, P({c,d}) = ;.
(¢) P{a,b}) =3, P({ch =P({d}) =5 P({b}) = 3.

3. Se um dado é rolado 4 vezes, qual é a probabilidade de que o 6 saia pelo menos uma

vez?

4. Um lote é formado de 10 artigos bons, 4 com defeitos menores e 2 com defeitos graves.
Dois artigos sao escolhidos aleatoriamente sem reposicao. Determine a probabilidade

de que:
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(a) Ambos sejam perfeitos. (f) Nenhum deles tenha defeitos graves.

(b) Ambos tenham defeitos graves. (g) Nenhum deles seja perfeito.

(¢c) Ao menos um seja perfeito.
(d) No méximo um seja perfeito.

(e) Exatamente um seja perfeito.

. Seis bolas sao colocadas em trés urnas diferentes. Qual é a probabilidade de que todas

as urnas estejam ocupadas?

. Existem n meias em uma gaveta, 3 das quais sao vermelhas. Qual é o valor de n

se a probabilidade de que duas meias vermelhas sejam retiradas aleatoriamente, sem

reposicao, da gaveta é igual a 1/27

. Uma urna contém uma bola preta e uma bola dourada. Uma segunda urna contém

uma bola branca e uma bola dourada. Uma bola ¢é selecionada aleatoriamente de cada
urna.

(a) Descreva o espago amostral do experimento aleatorio.

(b) Descreva o espaco de eventos.

(c) Qual é a probabilidade de que ambas bolas selecionadas sejam da mesma cor?
(d)

Qual é a probabilidade de que uma das bolas seja verde?

. Em uma linha de operacao, 1/3 dos itens produzidos sao defeituosos. Se 3 itens sao

selecionados ao acaso e testados, qual é a probabilidade:

(a) de exatamente uma ser defeituosa?

(b) de pelo menos uma ser defeituosa?

. Uma loteria consta de 1.000 ntimeros de 1 a 1.000. Dez ntimeros sao sorteados ao

acaso, sem reposicao, e ao 1° namero sorteado corresponde o 1° prémio, ao 2° ntmero
sorteado, o 2° prémio, e assim por diante, até o 10° niumero sorteado. Se uma pessoa
¢é portadora do bilhete n°341, qual é a probabilidade de ela ganhar:

(a) o 1° prémio?

(b) o 2° prémio?

(¢) o 3° prémio?

Um par de dados honestos é rolado até que saia uma soma igual a 5 ou 7. Determine

a probabilidade de que um resultado igual a 5 ocorra primeiro.
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56 Probabilidade condicional

Frequentemente estamos interessados em calcular probabilidades quando temos alguma
informacao a priori a respeito do resultado de um experimento aleatorio. Vamos considerar

dois exemplos introdutorios.

Exemplo 38

Considere um lote com 100 pecas sendo 80 nao-defeituosas e 20 defeituosas. Suponha

que escolhemos duas pecas, sem reposicao, desse lote.
(a) Qual é a probabilidade de que a primeira peca seja defeituosa?
(b) Qual é a probabilidade de que a segunda peca seja defeituosa?

(¢) Qual é a probabilidade de se obter pegas defeituosas na segunda extra¢ao dado

que na primeira obteve-se uma defeituosa?
Solucgao.

(a) O experimento € retirar, sem reposicao, 2 pecas de um lote com 100 pecas. O
evento A de interesse é “a primeira pega retirada € defeituosa.”. Neste caso, o

ordem de selegao € importante, logo

e niumero de casos possiveis: |Q] = 100 x 99;

e niumero de casos favordveis: |A| = 20 x 99.

Portanto,
Al 20 x 99 20 1

P = — = = = —.
(A) Q] 100x99 100 5

(b) O experimento € retirar, sem reposicao, 2 pecas de um lote com 100 pecas. O
evento B de interesse € “a sequnda peca retirada € defeituosa.”. Neste caso, o

ordem de sele¢cao € importante, logo

e niumero de casos possiveis: |QA] = 100 x 99;

e numero de casos favordveis: |B| = (20 x 19) + (80 x 20).

Portanto,

Bl (20 19)+ (80 x 20) 1
P(B) Q- 100 x 99 ~ 5
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(c) O experimento é retirar, sem reposicao, 2 pecas de um lote com 100 pegas. Todavia ja
sabemos que o evento A “a primeira peca ser defeituosa” ocorreu e, dada essa informacao,
queremos calcular a probabilidade do evento B “a segunda peca retirada ser defeituosa’”.

Neste caso, a ordem de sele¢ao é importante, logo

e nimero de casos possiveis dada a informacao a priori: |A| =20 x 99;

e numero de casos favoraveis dada a informacao a priori: |A N B| =20 x 19.
Portanto, a probabilidade a posteriori, ou probabilidade de ocorrer B dado que A ocor-

reu, €

ANB|  20x19 19
Al 20x99 99

P(BIA) =

Dados dois eventos A e B de um experimento aleatério com espago de probabilidade
(Q, 0(Q),P), sempre que calcularmos P(A|B) estamos calculando a probabilidade da ocor-
réncia do evento A em relacao ao espago amostral reduzido B, ao invés de calcula-lo em
relagdo ao espaco amostral original Q. Como ja vimos P(A) mede a confianca que temos a
respeito da ocorréncia do evento A sabendo que todos os resultados possiveis do experimento
podem ocorrer, i.e., dado que estamos em Q. Por outro lado, P(A|B) mede a confianca que
temos a respeito da ocorréncia do evento A sabendo que somente os resultados favoréveis a

B podem ocorrer (novos casos possiveis), i.e., dado que estamos em B.
Exemplo 39

Dois dados sao lancados ao acaso simultaneamente e o resultados das faces voltadas

para cima sao registrados.
(a) Descreva o espago amostral Q e diga a quantidade de elementos.
(b) Qual a probabilidade da soma das faces voltadas para cima ser igual a 107
(c) Seja x; o resultado do i-ésimo dado, 1 = 1,2. Qual é a probabilidade de x; > x;7

(d) Qual é a probabilidade da soma das faces voltadas para cima ser igual a 10 e

X1 > X7

(e) Qual é a probabilidade da soma das faces voltadas para cima ser igual a 10 dado

que X1 > X7
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(f) Qual é a probabilidade de x; > x, dado que a soma das faces voltadas para cima

é igual a 107

Solucgao:

(a) O experimento consiste em jogar dois dados simultaneamente, entao
Q ={(x1,%x2) 1 x1,%x2 €1{1,2,3,4,5,6}}.

Neste caso, nimero de casos possiveis € |Q] = 36.

(b) O evento A de interesse é “soma das faces voltadas para cima € 10”. Assim,
A= {(4> 6)) (5»5)) (634)}

Neste caso, nimero de casos favordveis é |A| = 3. Portanto,

AL 3T

(c) O evento B de interesse € “x; > x2”. Assim,

B :{(2» ])) (33 1)» (4)])> (5)])) (6> ])) (3>2)> (4)2)>
(sz)) (6>2), (4)3)> (5)3)) (6>3)) (5>4)a (6)4)> (6)5)}

Neste caso, nimero de casos favordveis é |B| = 15. Portanto,

Bl 15 5
PB) =5 =3 =13

(d) Estamos interessados em calcular a probabilidade do evento AN B. Como
ANB= {(6>4)})

seque que o numero de casos favordveis € |A N B| = 1. Portanto,

|A N B| 1
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(e) O experimento € lancar 2 dados e verificar o valor da face voltada para cima.
Todavia, jd sabemos que o evento B “x; > x,” ocorreu e, dada essa informagao,
queremos calcular a probabilidade do evento A “soma das faces voltadas para cima

¢ 10”. Neste caso,

e numero de casos possiveis dada a informagao a priori: |B| = 15;

e niumero de casos favordveis dada a informacgao a priori: |A NB| = 1.

Portanto, a probabilidade a posteriori, ou probabilidade de ocorrer A dado que B

ocorreu, €

ANB| 1

Bl 15

P(AIB) =

(f) O experimento € lancar 2 dados e verificar o valor da face voltada para cima.
Todavia, ja sabemos que o evento B “x; > x,” ocorreu e, dada essa informagao,
queremos calcular a probabilidade do evento A “soma das faces voltadas para cima

¢ 10”. Neste caso,

e numero de casos possiveis dada a informagao a priori: |A| = 3;

e niumero de casos favordveis dada a informagao a priori: |ANB| = 1.

Portanto, a probabilidade a posteriori, ou probabilidade de ocorrer A dado que B

ocorreu, €

BNA|l 1

P(BIA) = Al 3

Exemplo 40

A tabela abaixo dé& a distribuicao de alunos de uma turma, por sexo e por carreira

pretendida.
masculino feminino | total
cientifica 15 5 20
humanistica 3 7 10
total 18 12 30
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Escolhe-se um estudante ao acaso. Qual é a probabilidade

a) do estudante ser do sexo masculino?

(
(

b) do estudante ser do sexo feminino?
) do estudante ser do sexo masculino dado que vai seguir carreira cientifica?

(c
(d

do estudante ser do sexo feminino dado que vai seguir carreira humanistica?

Solucao.

(a) O experimento € escolher um estudante ao acaso de uma turma de 30 alunos. O

evento M de interesse € “aluno € do sexo masculino”. Neste caso,

e casos possiveis: |Q = 30

e casos favordveis: M| =18

Portanto,
M| 18 3
PM) =% =~ =—.
(M) Q30 5
(b) O experimento é escolher um estudante ao acaso de uma turma de 30 alunos. O

evento F de interesse € “aluno € do sexo feminino”. Neste caso,

e casos possiveis: |Q = 30

e casos favordveis: |F| =12

Portanto,

CF 122

PM) = —=—=—.
Q] 30 5
(c) O experimento € escolher um estudante ao acaso de uma turma de 30 alunos.
Todavia, jd sabemos que o evento C “aluno sequird carreira cientifica” ocorreu e,
dada essa informagao, queremos calcular a probabilidade do evento M “aluno ser

do sexo masculino”. Neste caso,

e numero de casos possiveis dada a informagao a priori: |C| = 20;

e numero de casos favordveis dada a informagao a priori: IM N C| = 15.

Portanto, a probabilidade a posteriori, ou probabilidade de ocorrer M dado que C

ocorreu, €

MNCl 15 3
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(d) O experimento é escolher um estudante ao acaso de uma turma de 30 alunos.
Todavia, jd sabemos que o evento H “aluno sequird carreira humanistica” ocorreu
e, dada essa informacao, queremos calcular a probabilidade do evento F “aluno ser

do sexo feminino”. Neste caso,

e numero de casos possiveis dada a informagao a priori: [H| = 10;

e niumero de casos favordveis dada a informacgao a priori: [FNH| =7.

Portanto, a probabilidade a posteriori, ou probabilidade de ocorrer M dado que C

ocorreu, €
|F N H| 7
P(FH) = = .
(FIH) [F| 10

Exemplo 41

Considere o experimento de selecionar, ao acaso, um ponto do circulo centrado em
(0,0) e com raio 1. Sabendo que o ponto pertence ao primeiro quadrante, qual a
probabilidade de que a segunda coordenada seja maior do que a primeira?

Solugao. O experimento € selecionar, ao acaso, um ponto no circulo. Todavia, jd
sabemos que o evento A “o ponto pertencer ao primeiro quadrante” ocorreu e, dada
essa informagao, queremos calcular a probabilidade do evento B “sequnda coordenada

do ponto ser maior que a primeira”. Neste caso,

. . o s

e drea possivel dada a informagao a priori: area(A) = Z;
. . ‘ . o T
e drea favordvel dada a informagao a priori: area(ANB) = 3

Portanto,
area(ANB) 1
PBIA) = — = —.
(BIA) area(B) 2

Esses exemplos nos fornecem uma intuigao para que possamos definir rigorosamente a
probabilidade condicional. Pelo que vimos, em qualquer experimento aleatoério com espago
amostral Q finito com eventos elementares igualmente provaveis, espaco de eventos aleato-
rios 0(Q) como sendo o conjunto das partes de O e P uma probabilidade sobre o(Q), a

probabilidade de A condicionada a ocorréncia de B é dada por
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_JANB|

P(AIB) = =5
Note que,
p(AB) = ANBL_ Tor _ P(ANB)
B~ E TP

Analogamente, se o espago amostral Q é ndo-enumeravel e geométrico e P a probabilidade
geométrica definida sobre a o—éalgebra o(Q), entao a probabilidade de A condicionada a

ocorréncia de B é dada por

volume(A N B)
volume(B)

P(AIB) = comprimento(A N B) P(AIB) = area(A N B)

P(A|B) =
comprimento(B) area(B) ¢ (AIB)

Multiplicando e dividindo, respectivamente, por comprimento(Q), area(Q) e volume(Q),

concluimos que

P(ANB)
P(B)

Neste contexto, estabelecemos a seguinte definicao:

P(A[B) =

Definicao 10: Probabilidade condicional

Sejam A e B eventos do espaco de eventos 0(Q) de um dado espaco de probabilidade
(Q,0(Q),P). A probabilidade condicional do evento A dado o evento B, denotado
por P(A|B), é definido por

P(ANB)

P(AIB) = 5y

se  P(B) >0,

e é indefinido se P(B) = 0.

Dado um evento B de o(Q), é facil ver que P(:|B) ¢ uma probabilidade no sentido de

Kolmogorov, isto é, satisfaz os trés axiomas de Kolmogorov. De fato, se P(B) > 0, segue que

, _ P(ANB)
(i) P(AB) = P(B) e [0,1].
. _ P(QNB) P(B)
(il) P(Q[B) = PB) ~ PB) 1.
(il) Se Ay, Az, ... s@o eventos mutuamente exclusivos (disjuntos) de o(Q), segue que
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|5) _PUUz, AdnB)
TP

_ PUE, (AN B))
B P(B)

_ w P(A;nB)
P P(B)

1

—_

P(AiB).
=1

i

Consequentemente, os lemas de 3 a 8 continuam vélidas para a probabilidade condicional.
Observe que a probabilidade condicional esté definida em termos da probabilidade (néo-

condicionada) P, ou seja, se conhecermos P(A) para todo A € 0(Q), podemos calcular
P(B|A) para todo B € o(Q).

Exemplo 42

Uma urna contém 4 bolas brancas e 6 bolas pretas. Retiram-se, ao acaso, sucessiva-

mente, sem reposicao, duas bolas dessa urna. Determine a probabilidade
(a) da segunda bola retirada ser branca dado que a primeira é branca.
(b) da primeira bola retirada ser branca dado que a segunda é branca.
Solugao.

(a) O experimento € retirar duas bolas da urna. Todavia, jd sabemos que o evento A
“a primeira bola € branca” ocorreu e, dada essa informacgao, queremos calcular a

probabilidade do evento B “a sequnda bola € branca”. Neste caso,

_4x9 4
T10x9 10

4%x3 12 2
10x9 90 15

Portanto, a probabilidade a posteriori, ou probabilidade de ocorrer B dado que A

e probabilidade do evento que sabemos a priori: P(A)

e probabilidade da intersec¢ao dos eventos: P(ANB) =

ocorreu, €
_P(BNA) 12 1
P(BIA) = P(A) 36 3
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(b) Considerando os eventos A e B definidos no item (a), estamos interessados em
determinar P(A|B). Note que,

P(AIB) = %

2
Jd vimos que P(ANB) = —. Para calcular P(B) precisamos considerar todas as

15

possibilidades de ocorréncia na primeira selecao, assim

P(B) = P(BNAJU[BNAY)
=P(BNA)+P(BNAS

12 n 24
9 90
36
90
2
5
Portanto,
1
P(AB) = —-.
(AIB) = 5
Exemplo 43

Suponha que um escritério possua 100 maquinas de calcular. Algumas dessas ma-
quinas sao elétricas (E), enquanto outras sdo manuais (M); algumas sao novas (N) e
algumas sao usadas (U). A tabela abaixo fornece a quantidade de maquinas em cada

categoria.

E M | total
N [40 30| 70
Uu (20 10| 30

total | 60 40| 100

Uma pessoa entra no escritério, pega uma méquina ao acaso, e descobre que é nova.

Qual a probabilidade que ela seja elétrica?
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Solugao. O experimento € selecionar uma mdquina ao acaso do escritorio. Todavia, jd

sabemos que o evento N “a mdquina € nova” ocorreu e, dada essa informacao, queremos

calcular a probabilidade do evento B “a mdquina € elétrica”. Neste caso,

70

e probabilidade do evento que sabemos a priori: P(N) = m;
. . . 40

e probabilidade da intersecgiao dos eventos: P(ENN) = 100"

Portanto, a probabilidade a posteriori, ou probabilidade de ocorrer & dado que N ocorreu,
é
P(ENN) 4
(EIN) P(N) 7

Exemplo 44

Uma caixa contém 4 vélvulas defeituosas e 6 perfeitas. Duas valvulas sao extraidas

juntas. Uma delas é ensaiada e verifica-se ser perfeita. Qual a probabilidade de que a
outra valvula também seja perfeita?

Solugao: O experimento consiste em selecionar duas vdlvulas da caiza, logo |Q| = (120).
Sejam Aq o evento “a primeira peca verificada € perfeita” e Ay o evento “a sequnda pega

verificada € perfeita”. Entao,
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No problema anterior, estamos interessados na probabilidade da segunda véalvula ser
perfeita sem o conhecimento a priori de que a primeira valvula é perfeita.

Solugao: Neste caso, temos

P(A;) =P ([A;NA]JU[A; NAT])
=P(A;NA) + P(A;NASJ)
_ 6006

RURNGE

Até aqui, utilizamos o conceito de probabilidade condicional para avaliar a probabilidade
da ocorréncia conjunta de dois eventos ou de um tinico evento quando tinhamos uma par-
ticao do espago amostral de tamanho 2. Todavia, existem diversos experimentos que sao
divididos em mais de dois estagios e, nestes casos, utilizamos particoes do espago amostral

com cardinalidade maior do que 2, como mostramos no teorema a seguir.

Teorema 1: Teorema da Probabilidade Total

Para um dado espaco de probabilidade (Q, o(Q), P), se By, By, ..., B, é uma particao

de Q, i.e., uma colegdo de eventos mutuamente exclusivos (disjuntos) de Q tais que

e P(B;) > 0 para todo i =1,2,...,n, entao, para todo A € o(Q),

n

P(A) =) P(A[B;)P(By).

i=1
Demonstracao. Note que

A:AmQ:AmOBi:O(AmBi),

i=1 i=1
e os AN B{s sao mutuamente exclusivos (disjuntos); entao

n

P(A) =P (O(A N Bi)> = i P(ANBi) =) P(A[B))P(B).
i=1

i=1 i=1
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Este resultado representa uma relacao muito ttil, pois sempre que P(A) é solicitada,
pode ser dificil calculé-la diretamente. No entanto, com a informacgao a prior: da ocorréncia
dos By’s, calculamos primeiramente P(A|B;) e, em seguida, P(A) através do teorema ante-
rior. E importante salientar que o teorema acima continua valido mesmo para n = co (uma

parti¢do do espago amostral com cardinalidade infinita).
Exemplo 46

Uma determinada peca é manufaturada por trés fabricas A, B e C. Sabe-se que A
produz o dobro de pegas de B, e B e C produzem o mesmo nimero de pecas (durante
um periodo de producao especificado). Sabe-se também que 2% das pegas produzidas
por A e por B sdo defeituosas, enquanto 4% daquelas produzidas por C sao defeituosas.
Todas as pecas produzidas sao colocadas em um deposito e depois uma pega é extraida
ao acaso. Qual é a probabilidade de que essa pega seja defeituosa?

Solugao. O experimento consiste em selecionar uma pe¢a do depdsito, logo |Q] = 4N,
em que N € o numero de pecas produzidos pela fabrica B. Sejam D o evento “a peca €
defeituosa”, A o evento “a pega vem da fdabrica A7, B o evento “a peca vem da fdbrica

B” e C o evento “a peca vem da fdbrica C”. Pelo enunciado do exercicio, sabemos que

e P(D|A) = 0,02;
e P(D|B) = 0,02;
e P(D|C) =0,04.

Assim,

P(D)=P(DN(AUBUCQC))
=P(DNA)+P(DNB)+PDNC)
= P(D|A)P(A) + P(D|B)P(B) + P(D|C)P(C)
1 1

1
:O,OZ><z-}—(),02><1—1—i-0,04><é—1

— 0,025
=2,5%.
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Uma caixa contém 3 tipos de lanterna descartéveis. A probabilidade de que uma
lanterna do tipo 1 funcione por mais de 100 horas é igual a 0,7; e as probabilidades
referentes as lanternas do tipo 2 e 3 correspondem, respectivamente, a 0,4 e 0,3. Su-
ponha que 20% das lanternas na caixa sejam do tipo 1; 30% sejam do tipo 2; e 50% do
tipo 3. Qual é a probabilidade de que uma lanterna aleatoriamente escolhida funcione
mais do que 100 horas?

Solucgao. Considere o evento A como sendo “a lanterna escolhida funcione mais do que
100 horas” e o evento By como sendo “a lanterna i funciona mais do que 100 horas”,

i1=1,2,3. Sabemos que
e P(A[B1) =0,7;

e P(A[By) =0,4;

e P(A[B;) =0,3;

i P(B1) = 0,27

e P(B;) =0,3;

e P(B3) =0,5
Logo,

P(A) = P(A[B1)P(B1) + P(A[B2)P(B2) + P(A|B3)P(B3)
=(0,7x0,2)+ (0,4 x0,3) + (0,3 x 0,5)
=0,41.

Exemplo 48

Existem 5 urnas, e elas estao numeradas de 1 a 5. Cada urna contém 10 bolas. A
urna i possui i bolas defeituosas e 10 — i bolas nao-defeituosas, i = 1,2,3,4,5. Por
exemplo, a urna 3 possui trés bolas defeituosas e 7 nao-defeituosas. Considere o seguinte
experimento aleatério: primeiro uma urna é selecionada aleatoriamente, e entao uma
bola é selecionada aleatoriamente da urna selecionada. O experimentador nao sabe qual

urna foi selecionada. Qual é a probabilidade que uma bola defeituosa seja selecionada?
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Solucgao: Considere o evento D como sendo “a bola selecionada € defeituosa” e o evento

U; como sendo “a urna i € selecionada” 1 =1,2,3,4,5. Sabemos que

L oi=1,...5;

° P(D|u1) = 107 1

1
e PU) =z, i=1,...,5.

5 .
P(D) =Y POUIP(U) =) -
i=1

Teorema 2: Regra da multiplicagao

Para um dado espaco de probabilidade (Q, o(Q), P), seja Aq,..., A, eventos de o(Q)
tais que P(A1N...NA,_7) > 0; entao

P(A1NA;N...NAL) = PALAL1N...0A)P(A1|ALoN...NAT) ... P(Ay]A)P(A4).

Demonstracao. Note que, pela defini¢ao de probabilidade condicional, temos

P(AnN...NAy) P(A;NAY)
P(An,1ﬂ...ﬂA1)“. P(Al)

=PAnN...NAy).

P(ALAL 1N ..NA) ... P(AJA)P(A) =

P(A1)

Exemplo 49

Uma urna contém 10 bolas das quais trés sao pretas e sete sao brancas. O seguinte
jogo é proposto: em cada tentativa uma bola é selecionada aleatoriamente, sua cor é
anotada, e ela é substituida junto com duas bolas adicionais da mesma cor. Qual é a pro-
babilidade que a bola preta seja selecionada em cada uma das primeiras trés tentativas?
Solugao. Seja B; o evento “bola preta € selecionada na i-ésima tentativa”, i =1,2,3,. ...
Estamos interessados em calcular P(By; N B, N B3). Pela regra da multiplicacao,

3 5 7 1

P(B] NB,N Bz) = P(B])P(Bz’B])P(BﬂBZ N B]) = ﬁ X 12 X 12~ 16
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Exemplo 50

Um grupo de pessoas esta classificado da seguinte forma:

Fala inglés Fala alemao Fala francés
Homens 92 35 47
Mulheres 101 33 52

Escolhe-se uma pessoa ao acaso. Sabendo-se que esta pessoa fala francés, qual é a
probabilidade de que seja homem?
Solugao. O experimento € escolher uma pessoa desse grupo. Sejam F o evento “a pessoa

fala francés” e H o evento “a pessoa € homem”. Assim,

P(HNF)  47/360 47

P(HIF) = P(F)  99/360 99°

Exemplo 51

Em certa cidade, os téxis sao numerados de 1 a N. Para estimar o niimero N de
téaxis da cidade, um turista anotou os niimeros de todos os taxis que pegou: 47, 12, 33
e 25. Determine a probabilidade do turista ter tomado os téxis que tém esses nimeros
e determine o valor de N para o qual essa probabilidade é maxima.

Solugao. Sejam A o evento “o primeiro tdzi tem numero 477, B o evento “o sequndo
tdzi tem numero 127, C o evento “o terceiro tdaxi tem nimero 33” e D o evento “o quarto

tdxi tem numero 25”. A probabilidade de interesse €

1

P(ANBNCND)=P(DIANBNCIP(CIBNAPBIAIP(A) = 5.

Essa probabilidade de ocorrer o que efetivamente ocorreu é chamada verossimilhanca.
No caso ela € mdxima quando N € minimo. Como N > 47, o wvalor de N que torna

mdzrima a verossimilhancga € 47.

Exemplo 52

Suponha que um grande nimero de caixas de bombons sejam compostas de dois
tipos, A e B. O tipo A contém 70% dos bombons doces e 30% dos bombons amargos,
enquanto no tipo B essas porcentagens de sabor sao inversas. Além disso, suponha-se
que 60% de todas as caixas de bombons sejam do tipo A, enquanto as restantes sejam

do tipo B. Um caixa do tipo desconhecido lhe ¢ oferecida. Suponha que vocé retira um
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Exemplo 52

bombom doce qual é a sua decisao a respeito da caixa que lhe é oferecida, vocé diria
que ela é do tipo A ou do tipo B?

Solugao. Sejam A o evento “o bombom € do tipo A”, B o evento “o bombom € do tipo
B”, S, o evento “o sabor do bombom € amargo” e Sq o evento “o sabor do bombom €

doce”. Sabemos que

o P(A) =0,60;
o P(B) =0,40;
o P(S4lA) =0,7;
o P(SJA) =0,3;
o P(S4/B) =0,3;
o P(S4B)=0,7.

Neste sentido,

P(S4|A)P(A)
(SalA)P(A) + P(Sa/B)P(B)
B 0,7 x0,6
(0,7 x0,6)+ (0,3 x0,4)

P(A[Sq) = P

7
5

Logo,

2
P(B[Sq4) = 5"

Portanto, € mais provavel que o bombom doce seja do tipo A.
Exemplo 53
Considere dois dados: um deles equilibrado e outro viciado com

P{1}) =1/2 ¢ P{2) =P({3})) =... = P({6}) = 1/10.

Escolhe-se um dos dados ao acaso e se efetuam dois lancamentos, obtendo-se dois uns.

Qual a probabilidade condicional de que o dado escolhido tenha sido viciado?
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Solucao:

Viciado

1/2
Dois uns
Dois uns
NN

o | =
I
|

AN

O |-
X
Ty
1}

e
ml"“

Equilibrado

/

O experimento € escolher um dos dados e langa-lo duas vezes. Sejam A o evento “ob-

servar dois uns” e B o evento “o dado € viciado”. Assim,

P(ANB)
P(A)
P(A|B)P(B)
P(A)
_ 1/4x1/2
~ P(A[B)P(B) + P(A|B¢)P(B¢)
1/8
(1/4 x1/2) + (1/36 x 1/2)
_1/8
~5/36
9

10°

P(BIA) =

—

Exemplo 54

Marina quer enviar uma carta a Veronica. A probabilidade de que Marina escreva a
carta é de 8/10. A probabilidade de que o correio nao a perca é de 9/10. A probabili-
dade de que o carteiro a entregue é de 9/10. Dado que Veronica nao recebeu a carta,

qual é a probabilidade condicional de que Marina nao a tenha escrito?
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Exemplo 54

Solucao.
W Entrega
9/10 Nio perde
Escreve /10 Nio entrega

m Perde

8/10

2/1\ N3&o escreve

Sejam M o evento “Marina escreve a carta”, L o evento “o correio perde a carta”, E o

evento “o correio entrega a carta” e R o evento “Verénica recebe” Assim,

o P(MCARe)
P(MFR®) = PR
~ P(M*)
~ P(Re)
B 2/10
~ P(M¢) 4 P(L) + P(E¢|L¢)P(Le)
B 2/10
~2/10+1/10+ 1/10P(L¢|M)P(E)
B 2/10
~2/10+1/10+(1/10 x 9/10 x 8/10)
25
=0
Teorema 3: Teorema de Bayes
Para um dado espago de probabilidade (Q, o(Q),P) se By,...,B, é uma colecao

de evento mutuamente exclusivos (disjuntos) de o(Q) satisfazendo Q = (JI"; B; com

P(B;) > 0 para todo i = 1,...,n, entao para todo A € o(Q) para o qual P(A) >0

P(A[Bx)P(By)
> i P(A[By)P(By)

P(By|A) =
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Demonstracao. De fato,

_ P(BknA)  P(A[B)P(By)
PIBA) = o ) = T PABP(BY

Exemplo 55

Muitas mulheres fazem o teste de gravidez assim que h& uma falha no perfodo mens-
trual. Nessa altura precoce, a probabilidade de o diagnostico ser correto se a mulher
estiver efetivamente gravida é de 0,983 e no caso de nao estar gravida é 0,988. Sabe-se
que a falha do periodo menstrual em 12% dos casos corresponde, de fato, em gravidez;
em 1,5% dos casos deve-se a alteragoes de saide que requerem vigilancia médica, e em

86,5% sao meros atrasos sem qualquer significado.
(a) Qual a probabilidade do teste ser positivo?

(b) Qual a probabilidade da mulher estar gravida sabendo que o resultado do teste

foi positivo?

(¢c) Qual a probabilidade da mulher estar gravida sabendo que o resultado do teste

foi negativo?

Solugao. Sejam + o evento “teste de gravidez positivo”, — o evento “teste de gravidez
negativo”, G o evento “mulher gravida” e G¢ o evento “mulher nao-gravida”. Sabemos

que
e P(4+G) = 0,983;
e P(—|G) =0,017;

o P(—|G) = 0,988;

P(+]G¢) = 0,012;

e P(G)=0,12;

P(G¢) =0, 88.
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(a)

P(+) = P(+|G)P(G) + P(+|G°)P(G®)
= (0,983 x 0,12) + (0,988 x 0, 88)
=0, 9874.

P(GI+) = %
_ P(+IG)P(G)

0,9874
0,983 %0,12

0,9874
~0,119.

B P(—|G)P(G)
~ P(—=IG)P(G) + P(—IG)P(G®)
0,017 x 0,12
(0,017 x 0,12) + (0, 988 x 0, 88)

~ 2,34 x 1073,

5.6.1 Exercicios

1. Joga-se um dado honesto duas vezes. Determine a probabilidade condicional de obter

3 na primeira jogada, sabendo que a soma dos resultados foi 7.

2. A urna 1 contem x bolas brancas e y bolas vermelhas. A urna 2 contem z bolas brancas
e v bolas vermelhas. Uma bola é escolhida ao acaso da urna 1 e posta na urna 2. A
seguir, uma bola é escolhida ao acaso da urna 2. Qual é a probabilidade desta bola

ser branca?
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3. Duas valvulas defeituosas se misturam com duas valvulas perfeitas. As valvulas sao

ensaiadas, uma a uma, até que ambas as defeituosas sejam encontradas.

(a) Qual é a probabilidade de que a ultima valvula defeituosa seja encontrada no

segundo ensaio?

(b) Qual é a probabilidade de que a ultima valvula defeituosa seja encontrada na

terceira ensaio?

(c) Qual é a probabilidade de que a ultima valvula defeituosa seja encontrada no

quarto ensaio?

(d) Some os nimeros obtidos nos itens (a), (b) e (¢). O resultado é surpreendente?

Uma gravidez ectopica é duas vezes mais provavel em mulheres fumantes do que em
mulheres nao fumantes. Se 32% das mulheres na idade reprodutiva sao fumantes, que

percentual de mulheres com gravidez ectdpica sao fumantes?

O rei vem de uma familia de duas criancas. Qual é a probabilidade de que a outra

crianca seja a sua irma?

Uma gravidez ectopica ¢ duas vezes mais provavel em mulheres fumantes do que em
mulheres nao fumantes,. Se 32% das mulheres na idade reprodutiva sao fumantes, que

percentual de mulheres com gravidez ectopica sao fumantes?

Noventa e oito por cento de todas as criancas sobrevivem ao parto. Entretanto, 15%
de todos os nascimentos envolvem cesarianas (C), e quando uma cesariana ¢é feita os
bebés sobrevivem em 96% dos casos. Se uma gestante aleatoriamente selecionada nao

fez uma cesariana, qual é a probabilidade de que seu bebé sobreviva?

Cinquenta e dois por cento dos estudantes de certa faculdade sao mulheres. Cinco por
cento dos estudantes desta faculdade estao se formando em ciéncia da computacao.
Dois por cento dos estudantes sao de mulheres se formando em ciéncia da computacao.

Se um estudante é selecionado aleatoriamente, determine a probabilidade de que

(a) ele seja mulher dado que ele esta se formando em ciéncia de computacao.

(b) ele esteja se formando em ciéncia da computacao dado que ele ¢ uma mulher.

Em uma fabrica de parafusos, as maquinas A, B e C produzem, 25, 30 e 40 por cento
do total produzido, respectivamente. Da producao de cada maquina, 5, 4 e 2 por
cento, respectivamente, sao parafusos defeituosos. Escolhe-se ao acaso um parafuso e

se verifica ser defeituoso. Qual é a probabilidade de que o parafuso venha da maquina
A? Da B? Da C?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Uma urna contém 2 bolas vermelhas e 3 bolas amarelas. Retira-se duas bolas da urna

sem reposicao. Suponha que elas tém a mesma probabilidade de serem selecionadas.

(a) Qual é a probabilidade de se retirar uma bola vermelha na segunda selecao dado

que na primeira retiramos uma vermelha?

(b) Qual é a probabilidade de se retirar uma bola amarela na segunda sele¢ao sabendo

que pelo menos uma das bolas é amarela?

Uma urna contém duas bolas brancas e duas vermelhas. As bolas sao retiradas da

urna uma de cada vez, ao acaso e sem reposi¢ao, até esvaziar a urna.

a

(
(b
(
(

Qual é a probabilidade de sair uma bola branca na 1* retirada?
Qual é a probabilidade de sair a 1* bola branca somente na 4* retirada?

c¢) Qual é a probabilidade de que a 2* bola branca saia na 2* retirada?

)
)
)
d)

Qual é a probabilidade de que a 2% bola branca saia na 4* retirada?

Em uma urna onde existem quatro bolas brancas e duas azuis foi perdida uma bola
de cor desconhecida. Uma bola foi selecionada, ao acaso, da urna (claramente sem a
bola perdida). Dado que a bola selecionada é branca, qual é a probabilidade da bola

perdida ter sido branca?

Uma urna contém contém 10 bolas das quais 3 sao pretas e 7 sao brancas. O seguinte
jogo & proposto: a cada jogada uma bola ¢é selecionada aleatoriamente, sua cor é
anotada, e ela é substituida por duas bolas adicionais da mesma cor. Se esse jogo é
executado em 3 jogadas, qual é a probabilidade de uma bola preta ser selecionada em

cada uma das 3 jogadas?

Uma urna contém 5 bolas brancas e 10 bolas vermelhas. Um dado equilibrado é
langado e o numero que aparecer na face do dado é o nimero de bolas que se vai

selecionar da urna, uma de cada vez ao acaso e sem reposi¢ao.

(a) Qual a probabilidade de que todas as bolas selecionadas sejam brancas?

(b) Qual a probabilidade de que o lancamento do dado resultou na ocorréncia da face

3, se todas as bolas selecionadas forem brancas?

Um individuo tem um chaveiro com n, n > 1, chaves das quais somente uma abre uma
porta que esta trancada a chave. Ele seleciona aleatoriamente, em cada tentativa, uma
chave do chaveiro sem reposicao e tenta abrir a porta. Determine a probabilidade de

que ele abra a porta na j-ésima tentativa, j =1,2,...,n.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Certa cidade com uma populacao de 100.000 habitantes possui 3 jornais: I, IT e III. As
propor¢oes de moradores que leem esses jornais sao as seguintes: 1 (10%), 11 (30%),
I (5%), Te IT (8%), T e IIT (2%), I e III (4%) e I, IT e 111 (1%). Se selecionarmos ao
acaso uma pessoa dessa populacao qual é a probabilidade de que ela leia pelo menos

um jornal?

Ao responder uma questao em um prova de multipla escolha, um estudante sabe a
resposta ou a “chuta”’. Seja p a probabilidade de que o estudante saiba a resposta e
1—p a probabilidade de que ele chute. Suponha que um estudante que chuta a resposta
tem probabilidade de acerto de 1/m, em que m é o nimero de alternativas de cada
questao de miltipla escolha. Qual é a probabilidade condicional de que o estudante

saiba a resposta de uma questao dado que ele ou ela tenha respondido corretamente?

Sabe-se que 30% dos gémeos humanos sao idénticos. Gémeos idénticos tem necessari-
amente o mesmo sexo - metade dos gémeos idénticos sao homens e a outra metade sao
mulheres. 1/4 dos gémeos que nao sao idénticos sao ambos do sexo masculino, 25%
sdo ambos do sexo feminino e os restantes 50% sao mistos (um homem e uma mulher).
Imagine que vocé esta no hospital e o(a) médico(a) lhe diz que vocé é pai (ou mae) de

duas gémeas. Qual é a probabilidade de que as gémeas sejam idénticas?

As probabilidades dos atiradores A e B acertarem um alvo sao respectivamente 1/4
e 1/3. Se cada um atira uma vez e o alvo é atingido somente uma vez, qual é a

probabilidade de que tenha sido pelo atirador A?

Temos n urnas, cada uma com m bolas, sendo que a urna i (i = 1,2,...,n) contém
i bolas com defeitos (n < m). Selecionamos aleatoriamente uma urna e desta uma

bola, pergunta-se:

(a) Qual a probabilidade da bola ser defeituosa?

(b) Dado que a bola é defeituosa, qual é a probabilidade dela ter vindo da urna i?

Em uma turma hé 4 calouros, 6 calouras e 6 veteranos homens. Quantas veteranas
devem estar presente se sexo e turma devem ser independentes quando um estudante

é selecionando aleatoriamente?

Suponha que a ocorréncia ou nao de chuva dependa das condi¢oes do tempo no dia
imediatamente anterior. Admita que se chove hoje, chovera amanha com probabilidade
0,7 e que se nao chove hoje, chovera amanha com probabilidade 0,4. Sabendo-se que

choveu hoje, calcule a probabilidade de que chovera depois de amanha.
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23. Uma estudante de segundo grau aguarda ansiosamente o recebimento de uma carta
dizendo se ela foi aceita ou nao em determinada faculdade. Ela estima que as proba-
bilidades de receber a carta de notificacao em cada um dos dias da proxima semana,

dado que ela tenha sido aceita ou rejeitada, sejam as seguintes:

Dia P(cartalaceita) P(cartalrejeitada)
Segunda 0,15 0,05
Terca 0,20 0,10
Quarta 0,25 0,10
Quinta 0,15 0,15
Sexta 0,10 0,20

Ela estima que a sua probabilidade de ser aceita é 0, 6.

(a) Qual é a probabilidade de que ela receba a carta na segunda?

(b) Qual ¢é a probabilidade de que ela receba a carta na terca dado que ela nao tenha

recebido a carta na segunda?

(c) Se nenhuma carta chegar até quarta-feira, qual é a probabilidade condicional de

que ela tenha sido aceita?

(d) Qual é a probabilidade condicional de que ela tenha sido aceita se a carta chegar

na quinta?

(e) Qual é a probabilidade de que ela seja aceita se nenhuma carta chegar naquela

semana?

24. Duas valvulas defeituosas se misturam com duas véalvulas perfeitas. As valvulas sao

ensaiadas, uma a uma, até ambas as defeituosas sejam encontradas.

(a) Qual sera a probabilidade de que a tltima valvula defeituosa seja encontrada no

segundo ensaio.

(b) Qual sera a probabilidade de que a ultima valvula defeituosa seja encontrada no

terceiro ensaio?

(c) Qual sera a probabilidade de que a ultima valvula defeituosa seja encontrada no

quarto ensaio?

25. As fabricas I, II e III produzem, respectivamente, 40%, 30% e 30% dos circuitos in-
tegrados de uma empresa. Se o circuito é fabricado pela fabrica I, a probabilidade
dele ser defeituoso é 0,071; se é produzido pela fabrica II, probabilidade do circuito
ser defeituoso é 0,04; e o circuito tem probabilidade 0,03 de ser defeituoso quando é
fabricado pela fabrica III. Suponha que um circuito seja escolhido aleatoriamente da

producao. Pergunta-se:
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(a) Qual é a probabilidade do circuito ser defeituoso?

(b) Dado que o circuito é defeituoso, qual é a probabilidade de ter sido fabricado pela

fabrica I?

(¢c) Dado que o circuito é fabricado pela fabrica I ou pela fabrica II, qual é a proba-
bilidade dele ser defeituoso?

26. Suponha que uma companhia de seguros classifique as pessoas em uma das trés classes:
risco baixo, risco médio e risco elevado. Os registros da companhia indicam que as
probabilidades de que pessoas com riscos baixo, médio e elevado estejam envolvidas
em acidentes ao longo do periodo de um ano sao de 0,05, 0,15 e 0,30. Se 20% da
populacao sao classificadas como de risco baixo, 50% de risco médio e 30% de risco
elevado, que proporc¢ao de pessoas sofre acidentes ao longo de um ano? Se o segurado
A nao sofreu acidentes em 1997, qual é a probabilidade de que ele ou ela seja uma

pessoa de risco baixo ou médio?

27. Uma determinada peca é manufaturada por trés fabricas A, B e C. Sabe-se que A
produz o dobro de pegas de B, e B e C produzem o mesmo numero de pegas (durante
um periodo de producao especificado). Sabe-se também que 2% das pegas produzidas
por A e por B sdo defeituosas, enquanto 4% daquelas produzidas por C sao defeituosas.
Todas as pegas produzidas sao colocadas em um deposito e depois uma peca é extraida

ao acaso. Qual é a probabilidade de que essa peca seja defeituosa?

28. Uma estudante de segundo grau aguarda ansiosamente o recebimento de uma carta
dizendo se ela foi aceita ou ndao em determinada faculdade. Ela estima que as proba-
bilidades de receber a carta de notificagao em cada um dos dias da préxima semana,

dado que ela tenha sido aceita ou rejeitada, sejam as seguintes:

Ela estima que a sua probabilidade de ser aceita é 0, 6.

(a) Qual é a probabilidade de que ela receba a carta na segunda?

(b) Qual é a probabilidade de que ela receba a carta na terca dado que ela nao tenha

recebido a carta na segunda?

(c) Se nenhuma carta chegar até quarta-feira, qual é a probabilidade condicional de

que ela tenha sido aceita?

(d) Qual é a probabilidade condicional de que ela tenha sido aceita se a carta chegar

na quinta?

(e) Qual é a probabilidade de que ela seja aceita se nenhuma carta chegar naquela

semana?
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5.7 Independéncia

Quando dois eventos A e B de um experimento aleatério nao podem ocorrer juntos, temos
ANB =@, ie., A e B sdo mutuamente exclusivos (disjuntos). E claro que quando A e B
s@o eventos mutuamente exclusivos, segue que P(A|B) = 0, uma vez que dada ocorréncia
do evento B ela impede a ocorréncia do evento A, ja que eles nao podem ocorrer juntos.
Por outro lado, quando a ocorréncia do evento A implica na ocorréncia do evento B, temos
A C B e, consequentemente, P(A|B) = 1. Note que, nessas situagoes, a ocorréncia do evento
B fornece informacao a respeito da probabilidade da ocorréncia do evento A. Entretanto, ha
situagoes em que o conhecimento a priori da ocorréncia do evento B nao modifica em nada

a probabilidade de ocorréncia ou nao ocorréncia do evento A.

Exemplo 57

Considere o experimento em que jogamos dois dados equilibrado e sejam A o evento
“primeiro dado mostra um nimero par” e B o evento “segundo dado mostra 5 ou 6”.
Podemos dizer que A e B sao eventos independentes, i.e., a ocorréncia do evento B nao
modifica a probabilidade de ocorréncia do evento A7
Solugao. [ntuitivamente, vemos que 0s eventos A e B nao estao relacionados. De
fato, P(A) =18/36 =1/2 ¢ P(B) =12/36 = 1/3, enquanto P(ANB) = 6/36 = 1/6.
Consequentemine, P(A|B) = 1/2.

Deste modo, como é de se esperar, a probabilidade absoluta (nao-condicionada) ¢ igual a
probabilidade condicional, pois a ocorréncia do evento B nao altera em nada a probabilidade
do evento A ocorrer. Analogamente, P(BJA) = 1/3. Entdo, parece plausivel, dizer que A
e B sao independente quando P(A|B) = P(A) e P(BJA) = P(B). Neste caso, a definicao
de probabilidade condicional pede que P(A) > 0 e P(B) > 0. Todavia, podemos falar da
independéncia de dois eventos A e B mesmo quando P(A) = 0 ou P(B) = 0. De fato, se
P(A|B) = P(A) e P(BJA) = P(B), entao P(ANB) = P(A)P(B), entao, é razoavel afirmarmos
que A e B sdo independentes quando P(A N B) = P(A)P(B).
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Definicao 11: Eventos independentes

Para um dado espago de probabilidade (Q, o(Q),P), sejam A e B dois eventos de
0(Q). Dizemos que A e B sdo eventos independentes quando uma das seguintes

condicoes sao satisfeitas:
(i) P(ANB) =P(A)P(B).
(ii) P(A|B) =P(A) se P(B) > 0.

(iii) P(BJA) = P(B) se P(A) > 0.

Exemplo 58

Considere o experimento de retirar, com reposicao, duas bolas de uma urna com M

bolas das quais K sao pretas e M — K sao brancas.
(a) Qual é a probabilidade de retirarmos uma bola preta na primeira selecao?
(b) Qual é a probabilidade de retirarmos uma bola preta na segunda selecao?

(¢c) Qual é a probabilidade de retirarmos uma bola preta na primeira selegdo e uma

bola preta na segunda sele¢ao?
Solucgao:
(a) Seja A o evento “bola preta € retirada na primeira selegao”. Assim,

Al KM K

PA == w =™

(b) Seja B o evento “bola preta € retirada na sequnda selegao”. Assim,

|B] MK K
P B = = — = —,
(B) Qo M2 M

(c) Neste caso, estamos interessados em P(A N B). Logo,

_JANB|l K2

PIANB) =0~ =15

Portanto, A e B sao independentes, ji que P(ANB) =P(A)P(B).
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Exemplo 59

Consideremos um lote grande de pecas, digamos 10.000. Admitamos que 10% dessas

pecas sejam defeituosas e 90% sejam perfeitas. Duas pecas sao extraidas ao acaso.
(a) Qual é a probabilidade da primeira peca ser perfeita?
(b) Qual é a probabilidade da segunda peca ser perfeita?
(c) Qual é a probabilidade de ambas as pecas serem perfeitas?
Solucao.
(a) Seja A o evento “a primeira peca € defeituosa” Assim,

Al 9.000 x 9.999 9
PIA) = 1Q] ~ 10.000 x 9.999 ~ 10°

(b) Seja B o evento “a sequnda pega € perfeita”. Assim,

Bl (9.000 x 8.999) + (1.000 +9.000) 9

P(B) = Q] 10.000 x 9.9999 10°

(c) Neste caso, estamos interessados em P(A N B). Logo,

CJANB| 9.000 x 8.999
PIANB) = =15 = 70.000 x 9.999

~ 0, 81.

Portanto, A e B sao independentes, jd que P(ANB) = P(A)P(B).

Exemplo 60

Suponha que trés escritorios possuam 100 maquinas de calcular. Algumas dessas
maquinas sao elétricas (E), enquanto outras sdo manuais (M); algumas sao novas (N)
e algumas sao usadas (U). As tabelas abaixo nos fornecem a quantidade de méquinas

em cada categoria para cada um dos escritorios.
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Exemplo 60

E M | Total
N 30 40 70
U 30 0 30

Total | 60 40| 100
Escritorio A.

E M | Total
N 60 10 70
U 20 30 30

Total | 60 40 | 100
Escritorio B.

E M | Total
N 42 28 70
U 18 12 30

Total | 60 40 | 100
Escritorio C.

Em qual escritorio a caracteristica de ser elétrica é independente da de ser nova? E em
qual escritorio a caracteristica de ser manual é independente da de ser usada?

Solugao. No escritorio 3, pois PINNE) = %, P(N) = % e P(E) = %, logo

P(NNE) = P(N)P(E). Portanto, E e N sao independentes. Além disso, P(MNU) = %,

P(M) = % e P(U) = %, logo PIM N 'U) = P(M)P(U). Portanto, M e U sao

independentes.

Exemplo 61

Considere um experimento com espaco amostral Q e sejam A C Q e B C Q eventos
independentes tais que P(A) = 0,4, P(AUB) =0,7 e P(B) = p. Determine o valor de
p.

Solugao. Sabemos que P(AUB) =P(A)+ P(B) —P(ANB). Logo,

P(AUB) =P(A) +P(B)—P(ANB) & 0,7 =0,4+p —0,4p

1
@Pzz-
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Exemplo 62

Suponha que joguemos dois dados. Defina os eventos A, B e C da seguinte forma:

A = {o primeiro dado mostra um ntmero par}
B = {0 segundo dado mostra um nimero impar}

C = {ambos os dados mostram nimeros impares ou ambos mostram numeros pares}.

(a) Qual o valor de P(A), P(B) e P(C)?
(b) Qual o valor de P(ANB), P(ANC) e P(BNC)?
(¢c) Qual o valor de P(ANBNC)?

Solugao.

(a)

e 3;6 3:?3 3 1
P(C):( X )3—2( X ):E'
(b)
P(AﬂB)zz;Gj %1,
mAncy=3;3 ?,
P(BNC) = ;6 -2

Portanto, A e B sao independentes; A e C sao independentes; e B e C sdo inde-

pendentes.

(c) PPANBNC) =0.
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Definicao 12: Eventos mutuamente independentes

Diremos que trés eventos A, B e C sao mutuamente independentes quando todas

as condigoes seguintes forem vélidas.
1. P(ANB)=P(A)P(B),
2. P(BNC) =P(B)P(C),
3. P(ANC)=P(A)P(C),

4. P(ANBNC) =P(A)P(B)P(C).

Definicao 13: Eventos mutuamente independentes

Os n eventos A, Az, ...,A, sao mutuamente independentes quando tivermos

parak =2,3,...,m

P(A;, NA, N...Ay) =P (A )P(Ay,)...P(Ay).

Exemplo 63

A probabilidade de fechamento de cada relé do circuito na figura abaixo é dada por
p. Se todos os relés funcionarem independentemente, qual sera a probabilidade de que

haja corrente entre os terminais L e R?

Solugao. Sejam A; o evento “o relé i estd fechado” com i =1,2,3,4 e E o evento “a

corrente passa de L para R”. Assim, E = (A1 NA2) U (A3 N Ay). Portanto,
P(E)=P(A1NA)+P(A3NA;) —P(ATNANA3NAY)

=p> +p?—p
:zpl_p4.
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Exemplo 64

Suponhamos que, para o circuito da figura abaixo, a probabilidade de que cada relé
esteja fechado é p, e que todos os relés funcionem independentemente. Qual seré a

probabilidade de que exista corrente entre os terminais L e R?

N
i

Solugao. Sejam A; o evento “o relé i estd fechado” comi=1,2,3,4,5 e E o0 evento “a
corrente passa de L para R”. Assim, E = (A1 N A3) U (A3 N Ay) UAs. Portanto,

P(E) = P(A] ﬂAz) —I-P(Ag, ﬂA4) +P(A5) —P(A1 ﬂAzﬂAgﬂA4)
—P(ATNA;NAs) —P(A3sNAsNAs) +P(ATNANASNALNAS)
=p*+p’+p—p'—p’—p’+p°
=p+2p*—2p° —p' +p°

5.8 Exercicios

1. Quatro sinais de radio sao emetidos sucessivamente. Se a recep¢ao de cada um for
independente da recepcao do outro, e se essas probabilidades forem 0,1; 0,2; 0,3 e
0,4, respectivamente, calcule a probabilidade de que k sinais venham a ser recebidos
k=0,1,2,3,4.

2. Considere que dentro de um refrigerador de uma reptublica de estudantes do curso de
Estatistica, existam 4 potes com diferentes sabores de sorvete (indistinguiveis quanto
a sua aparéncia externa). Um grupo de 4 estudantes se retne nesta republica para
resolver uma lista de exercicio de Geometria Analitica. Supondo que cada estudante
escolha um pote ao acaso e independente das escolhas dos demais, qual a probabili-
dade que todos os sabores sejam experimentados? E se fosse 5 estudantes, qual é a
probabilidade?

3. Dé um exemplo de um experimento sem reposi¢ao no qual existam dois eventos inde-

pendentes.
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4. Sejam (Q,0(Q),P) um espago de probabilidade, A e B eventos de o(Q). Suponha
que P(A) = 0,4, enquanto P(AUB) =0,7 e P(B) = p.
(a) Para que valor de p, A e B sao disjuntos?
(b) Para que valor de p, A e B s@o independentes?
5. Sejam (Q, o(Q),P) um espago de probabilidade, A e B eventos de o(Q).
(a) Se A e B sao independente de forma que P(A) =0,5e P(AUB) =0,7, qual é o
valor de P(B)?
(b) Se P(A)=0,5, P(AUB) =0,7 e P(BJA) = 0,5, qual é o valor de P(B)?
(c) Se A e B sao disjuntos de forma que P(A) =0,5e P(AUB) = 0,7, qual é o valor
de P(B)?

6. Sejam (Q,0(Q),P) um espaco de probabilidade, A, B e C eventos de o(Q) tais que
P(A) >0, P(B) >0e P(C) > 0.
(a) Mostre que se P(A|B) > P(A), entao P(B|A) > P(B).
(b) Mostre que se P(A|B) < P(A), entao P(B|A) < P(B).
) Mostre que se P(A) = P(B) =2/3, entao P(A[B) > 1/2.
d) Mostre que P(A°NB¢) =1—P(A)—P(B)+P(ANB).
(e) E verdade que se P(A|B) < P(A), entdo P(B|A) < P(B)?
(f) E verdade que se A e B sdo independentes, entdao P(ANB) > 07
(g) E verdade que P(A)P(A®) # 3/4 qualquer que seja A € o(Q)?
(h) E verdade que se P(ANB) =0 entdao P(A)P(B) = 0?
(i) E verdade que se P(A) =1/4 ¢ P(B) = 1/3, entdo P(ANB) < 1/127?

¢

(
(

7. Sejam A, B e C eventos de um experimento com espaco amostral Q. Se P(A) =
P(B) = P(A|B) = %, sao A e B independentes?

8. Seja (Q, 0(Q), P) um espago de probabilidade com Q ={1,2, 3,4} e suponha que cada
evento elementar tem probabilidade 1/4 de ocorréncia. Sejam os eventos A = {1, 2},
B ={1,3}e C = {1,4}. Mostre que os eventos sao independentes, mas nao mutuamente

independentes.

9. Sejam (Q, o(Q), P) um espaco de probabilidade, A e B eventos independentes de o(Q)
com probabilidade positiva de ocorréncia. Mostre que
(a) A e B€ sado independentes;
(b) A€ e B¢ sao independentes;

(c) A€ e B¢ sao independentes.
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10. Sejam (Q, o(Q),P) um espaco de probabilidade, A, B e C eventos independentes de
F tais que P(A) >0, P(B) > 0e P(C) > 0. Mostre que A UB e C sao independentes.

11. Sejam (Q, o(Q),P) um espaco de probabilidade, E e F sejam eventos disjuntos de F
com P(E) > 0 e P(F) > 0. Mostre que, se tentativas independentes desse experimento

forem realizadas, entao E ocorreré antes de F com probabilidade

12. Sejam (Q,o0(Q),P) um espaco de probabilidade, A evento de F com probabilidade
positiva de ocorréncia. Mostre que A é independente de si mesmo se, e somente se,

P(A) =0 ou P(A) = 1.

13. Considere o experimento em que jogamos uma moeda n vezes de forma que cada jogada
é independente da outra e a probabilidade de se observar cara é p (0 < p < 1) e a
probabilidade de se observar coroa é T —p. Qual é a probabilidade de que exatamente

k caras (k < n) ocorram?

14. Dois apostadores A e B fazem uma sequéncia de apostas de 1 real. Suponha que, em
cada aposta, o apostador A tenha probabilidade p de vencer, 0 < p < 1 e o apostador
B tem probabilidade ¢ = 1 —p de vencer. Além disso, suponha que o apostador A
inicie com 1 reais e o apostador B inicia com N — 1 reais. O jogo s6 acaba quando A

ou B perde todo o dinheiro. Qual a probabilidade de A ganhar o jogo?

15. Vocé e seu amigo estao presos em uma ilha ha algum tempo. Todo entardecer vocés
jogam dados para decidir quem ficara de vigilia a noite. O jogo foi proposto por seu
amigo e consiste no lancamento de dois dados honestos. Vocé sempre lanca o dado
azul e seu amigo o dado vermelho, ambos com as faces numeradas de 1 a 6. Vocés
jogam os dados simultaneamente e caso o maior valor obtido seja 1, 2, 3 ou 4 vocé é
considerado o vencedor, caso contrario, i.e., quando a maior face € 5 ou 6 o seu amigo
quem ¢ dito vencedor. O jogo proposto por seu amigo é vantajoso para vocé? Calcule

as probabilidades.
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