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1 Introducao

Na maioria dos fenémenos fisicos e sociais diversas mensuragoes e/ou observagoes sao
feitas simultaneamente em cada um dos individuos ou objetos amostrados. Tipicamente,
essas variaveis estao correlacionadas, tornando sua analise individual insuficiente para
compreender o fendmeno estudado. A andlise estatistica multivariada permite examinar
essas variaveis de forma conjunta, revelando a estrutura subjacente dos dados, mostrando
como as diferentes variaveis se conectam e influenciam umas as outras, o que possibilita

identificar padroes e relagoes nao detectaveis em abordagens univariadas.

1.1 Os limites da analise estatistica univariada

Para entender as limitacoes da analise univariada, vamos explorar o conjunto de
dados bdims do pacote R openintro, que contém medidas antropométricas de 507 adultos
fisicamente ativos (247 homens e 260 mulheres), incluindo diversas circunferéncias corporais,
diametros 6sseos, além de idade, peso e género. Nesta se¢ao, focaremos exclusivamente na
variavel altura. Essa abordagem nos permitira caracterizar adequadamente essa variavel
isoladamente antes de investigarmos, na préxima secao, como ela se relaciona com outras

medidas corporais através de um analise bivariada.

Exemplo 1.1

Considere uma pesquisa estatistica interessada em estudar a altura média de
individuos fisicamente ativos no estado da Califérnia (EUA). Para isso, os pesquisado-
res coletaram uma amostra aleatéria de 507 individuos fisicamente ativos, registrando

a altura de cada participante.
(a) Qual é a populagdao de estudo?
(b) Qual é a variavel de interesse?
(¢) Qual é o pardmetro de interesse?
(d) Como foi realizada a coleta de dados?

(e) Quais anélises estatisticas iniciais devem ser conduzidas apds o registro dos
dados?

(f) Calcule e reporte em uma tabela organizada as seguintes estatisticas descritivas

da varidvel altura: minimo, primeiro quartil (Q1), mediana, média, desvio pa
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(k)
()

drao, terceiro quartil (Q3) e maximo.

Qual das estatisticas do item (f) representa a melhor estimativa nao-viesada
para a altura média populacional? Justifique. Interprete essa estimativa no

contexto do problema, incluindo sua unidade de medida.

Construa um bozplot das alturas. Inclua todos os elementos essenciais (bigodes,
mediana, quartis, possiveis outliers). Ha indicios de assimetria na distribui¢ao?

Existem possiveis valores atipicos?

Construa um histograma. A distribui¢ao parece unimodal ou multimodal? Ha

indicios de normalidade? Qual é o intervalo de valores mais frequentes?

Construa um grafico Q-Q (quantil-quantil) para os dados e, em seguida, realize
o teste de Shapiro-Wilk assumindo nivel de significAncia o = 1%. Ha desvios
sistematicos da reta esperada? Rejeitamos ou nao a normalidade? Qual o

p-valor obtido? Interprete.
Podemos assumir que a distribui¢ao da altura na populagao é normal?

Como podemos construir intervalos de confianga e conduzir testes de hipdteses?

SOLUCAO:

(a)

Populacao de estudo: Todos os individuos fisicamente ativos no estado da
Califérnia (EUA).

Variavel de interesse: Altura X dos individuos (em centimetros).
Parametro de interesse: Altura média populacional (p).

Coleta de dados: Foi obtida uma amostra aleatéria de 507 individuos fisi-
camente ativos (247 homens e 260 mulheres), com medigao padronizada da
altura.
Analises iniciais:

« Estatisticas descritivas basicas;

» Visualizagao dos dados;

« Verificagdo da aderéncia de alguma distribuigao tedrica (ex.: normal) aos
dados.
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(f) Estatisticas descritivas:

Tabela 1.1. Medidas descritivas das alturas (em cm).

Minimo Q1 Mediana Média Desv. Padr. Q3 Maximo

1472 163,8 170,3 171,1 9,4 177,8 198,1

Cédigo R
1 # Estatisticas descritivas da altura
> summary (hgt) # Min, Ql1, Mediana, Média, Q3, Max
s sd (hgt) # Desvio padréo

Resultado no console

! Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
2 147 .2 163.8 170.3 171.1 177.8 198.1

1+ [1]1 9.4

(g9) Estimativa nao-viesada:
« A média amostral (z = 171,1 cm) é a melhor estimativa nao-viesada para
a altura média populacional.
o Interpretagao: Com base na amostra observada, estima-se que a altura
média dos individuos fisicamente ativos na Califérnia seja de 171,1 cm.

(h) Boxplot:

Codigo R
1 # Criar boxplot béasico

> boxplot (hgt,

main =
ylab = "Altura (cm)",
col = "white",

6 border = "black")

s # Adicionar grid para melhor visualizagéo

9o grid(nx = NA, ny = NULL, col = "gray", lty = "dotted")
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Figura 1.1. Bozplot das alturas (em cm).

O boxplot das alturas revela uma distribuigdo simétrica. A posigao central da
mediana (170,3 cm) dentro da caixa do boxplot, igualmente distante de Q1
(163,8 cm) e Q3 (177,8 cm), juntamente com a proximidade entre mediana
e média (171,1 e¢m), indica uma distribui¢ao equilibrada e aproximadamente
normal. Os bigodes se estendem de forma simétrica, abrangendo a faixa de
valores tipicos desde o minimo (147,2 cm) até o méximo (198,1 c¢m), sem a
presenga de outliers. O intervalo interquartil (IQR) de 14 ¢cm mostra que 50%

centrais dos dados estdao razoavelmente concentrados.

Histograma:
Codigo R

# Criar histograma
hist (hgt,

main = "" s

xlab = "Altura (cm)",

ylab = "Frequéncia",

col = "lightgreen",

border = "darkgreen",

prob = FALSE) # Probabilidades ao invés de

frequéncias
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Figura 1.2. Histograma das alturas (em cm).

O histograma apresenta distribuigdo unimodal (pico em 170 c¢m), com forma
aproximadamente normal (curva de densidade alinhada & tedrica, assimetria de
0.215 e curtose de 2.89), e intervalo predominante entre 165 — 175 cm, indicando

simetria e aderéncia a normalidade, exceto por discretos desvios nas caudas.

(j) Gréafico Q-Q e teste de normalidade:

Quantis amostrais normalizados

Quantis tedricos

Figura 1.3. Grafico Q-Q das alturas normalizadas.
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1 # Normalizar a variavel

2> hgt_normalizado <- (hgt

+ # Grafico Q-Q com linha
5 qqnorm (hgt_normalizado,
6 main = "",

7 xlab

8 ylab

qgqline (hgt_normalizado,

12 # Teste de Shapiro-Wilk
13 shapiro.test (hgt)

Codigo R

- mean(hgt)) / sd(hgt)

tedrica

"Quantis tebricos",

"Quantis amostrais normalizados")

col T2@eEl D )

com alpha = 1%

Resultados do teste

1 Estatistica do teste: W = 0.9935
2 p-valor: 0.01045
5 Conclus8do (alpha = 0.01): N&o rejeitar normalidade

o Interpretagao: O grafico Q-Q mostra que os pontos seguem aproximada-
mente a linha tedrica (vermelha), com pequenos desvios nas caudas. Ao
nivel de significAncia de 1%, ndo rejeitamos a hipdtese nula do teste
de Shapiro-Wilk. Portanto, nao ha evidéncias estatisticas suficientes

para concluir que a distribuicdo das alturas difere de uma distribuicao

normal.

a altura X dos individuos dessa populacao segue aproximadamente uma

distribuicao normal, i.e.,

Como nao ha evidéncias contra a normalidade, podemos assumir que

X ~ Normal(p, 0%),

em que

e 4 : representa a altura média populacional,;

e 02 : representa a variancia da altura na populacio.
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(I) Como X ~ Normal(y,o?), valem as seguintes implicagoes
X ~ Normal(u, 0%) = X ~ Normal (5. 2 ) = T Xop
~ Normal(p, o ~ Norma — = ———— ~ .
My Hs n S/\/ﬁ 1

Portanto,

o T ¢ uma quantidade pivotal, permitindo obter estimativas intervala-

res para fi.

o T é uma estatistica para testar, por exemplo, Hy : ¢ = 170 cm vs.

Hy @ # 170 cm, possibilitando a realizacao de testes de hipéteses.

A anédlise univariada da altura revelou sua distribui¢ao (média, variancia e normalidade),
porém apresenta limitacoes ao ignorar relacbes com outras variaveis como peso, idade,
género e medidas corporais. Questoes fundamentais sobre os fatores que influenciam a
altura ou padroes entre grupos permanecem sem resposta, evidenciando a necessidade de

técnicas multivariadas para explorar simultaneamente multiplas variaveis e suas interagoes.

1.2 Expandindo a analise: introducao ao bivariado

Para avancar além das limitacoes da andlise univariada, agora examinaremos conjun-
tamente a altura e a circunferéncia do tornozelo no mesmo conjunto de dados bdims,
explorando como essas variaveis se relacionam. Enquanto o Exemplo 1.1 nos permitiu
caracterizar isoladamente a distribuicao das alturas, esta andlise bivariada revelara padroes

conjuntos e interdependéncias entre as medidas corporais.

Exemplo 1.2

Considere a mesma pesquisa estatistica descrita no Exemplo 1.1.. No entanto,
agora estamos interessados em estudar conjuntamente a altura média (em cm)
e o diAmetro médio do tornozelo (em cm) de individuos fisicamente ativos no
estado da Califérnia (EUA). Vamos considerar a mesma amostra aleatéria de 507

individuos fisicamente ativos.
(a) Especifique o vetor de varidveis aleatérias de interesse.

(b) Defina o vetor de pardmetros populacionais.
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(c) Quais andlises estatisticas iniciais devem ser realizadas?
(d) Apresente as estatisticas descritivas em tabela.

(e) Estime o vetor de médias populacionais e interprete.
(f) Calcule e interprete a matriz de covaridncias amostrais.
(g9) Calcule e interprete a matriz de correla¢oes amostrais.
(h) Construa o grafico de dispersao das varidveis.

(1) Verifique a normalidade bivariada através de histogramas marginais, graficos
Q-Q individuais e teste de Shapiro-Wilk.

(7) Conclua sobre a distribuigdo conjunta das variaveis.

SOLUCAO:
X Alt
(a) Vetor de variaveis: X = || = e :
X5 Didmetro do tornozelo
E[X
(b) Vetor de médias populacionais: p = - X4 :
H2 E[X5]

(c) Anédlises iniciais:

Estatisticas descritivas marginais;

Matrizes de covariancia e correlagao;

Visualizagoes bivariadas;

Verificagao de normalidade.

(d) Estatisticas descritivas:

Tabela 1.2. Medidas descritivas das alturas e dos didmetros dos tornozelos

(ambos em cm).

Variavel | Minimo Q1 Mediana Meédia Q3 Maximo

Altura 147,2 163,8 170,3 171,11 1778 198,1
Tornozelo 9,9 13,0 13,8 13,9 14,8 17,2
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Codigo R
1 # Estatisticas descritivas

> summary (bdims [,c("hgt","ankle.di")])
I 171, 1
(e) Vetor de médias amostrais: & = T _ '
T2 13,9

Com base na amostra observada, estima-se que a altura média dos individuos
fisicamente ativos no estado da Califérnia (EUA) seja de 171,1 ¢cm e que o

diametro médio de seus tornozelos seja de 13,9 cm.

2
31 312:|

(f) Matriz de covariancias: S =

2
S21 32

88,50 8,05
8,05 1,56|

« As varidncias nao sao comparaveis, pois as escalas das variaveis sao

diferentes:

— altura varia 147,2 cm até 198, 1 cm (amplitude = 50,9 cm);

— didmetro do tornozelo varia de 9,9 cm até 17,2 cm (amplitude = 7,3

cm).

e A covariancia amostral é s;5 = s91 = 8,05 > 0, o que indica uma relagao
linear positiva entre as variaveis, i.e., as variaveis tendem a variar no

mesmo sentido.

Codigo R
| #Matriz de varidncias e covaridncias amostral

> cov(bdims [,c("hgt","ankle.di")])

2
(9) Matriz de correlagoes: R = n Tl; =
To1 T3

1,00 0,69
0,69 1,00|

Com base na amostra observada de 507 individuos fisicamente ativos na Califér-
nia, estima-se que a correlagdo linear entre a altura e o diametro do tornozelo
seja de 0,69. Esse resultado sugere uma relagao linear postiva forte entre
as variaveis. Dessa forma, ha indicativos de que, na populagao estudada,

individuos mais altos tendem a apresentar tornozelos mais largos.
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Codigo R
1 #Matriz de correlagdes amostral

> cor(bdims [,c("hgt","ankle.di")])

(h) Gréfico de dispersao:

.
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Figura 1.4. Grafico de dispersao da altura vs. didmetro do tornozelo.

Cédigo R
1 #Grafico de dispers8o da altura vs. didmetro do tormnozelo

> plot (hgt, ank_di,

3 main =
xlab = "Altura (cm)",
5 ylab = "Didmetro do tormozelo (cm)",
6 pch = 19,
7 cex = 0.5)

(1) Verificagdo de normalidade:

Ao nivel de significAncia de 1%, nao rejeitamos a hipdtese nula do teste
de Shapiro-Wilk. Portanto, ndo ha evidéncias estatisticas suficientes para
concluir que nem a distribuicao das alturas nem a distribui¢cao dos diametros

dos tornozelos difera de uma distribuigdo normal.
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Figura 1.5. Histograma das alturas (em cm) e dos didmetros dos tornozelos

(em cm).

Quantis amostrais normalizados (altura)

Quantis amostrais normalizados (didametro do tornozelo)
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Figura 1.6. Grafico Q-Q das alturas normalizadas e dos didmetros dos

tornozelos normalizados.

Tabela 1.3. Resultado do teste de Shapiro-Wilk para normalidade da

distribuicao das alturas e dos didmetros dos tornozelos na populagao.

Variavel p-valor

Altura 0,01045
Tornozelo 0,09595
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Codigo R

# Histograma 1: Altura
hist (hgt,

breaks = 11,

col = "lightgreen",

#border = "white",

main = "",

xlab = "Altura (cm)",

ylab = "Frequéncia")

# Histograma 2:

hist (ank_di

Didmetro do

3

breaks 11,

col = "salmon",

#border = "white",

main = "",

xlab = "Diametro (cm)",
ylab = "Frequéncia")

altura_normalizada <-

tornozelo_normalizado <-

)

Tornozelo

(hgt - mean(hgt))/sd(hgt)
(ank _di

- mean (ank_di))/sd(ank_di

# Configurar layout para 2 graficos lado a lado (1 linha,

2 colunas)

par (mfrow =

c(l, 2)) # 1 linha,

#QQ-plot da altura normalizada

gqnorm(altura_normalizada,

main
xlab
ylab

= nn
]

= "Quantis tebricos",

gqline (altura_normalizada,

col

= "red")

2 colunas

"Quantis amostrais normalizados

(altura)™")

1.2.

EXPANDINDO A ANALISE: INTRODUCAO AO BIVARIADO



Exemplo 1.2

1 ##QQ-plot do didmetro do tormozelo normalizado

2> qqnorm (tornozelo_normalizado,

main = s
4 xlab = "Quantis tedricos",
5 ylab = "Quantis amostrais normalizados (didmetro do

tornozelo)")
6
7 qqline (tornozelo_normalizado,

8 col = "red")

10 shapiro.test(hgt) #Teste de normalidade para a altura
11 shapiro.test(ank_di) #Teste de normalidade para o didmetro

do tormozelo

() Como nao ha evidéncias contra a normalidade, podemos assumir que
n 1 quan ia 9 individu
tanto a altura X anto o didmetro X, dos tornozelos dos individuos dessa

populacao seguem aproximadamente uma distribuicao normal, i.e.,
X, ~ Normal(p,03) e Xy ~ Normal(pg, 03)

em que

e 7 : representa a altura média populacional;
e g : representa o diAmetro médio do tornozelo populacional;
e 07 : representa a variancia da altura na populacao;

o 02 : representa a varidncia do didmetro do tornozelo na populagio.

Dessa forma é razoavel assumir X ~ Normal, (p, ), em que

o U= Zl é o vetor de médias populacional;
2
« X = 5% (:2 ¢ a matriz de variancias e covariancias populacional.
21 03
Logo,
X ~ Normal, (p,, ;Z) =T =n(X —p)' SHX —p) ~ 2(:__21)F2m_2,
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em que [, o é a distribuicao I’ de Snedecor com p e n — p graus de liberdade.

Portanto,

« T2 ¢ uma quantidade pivotal, permitindo obter regides de confianca
para pt.
o T? ¢é uma estatistica para testar, por exemplo, Hy : o = py vs. Hj :

n # g, possibilitando a realizacao de testes de hipdteses.

A andlise bivariada entre altura e circunferéncia do tornozelo revelou uma relagao linear
significativa, demonstrando como varidaveis antropométricas podem variar conjuntamente.
No entanto, mesmo essa abordagem ainda ¢ limitada: nao captura interagdes com outras
medidas corporais (como peso ou didmetros 6sseos) nem identifica padroes condicionais a
grupos especificos (por género ou faixa etaria, por exemplo). Essas limitagoes reforcam a

necessidade de métodos multivariados mais completos.

1.3 Rumo a analise multivariada

A anélise multivariada engloba duas areas principais: estatistica descritiva e inferencial.
No ambito descritivo, buscamos, nesta etapa inicial, combinagoes lineares 6timas de
variaveis, cujo critério de otimalidade varia conforme a técnica e o objetivo especifico.
Na inferéncia multivariada, muitas técnicas sao extensoes de procedimentos univariados.
Sendo assim, adotamos a abordagem de revisar primeiro o método univariado antes de
apresentar sua versao multivariada, como feito neste capitulo.

Iniciaremos com a organizacao e analise descritiva de dados, introduzindo vetores alea-
torios e suas propriedades amostrais, como o vetor de médias e a matriz de covaridancia. Em
seguida, abordaremos as distribui¢oes multivariadas, com énfase na normal multivariada,
que é fundamental para a inferéncia estatistica. Posteriormente, exploraremos técnicas
inferenciais, incluindo a construcao de regides de confianca e testes de hipdteses sobre
vetores de médias. Por fim, avancaremos para métodos mais complexos, como a ANOVA
multivariada (MANOVA) e a regressao linear multivariada, aplicados a problemas reais.

Com este curso, espero que o(a) leitor(a) seja capaz de compreender as técnicas
multivariadas — seus propdsitos, pressupostos, limitagoes e particularidades —, selecionar
as técnicas mais adequadas para cada conjunto de dados multivariados e interpretar

corretamente os resultados de analises computacionais.

Bom estudo!

1.3. RUMO A ANALISE MULTIVARIADA




2 Analise descritiva multivariada

Na analise multivariada, trabalhamos com conjuntos de dados que envolvem multi-
plas caracteristicas medidas simultaneamente - como peso, altura e idade em um estudo
antropométrico; ou vendas, custos e satisfacdo do cliente em uma analise de negocios.
Essas informacoes, quando organizadas em tabelas ou representadas graficamente, reve-
lam padroes e relagoes entre as variaveis que seriam dificeis de identificar isoladamente.
Complementando a organizagao visual, medidas descritivas (como médias, variagoes e
correlagbes) quantificam as caracteristicas essenciais dos dados. Neste capitulo, exploramos
os fundamentos para estruturar e descrever dados multivariados de maneira sistematica,
abordando técnicas basicas de organizagao, representacdo e sumarizagao que constituem a

base para andlises mais complexas.

2.1 Organizacao dos dados

Dados multivariados surgem sempre que um investigador, buscando entender um
fenomeno fisico ou social, seleciona e observa p > 1 varidveis em n individuos, objetos ou
unidades experimentas. Consequentemente, os dados multivariados podem ser exibidos da

seguinte forma:

Variavel 1 (X;) Variavel 2 (X3) --- Variavel k (X;) --- Varidvel p (X))
Item 1: T11 T2 . T1k e T1p
Ttem 2: o1 T2 cee ok s Top
Item j : xj1 Tjo e Tk e )
Item n : Tnl Lo e Tk e Tnp

em que xj; representa o valor da k-ésima varidvel X observada no j-ésimo item, para
todo1 <j<nel<k<np.
Matematicamente, podemos representar os dados multivariados construindo a matriz

de dados X € M,,»,(R), que contém todas as observacoes em todas as variaveis, i.e.,

11 X1z 0 Tip

To1 X2 - Typ
X =

Tn1 Tp2 - Tpp
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Exemplo 2.1: (Johnson e Wichern, 2014, p.6, tradugao e grifo nosso)

Uma selecao de quatro recibos de uma livraria universitaria foi obtida para
investigar a natureza das vendas de livros. Cada recibo forneceu, entre outras coisas,
o numero de livros vendidos e o valor total de cada venda. Seja a primeira variavel
(X1) o valor total em délares das vendas e a segunda varidvel (X3) o niimero de livros

vendidos. Suponha que os dados, em forma tabular, sejam:

Variavel 1 (vendas em dodlares): 42 52 48 58

Varidvel 2 (ntmero de livros): 4 5 4 3

(a) Determine o nimero p de variaveis e a quantidade n de observagoes neste estudo.

(b) Construa a matriz de dados X € M, ,(R) correspondente.

SOLUCAO:

(a) Nesse estudo, temos p = 2 varidveis (valor total X; em délares das vendas e o
nimero X, de livros vendidos) e n = 4 observagoes (cada um dos quatro recibos

representa uma observacao independente).

(b) A matriz de dados X € My, »(R) é dada por

11 T12 42 4
52 5
X — To1 T22 _
31 T32 48 4
Tg1 T42 58 3

2.2 Medidas descritivas

Quando trabalhamos com muitos dados de uma s6 vez, fica dificil enxergar padroes s6
olhando para os nimeros brutos (observagoes). E af que as estatisticas descritivas entram
em acgao - elas sao como resumos numéricos que capturam as informacgoes mais importantes
de forma organizada. A média, por exemplo, nos diz qual é o valor central do conjunto,
enquanto medidas como a variancia mostram o quanto os dados variam em torno dessa
média. Nesta secao, vamos focar em trés tipos desses resumos: (i) os que mostram onde
os dados se concentram (como a média), (i7) os que indicam o espalhamento dos valores

(como a variancia), e (7i7) os que revelam relagoes lineares entre varidveis (covarincias e
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correlagoes de Pearson). Sao ferramentas simples, mas poderosas, para comegar a entender
qualquer conjunto de dados multivariados.

Sejam X7, X, ..., X, as p varidveis de um estudo. Para cada varidvel X} (como peso,
altura ou notas em uma prova), a média aritmética das observagoes pode ser calculada de

duas formas:

o média populacional (py): quando consideramos todos os itens da populacao (situacao

ideal, porém rara na pratica);

o média amostral (T1): quando trabalhamos com uma amostra de n observagoes (caso

mais frequente em pesquisas).

Nesse sentido, para todo k& = 1,2,...,p, a média populacional n da variavel X é a
esperanga de Xy, i.e.,

Quando coletamos n medicoes Ty, Tog, . . . , Tni da varidavel X calculamos a média amostral

7 da seguinte maneira

Tip+ T+ T 1T
Tp = = g,
n =
qualquer que seja k =1,2,...,p. A média py representa um valor central da variavel X,

na populacao, enquanto Ty representa um valor central de Xj na amostra coletada. As p

médias populacionais e as p médias amostrais podem ser organizadas em vetores.
Definicao 2.1: Vetores de médias

Sejam X1, X, ..., X, as p varidveis de um estudo.

(a) O wvetor de médias populacionais é o vetor p € RP tal que

Ha

H2

=

Hp
(b) Considere que n observagoes Ty, Lo, - - ., Tn foram realizadas em cada uma
das variaveis Xy, k =1,2,...,p. O vetor de médias amostrais é o vetor & € RP

tal que
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Definicao 2.1

8
i

Assim como a média, a variabilidade das observagoes pode ser analisada de duas

formas:

e waridncia populacional (07): quando calculada para todos os itens da populagio

(situagao ideal, porém rara na pratica);

e wvaridncia amostral (s3): quando estimada a partir de uma amostra de n observagoes

(caso mais frequente em pesquisas).

Nesse sentido, para todo k = 1,2,...,p, a variancia populacional o? da varidvel X}, é a
variancia de X, i.e.,
= Var[Xy].

Quando coletamos n medigoes X1k, Tok, . .., Ty da variavel X calculamos a variancia

amostral o} da seguinte maneira

— )2 ... _ n
53 = (o = )" - o (o — )’ = > — Tk)?,
7=1

n

qualquer que seja k = 1,2,...,p. Para cada varidvel X}, a varidncia populacional o}
¢ o quanto esperamos que a variavel X, desvie da sua média u, enquanto a variancia
amostral mede o quanto, em média, as observagoes x1x, Tog, . . . , Tni S€ dispersam em torno
da média .

E importante destacar trés pontos sobre o calculo da varidncia amostral:

1. Divisor n vs n — 1: Embora tenhamos usado n no denominador, muitos livros
utilizam n — 1. Essa diferenca é especialmente relevante quando trabalhamos com
poucos dados (pequeno n), pois o termo n— 1 corrige uma tendéncia de subestimacao
da variancia real da populacao. As duas versoes da varidncia amostral serdo sempre

diferenciada.

2. Notagao si;: Quando organizamos as variancias de multiplas varidveis em uma
matriz (ver Defini¢ao 2.2), usamos a notacao s para a variancia da k-ésima variavel.

Isso ajuda a identificar claramente a posicdo de cada medida na tabela, mantendo a
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equivaléncia s? = sp. Por exemplo, numa pesquisa com peso (X;) e altura (X5),

teriamos sq; para a variancia dos pesos e Soo para a variancia das alturas.

3. Desvio-padrao ,/si;: Enquanto a variancia (sgx) mede a dispersao nos dados em
unidades ao quadrado (ex.: cm? se medirmos altura), o desvio padrio (\/sp) traz
essa medida de volta para a escala original dos dados (cm, no caso da altura), o

permite uma comparacao direta com os dados originais.

Quando coletamos dados com multiplas caracteristicas, é importante entender como
elas se relacionam. A covariancia é uma medida de associacao linear entre duas variaveis,
i.e., ela nos diz se duas variaveis tendem a variar linearmente juntas em um mesmo sentido
ou nao. Nesse sentido, para todoi=1,2,...,pe k=1,2,...,p com i # k, a covariincia

populacional oy, entre as variaveis X; e Xy € covariancia de X; com Xy, i.e.,
o = Cov[X;, Xi] := E[(Xi — pi) (X — 1))

Quando coletamos n pares de observagoes para duas variaveis quaisquer X; e X do
conjunto de p variaveis (altura e peso, por exemplo), a covariincia amostral é o produto

médio dos desvios de suas respectivas médias, i.e.,

n
sik = — (w5 — L) (250 — Tn),
n <
j=1
quaisquer que sejam ¢ = 1,2,...,pe k=1,2,...,p. Tanto a covariancia populacional o

quanto a amostral s;, sao nimero reais, quando esse nimero é

« um valor positivo: tendéncia de ambas variaveis aumentarem ou diminuirem

juntas;

« um valor negativo: quando uma varidavel aumenta, a outra tende a diminuir e

vice-versa;
» préximo de zero: auséncia de relagao linear consistente.

Notamos que a covariancia (populacional e amostral) se reduz & variancia (popula-
cional e amostral, respc.) quando ¢ = k. Além disso, o;x = oy; € Six = Sg; para todos
1=1,2,...,pek=1,2,...,p. Nesse sentido, podemos organizar as variancias e covarian-

cias (populacionais e amostrais) em matrizes simétricas.
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Definicao 2.2: Matrizes de variancias e covaridncias

Sejam X1, X, ..., X, as p varidveis de um estudo.

(a) A matriz de variancias e covariancias populacionais é a matriz simétrica 3 €
M,x,(R) tal que

011 012 -+ O1p
O21 O22 -+ Oy
=
Opt Op2 " Opp
(b) Considere que n observagoes Ty, To, - - - , Tnx foram realizadas em cada uma das
variaveis X, k =1,2,...,p. A matriz de variancias e covariancias amostrais é

a matriz simétrica S,, € M,x,(R) tal que

S11 S12 c S1p

S21 S22 Syp
S, =

Spt Sp2 ttt Spp

O subscrito n utilizado para denotar a matriz de variancias e coviariancias S,, é usado

para lembrar que n é empregado como divisor para os elementos s;.

O coeficiente de correlacao de Pearson é a tltima medida descritiva que vamos considerar
nesta se¢ao. Ela é a medida mais usada para avaliar relagoes lineares entre duas variaveis.
Suas principais vantagens sao que ela independe das unidades, permitindo, comparar
varidveis com escalas diferentes (ex.: peso [kg] e altura [cm]), e varia entre -1 e 1, o que
facilita a interpretacao da forga da relagao. Nesse sentido, para todo ¢ = 1,2,...,p e
k=1,2,...,p com i # k, a correlagio populacional p;. entre as varidveis X; e X, é

correlacao de X; com Xy, i.e.,
Oik

\/Jii\/akk‘

Quando coletamos n pares de observagoes para duas variaveis quaisquer X; e X do

Pik =

conjunto de p varidveis (altura e peso, por exemplo), a correlagio amostral é definida da

seguinte maneira

o Sk Y (@ — &) (w — Tp)
ik = = = — —5
\/Siin/Skk \/Z?:1(xji — xi)z\/zjzl(xjk — Ty)?
quaisquer que sejam ¢ = 1,2,...,pe k=1,2 ..., p. Notamos que a correlacao (populacio
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nal ou amostral) é igual a 1 quando i = k e que p;r, = pr; € 1), = Tk paratodoi =1,2,...,p
ek=1,2,...,p.

O coeficiente de correla¢ao (populacional ou amostral) é uma versao padronizada da
covariancia (populacional ou amostral, respc.), onde o produto das raizes quadradas das
varidncias (populacionais ou amostrais, respc.) fornece a padronizagao. Observe que a
correlacao amostral r; possui o mesmo valor se n ou n — 1 é escolhido como o divisor
comum para Sy, Sgk € Sik-

Embora os sinais da correlacao e da covariancia sejam os mesmos, a correlagao ¢é
geralmente mais facil de interpretar porque sua magnitude é limitada. Para resumir, a
correlacao r (populacional ou amostral) tem as seguintes propriedades:

o r = +41: relacao linear perfeita positiva;

0 < r < 1: relagao linear positiva;

e r = (0: auséncia de relagao linear;

—1 < r < 0: relacao linear negativa;
o r = —1: relacdo linear perfeita negativa.

Neste texto, desde que mencionado o contrario, vamos assumir as seguintes interepre-

tagdes para a correlagdo r (populacional ou amostral) entre duas varidveis:

Tabela 2.1. Convencao a respeito da interpretacao da magnitude da correlagao

(populacional ou amostral).

Intervalo Forcga Interpretacao

0,9 <|r] <1,0 Muito forte Relagao linear quase perfeita
0,7<|r| <0,9 Forte Relacdo linear evidente

0,5 <|r| <0,7 Moderada  Relagao linear perceptivel
0,3<|r| <0,5 Fraca Relagao linear ténue

0,0 <|r| < 0,3 Muito fraca Relagao linear desprezivel

E importante ressaltar que em dreas como fisica, correlacdes abaixo de 0,9 podem ser
consideradas “fracas”, enquanto em ciéncias sociais, acima de 0,5 ja sao significativas Os
valores da Tabela 2.1 sdo apenas referenciais, sempre considere o tamanho da amostra (n),
um teste de significancia (p-valor) e uma andlise grafica (grafico de dispersao).

A covariancia e correlagao sdo como “Oculos para enxergar relagoes lineares” — elas
sO detectam padroes retilineos entre variaveis e podem ser enganadas por dados atipicos.
Associagbes nao-lineares podem existir e nao serem reveladas por essas estatisticas descri-
tivas. Mesmo com essas limitagoes, quando usadas no contexto certo (dados sem padroes
complexos nem valores extremos), oferecem uma medida numérica valiosa para entender

como variaveis se relacionam.
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Observagao 2.1

Dados que parecem “fora do normal” merecem atencao: primeiro cheque se nao
foi erro de digitacdo. Se forem valores reais, calcule a correlagao e covariancia duas
vezes - uma com todos os dados e outra sem esses pontos extremos. Compare 0s
resultados para decidir o que fazer, pois as vezes um tnico valor diferente pode mudar

completamente suas conclusoes.

As correlagbes (populacionais e amostrais) podem ser organizadas em matrizes simétri-

cas cujos elementos da diagonal principal sdo todos iguais a 1.
Definicao 2.3: Matrizes de correlagoes

Sejam X1, X, ..., X, as p varidveis de um estudo.

(a) A matriz de correlagoes populacionais é a matriz simétrica P € M,y,(R), cujos

elementos da diagonal principal sao todos iguais a 1, i.e.,

1 p12 oo plp
par 1 o poy
P = . . .
ot P e 1
(b) Considere que n observacoes Ty, Taok, - - -, Tnx foram realizadas em cada uma
das varidveis Xy, k= 1,2,...,p. A matriz de correlacoes amostrais é a matriz

simétrica R € M,x,(R), cujos elementos da diagonal principal sdo todos iguais

al,ie.,
1 T12 T1p
21 1 ’T’Qp
R = ]
'p1 Tp2 1

Exemplo 2.2: (Johson e Wichern, 2014, p. 10, tradugao e grifo nosso)

Considere os dados introduzidos no Exemplo 2.1. Cada recibo produz um par de

medigoes: valor total X; em dolares das vendas e niimero Xy de livros vendidos.

(a) Determine o vetor de médias amostrais & e interprete.
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Exemplo 2.2

(b) Determine a matriz de varidncias e covaridncias amostrais S, e interprete.

(c¢) Determine a matriz de correlagoes amostrais R e interprete.

SOLUCAO:

20

(a) Vetor de médias amostrais: & = A

Com base na amostra observada, estima-se que a valor médio das vendas seja

de 50 doélares e que o niimero médio de livros vendidos seja igual a 4.

Cédigo R
1 # Exemplo 1.1 de Johson e Wichern, 2014, p.6 e p. 10
> dados <- data.frame (
3 vendas = c(42, 52, 48, 58), # Valores em dbélares
livros = c(4, 5, 4, 3)) # Quantidade de livros
¢ # Vetor de médias amostrais
7 medias <- colMeans (dados)

s medias

34 —1,5

(b) Matriz de variancias e covariancias: S, = L5 05
) )

o As varidncias nao sao diretamente comparaveis devido as diferentes
escalas e unidades das variaveis:
— a venda total varia de 42 a 58 délares (amplitude = 16 ddlares);

— o ndmero de livros variam de 3 a 5 unidades (amplitude = 2 livros).

o A covariancia amostral é s15 = s91 = —1,5 < 0, 0 que sugere uma possivel
relagao linear negativa entre as variaveis, i.e., as variaveis tendem a

variar em sentidos opostos.

Cédigo R
I # Matriz de varidncias e covaridncias amostrais
on <- 4

3 ((n-1)/n)*cov(dados)
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Exemplo 2.2

1 —0.36
—0.36 1

Com base na amostra observada, estima-se que a correlacdo linear entre

(¢) Matriz de correlagées amostrais: R =

o nimero de livros vendidos e o valor total da venda seja de —0,36. Esse
resultado sugere uma relagao linear fraca entre as variaveis. Dessa forma,
ha indicativos de que, na populacao estudada, nao ha uma relagao linear
evidente entre o niimero de livros de vendidos e o valor total da venda. Assim,
nao podemos concluir que vendas com menos livros tendam a ter valores

maiores.

Codigo R
1 #Matriz de correlagdes amostrais

2 cor (dados)

No Exemplo 2.2, a correlacao negativa (—0,36) entre niimero de livros e valor das
vendas pode sugerir que compras com menos livros tém valores maiores, mas é crucial
entender que: (i) esta relacao é fraca e pode ser nao-significativa, (i) com apenas 4
observagoes, o resultado pode ser apenas coincidéncia, e (iii) na prética, esperarfamos que
mais livros levassem a vendas maiores. Uma explicacdo possivel é que clientes que compram
muitos livros podem estar escolhendo obras mais baratas (como usados), enquanto quem
compra poucos livros pode estar levando itens mais caros (como livros técnicos). Porém,
com tao poucos dados, essa interpretagao é apenas uma hipotese — seriam necessarias mais

observagoes para confirmar qualquer padrao.
Exemplo 2.3

Considere o conjunto de dados do Brasileirao, obtido no R por meio do pacote
worldfootballR. Por meio desse pacote é possivel extrair dados diretamente de sites
como FBRef, Transfermarkt e Understat, utilizando técnicas de web scraping para
capturar as informacgoes publicas disponiveis nessas plataformas. O resultado dessa
mineracao de dados foram estatisticas de desempenho das equipes masculinas na série
A do campeonato Brasileiro. A base inclui informagoes sobre gols, assisténcias, posse
de bola, cartoes, idade média dos jogadores e minutos jogados, entre outras métricas.

Os dados abrangem todas as equipes da competicdo em uma temporada especifica.
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Neste exemplo, consideramos todos os 20 times que competiram a temporada de

2023 e apenas os jogos em que esses times jogaram em casa. Considere as seguintes

Exemplo 2.3

varidveis:

« total de gols marcados na temporada (X );
« total de assisténcias na temporada (Xs);

o percentual médio de posse de bola durante os jogos na temporada (X3).

(a) Determine o vetor de médias amostrais & e interprete.
(b) Determine a matriz de varidncias e covariancias amostrais S, e interprete.

(¢) Determine a matriz de correlagoes amostrais R e interprete.

SOLUCAO:

Cédigo R
1 # Instalar e carregar o pacote
2 install.packages ("worldfootballR")
5 library(worldfootballR)

5 # Buscar estatisticas da temporada do Brasileirdo

¢ brasileirao <- fb_season_team_stats/(

7 country = "BRA",

8 gender = "M",

9 season_end_year = 2023,
10 tier = "1st",

11 stat_type = "standard")

12

13 #Populacgéo

11 dados <- brasileirao[1:20,]

15

16 #Acessando os nomes das colunas como nomes de variaveis
17 attach (dados)

18

19 #Selecionando as variaveis a serem analisadas

20 X <= ¢cbind (Gls, Ast, Poss)
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Exemplo 2.3

46,15

(a) Vetor de médias populacionais: pu = |31,60].

50,00
Na temporada 2023 do Brasileirao, quando os times jogavam em casa, 0 niimero
total médio de gols feitos por um time na temporada foi de aproximadamente
46 gols, o total médio de assisténcias foi de aproximadamente 32 assisténcias e,

em média, o percentual médio de posse de bolas durante os jogos da temporada
foi de 50%.

Cédigo R
1 #Vetor de médias populacionais
> colMeans (X)

(b) Matriz de varidncias e covaridncias populacionais:

65,53 49,51 13,57
Y = (49,51 42,54 10,64
13,57 10,64 27,82

Na temporada 2023 do Brasileirao, quando os times jogavam em casa,

o 019 = 091 = 49,51, sugere que pode haver uma relagao linear positiva

entre o nimero de gols marcados e o nimero de assisténcias;

e 013 = 031 = 13,57, sugere que pode haver uma relagao linear positiva

entre o nimero de gols marcados e o percentual médio de posse de bola;

e 093 = 030 = 10,64, sugere que pode haver uma relacao linear positiva

entre o nimero de assisténcias e o percentual médio de posse de bola.

Codigo R
1 #Calcular a matriz de varidncias e covariédncias
populacionais
>on <- 20
s Sigma <- ((n-1)/n)*cov(X)
. round (Sigma, 2)
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Exemplo 2.3

(c) Matriz de correlagdes populacionais:

1,00 0,94 0,32
P =094 1,00 0,31
0,32 0,31 1,00

Na temporada 2023 do Brasileirdo, quando os times jogavam em casa,

e p12 = po1 = 0,94, indica que existe uma relacao linear positiva muito
forte entre o niimero de gols marcados e o nimero de assisténcias, o que

confirma que times que dao mais assisténcias tendem a marcar mais gols.

e p13 = p31 = 0,32, indica que existe uma relagao linear positiva fraca
entre o nimero de gols marcados e o percentual médio de posse de bola.
Sem uma relagao linear evidente entre as varidveis, nao pode-se afirmar

que times com um posse maior de bola, tendam a marcar mais gols.

e o3 = p32 = 0,31, indica que existe uma relagao linear positiva fraca
entre o numero de gols marcados e o percentual médio de posse de bola.
Sem uma relacao linear evidente entre as varidveis, nao pode-se afirmar

que times com um posse maior de bola, tendam a dar mais assisténcias.

Codigo R
1 #Matriz de correlagdes populacionais
2 R <= cor(X)
; round (R, 2)

2.3 Visualizacao de dados

Os gréficos sao ferramentas poderosas, e muitas vezes negligenciados, na analise
de dados. Embora nao possamos visualizar todas as variaveis de uma sé vez quando
trabalhamos com multiplas variaveis, graficos simples — como os de variaveis individuais
ou de pares de varidveis — podem ainda ser muito informativos. E boa pratica estatistica
plotar esses graficos e analisar visualmente como as varidveis se relacionam. Vejamos agora
exemplos praticos de como diferentes técnicas graficas podem nos ajudar na visualizacao

de dados multivariados.
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Exemplo 2.4: Grafico de correlagoes populacionais

Considere os dados introduzidos no Exemplo 2.3, considerando as mesmas trés
variaveis: total X; de gols marcados na temporada, total X, de assisténcias na
temporada e percentual médio X3 de posse da bola na temporada. Construa o grafico

de correlagoes populacionais.

SOLUCAO:

2
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Gols
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Figura 2.1. Visualizacao grafica da matriz de correlacbes populacionais de trés
variaveis pré-selecionadas da base de dados do Brasileirao 2023, considerando apenas

0s jogos em que os times jogam em casa.

Cédigo R

#Grafico de correlagdes populacionais

N

#Instalar o pacote corrplot

install.packages ("corrplot")

; #Acessar a biblioteca corrplot

~

library("corrplot")

#Construir o grafico de correlagdes populacionais

corrplot (R, type = "lower")

1C
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Exemplo 2.5: Grafico de dispersao

Considere os dados introduzidos no Exemplo 2.3. Todavia, vamos considerar
apenas as seguintes variaveis: total X; de gols marcados na temporada e o total Xy

de assisténcias na temporada. Construa um grafico de dispersao e interprete-o.

SOLUCAO:

55 60
|

50
|

Numero de gols marcados
45

40

I T I T T
25 30 35 40 45

Numero total de assisténcias

Figura 2.2. Gréfico de dispersao do niimero total de assisténcias na temporada vs.
o nimero de gols marcados na temporada 2023 do Brasileirao, considerando apenas

0s jogos em que os times jogam em casa.

Cédigo R
1 #Grafico de dispersdo do nimero total de assisténcias na
temporada vs. o nuimero de gols marcados

> plot (Ast, Gls,

xlab = "Nuimero total de assisténcias",
4 ylab = "Namero de gols marcados",
5 pch = 19,
6 cex = 0.5)

Exemplo 2.6: Grafico de dispersao multivariado

Considere os dados introduzidos no Exemplo 2.3, considerando as mesmas trés
variaveis: total X; de gols marcados na temporada, total X, de assisténcias na

temporada e percentual médio X3 de posse da bola na temporada. Construa o grafico
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Exemplo 2.6: Grafico de dispersao multivariado

de dispersao multivariado.

SOLUCAO:
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Figura 2.3. Grafico de dispersao multivariado para as varidveis pré-selecionadas da
base de dados do Brasileirdao 2023, considerando apenas os jogos em que os times

jogam em casa.

Cédigo R
1 #Grafico de dispersdo multivariado

> pairs (X)

No exemplo anterior, observamos uma relacao que faz sentido do ponto de vista causal:
quanto maior o niumero de assisténcias, maior tende a ser o nimero de gols marcados.
Essa relacao ¢ intuitiva e esperada, pois uma jogada bem construida geralmente aumenta
as chances de um gol. No entanto, ¢ importante lembrar que nem toda correlagao alta
entre duas varigveis indica, necessariamente, uma relacio de causa e efeito. As vezes,
duas variaveis podem estar altamente correlacionadas por coincidéncia ou por estarem
ambas associadas a uma terceira variavel nao observada — esses sao os chamados casos de

correlagao espuria. Por isso, devemos ter cautela ao interpretar correlagoes e evitar con-

2.3. VISUALIZACAO DE DADOS




clusoes precipitadas. A seguir, veremos um exemplo em que uma correlacdo aparente pode

nos enganar.

Exemplo 2.7

Considere o conjunto de dados que analisa a relacao entre o consumo per capita de
margarina, a taxa de divorcios no estado do Maine e o consumo de leite nos Estados
Unidos, entre os anos de 2000 e 2009, a partir de dados historicos. As seguintes

variaveis, portanto, sao:
« consumo per capita de margarina (libras por pessoa) (Xi);
« taxa de divércios no Maine (por 1.000 habitantes) (X53);

 consumo per capita de leite (litros por ano) (X3).

(a) Determine o vetor de médias amostrais & e interprete.
(b) Determine a matriz de varidncias e covaridncias amostrais S, e interprete.

(¢) Determine a matriz de correlagoes populacionais R e construa o grafico de

correlagoes amostrais. Interprete.

(d) Construa o grafico de dispersao multivariado.
SOLUCAO:

Codigo R

1 #Dados

> margarina <- c(8.2, 7.0, 6.5, 5.3, 5.2, 4.0, 4.6, 4.5,
4.2, 3.7) # Consumo per capita de margarina (libras
por pessoa)

s divorcios <- c¢(5.0, 4.7, 4.6, 4.4, 4.3, 4.1, 4.2, 4.2,
4.2, 4.1) # Taxa de divércios no Maine (por 1.000
habitantes)

1 leite <- c(200, 195, 190, 185, 180, 175, 170, 165, 160,

155) # Consumo per capita de leite (litros por ano)

¢ #Construindo a matriz de dados

7 X <- cbind (margarina, divorcios, leite)
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5,32
(a) Vetor de médias amostrais: £ = | 4,38
177,50
Com base na amostra observada, estima-se que o consumo médio de margarina
seja de b, 32 libras por pessoa, a taxa média de divoricos seja de aproximadamente
4,38 por 1.000 habitantes e o consumo médio de leite seja de 177,50 litros por

ano.
Cédigo R

1 #Calcular o vetor de médias amostrais
> colMeans (X)

(b) Matriz de varidncias e covaridncias amostrais:

1,93 0,39 18,35
S,=10,39 0,08 3,60
18,35 3,60 206,25

Com base na amostra observada,
e S19 = s91 = 0,39, o que sugere que pode haver uma relagao linear
positiva entre o consumo de margarina e a taxa de divorcios;

e 513 = S31 = 18,35, 0 que sugere que pode haver uma relacao linear

positiva entre o consumo de margarina e o consumo de leite;

e So3 = S39 = 10,64, o que sugere que pode haver uma relacao linear

positiva entre o consumo de leite e a taxa de divorcios.

Cédigo R
i #Calcular a matriz de varidncias e covaridncias amostrais
>on <- 10
5 8n <= ((n-1)/n)*cov(X)
i round (Sn, 2)

(¢c) Matriz de correlagdes amostrais:
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1,00 0,99 0,92
R=10,99 1,00 0,89
0,92 0,89 1,00

Com base na amostra observada,

e 719 =191 = 0,99, 0 que indica que existe uma relagao linear positiva
muito forte entre o consumo de margarina e a taxa de divorcios. No
entanto, embora haja uma relacao linear evidente, nao podemos afirmar

que pessoas que consomem mais margarina tendem a se divorciar mais.

e 13 =131 = 0,92, indica que existe uma relagao linear positiva muito
forte entre o consumo de margarina e o consumo de leite. No entanto,
embora haja uma relacao linear evidente, nao podemos afirmar que pessoas
que quanto maior o consumo de margarina maior tende a ser consumo de

leite.

e 193 =1r3o = 0,89, indica que existe uma relagao linear positiva forte
entre o consumo de leite e a taxa de divércios. No entanto, embora

haja uma relagao linear evidente, nao podemos afirmar que pessoas que

consomem mais leite tendem a se divorciar mais.

©
c
=
<
o
2
<
=

Margarina

Divércios

Divorcios

Leite

Figura 2.4. Grafico de correlagoes amostrais para o conjunto de dados com

possiveis relagoes espurias.
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1
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Codigo R

#Calcular a matriz de correlagdes amostrais

R <-

cor (X)

round (R, 2)

# Rotulos personalizados

rownames (R) <- colnames(R) <- c("Margarina",

"Leite")

#Grafico de correlagdes amostrais

corrplot (R,

method = "color",
addCoef.col = "white",
type = "lower")
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Figura 2.4. Grafico de dispersao multivariado para o conjunto de dados com

possiveis relagoes espurias.
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Codigo R
1 # Rétulos personalizados
> rownames (X) <- colnames(X) <- c("Margarina", "Divércios",
"Leite")

. #Grafico de dispersdo multivariado

5 pairs (X)

Imagine que estamos acompanhando o crescimento de criangas ao longo dos anos,
medindo suas alturas aos 2, 4, 6, 8 e 10 anos de idade. Para cada crianca, teremos uma
sequéncia de medidas feitas em diferentes momentos do tempo. Quando colocamos essas
informacoes em um grafico, ligando os pontos correspondentes as alturas em cada idade,
obtemos uma curva de crescimento. Esse tipo de grafico é muito til para visualizar como
cada unidade evolui ao longo do tempo e para comparar diferentes trajetérias. Em termos
estatisticos, estamos trabalhando com medidas repetidas, ou seja, varias observagoes da
mesma unidade (por exemplo, a mesma crianga) ao longo do tempo. Para construir esse
grafico, colocamos o tempo no eixo horizontal (eixo z) e a varidvel de interesse — como
altura, peso ou rendimento — no eixo vertical (eixo y). Depois, tragamos uma linha para
cada unidade. Isso nos permite observar tanto a tendéncia média quanto as diferencas

entre os perfis individuais de crescimento.

Exemplo 2.8: Curvas de crescimento

Considere o conjunto de dados ChickWeight do R. Esse conjunto acompanha o
crescimento de 50 pintinhos ao longo do tempo sob diferentes dietas. Construa um

grafico com as curvas de crescimento e interprete-o.

SOLUCAO:

Codigo R
1 #Carragar pacote dplyr.
2> library (dplyr)
3
. #Carregar dados ChickWeight
5 data (ChickWeight)
¢ head (ChickWeight)
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Exemplo 2.8

Codigo R
# Obter a dieta de cada pintinho (cada Chick tem uma dnica
Diet)
diet_info <- ChickWeight %>%
group_by (Chick) %>%
summarise (Diet = first(Diet)) %>Y%

arrange (as.numeric (Chick))

# Criar uma matriz onde cada linha representa um tempo e cada
coluna um pintinho
library (reshape2)
chick_wide <- dcast(ChickWeight,
Time ~ Chick,
value.var = "weight")

chick_wide

# Gerar vetor de cores de acordo com a dieta
diet_colors <- c("red", "blue", "green", "purple")

curve_colors <- diet_colors[as.numeric(diet_info$Diet)]

# Criar grafico com cores por dieta

matplot (chick_wide$Time, chick_wide[, -1],

type = "1",

1ty = 1,

col = curve_colors,

xlab = "Tempo de vida (dias)",
ylab = "Peso (g)",

main = "")

# Adicionar legenda
legend ("topleft",
legend = paste("Dieta", 1:4),

col = diet_colors,
1ty = 1,
bty = np"
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Figura 2.5. Gréfico de curvas de crescimento para o peso de 50 pintinhos sob 4
dietas diferentes.

De modo geral, todos os pintinhos ganharam peso com o tempo, o que é esperado
— as curvas seguem uma tendéncia de subida. Mesmo dentro de uma mesma dieta, ha
bastante variagdo entre os pintinhos — alguns cresceram bem mais do que outros. As
linhas verdes (dieta 3) e azuis (dieta 2) parecem, em média, crescer mais rapido e
atingir pesos mais altos, enquanto as linhas vermelhas (dieta 1) tendem a ficar mais
abaixo, sugerindo que essa dieta pode ter promovido menos crescimento. As linhas
roxas (dieta 4) parecem ficar entre as demais, com alguma variagao.

Este grafico nao prova que uma dieta ¢ melhor do que a outra. Ele sugere padroes,
mas nao controla outros fatores (ex.: genética, satide inicial dos pintinhos). Para
concluir qual dieta é “melhor”, precisariamos de uma analise estatistica mais formal,

como um modelo de efeitos mistos ou uma ANOVA com medidas repetidas.

Imagine que temos um conjunto de dados com notas de varios alunos em diferentes
disciplinas: Matematica, Fisica, Quimica e Biologia. Queremos visualizar, ao mesmo
tempo, como cada aluno se saiu em todas essas matérias. Para isso, podemos usar um
grafico de coordenadas paralelas: nesse tipo de gréafico, colocamos uma escala vertical para
cada variavel (ou disciplina, no exemplo), lado a lado. Cada aluno serd representado por

uma linha que atravessa todas essas escalas, passando pelas notas que ele tirou em cada
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matéria. Assim, conseguimos observar rapidamente padroes de desempenho e comparacoes
entre alunos.

Esse tipo de grafico é muito util para conjuntos de dados com muitas variaveis quanti-
tativas, pois permite visualizar tendéncias multivariadas de forma compacta. Além disso,
ele se conecta com a ideia de correlagao: quando duas variaveis estao positivamente corre-
lacionadas, as linhas entre essas duas escalas tendem a manter a mesma dire¢ao (sobem
ou descem juntas). Quando estdo negativamente correlacionadas, as linhas geralmente
se cruzam entre os dois eixos (sobem no primeiro e descem no segundo). E quando a
correlacdo é fraca ou nula, as linhas aparecem mais embaralhadas, sem um padrao claro.

Para construir esse grafico, basta padronizar ou escalar as variaveis (se estiverem em
escalas muito diferentes), alinhar os eixos verticais lado a lado e tragar uma linha para

cada unidade (individuo, aluno, etc.) ligando seus valores em cada eixo.
Exemplo 2.9: Grafico de coordenadas paralelas

Considere um conjunto de dados com a nota de 46 estudantes em trés provas.

Construa um grafico de coordenadas paralelas e interprete-o.

SOLUCAO:

10
|

Notas

Prova 1 Prova 2 Prova 3

Provas

Figura 2.5. Grafico de coordenadas paralelas para as notas de 46 estudantes em trés

provas.
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O grafico mostra que, para muitos alunos, as notas cairam da Prova 1 para a
Prova 2 (as linhas descem nesse intervalo) e depois subiram da Prova 2 para a Prova
3 (as linhas sobem). Algumas linhas seguem um padrao quase reto (pouca variagao
entre provas), indicando alunos com desempenho estavel. Outras linhas tém grandes
subidas e descidas, indicando flutuacao no desempenho. Entre a Prova 1 e a Prova 2,
mais linhas se cruzando (algumas sobem, outras descem), do que entre a Prova 2 e a
Prova 3, onde observa-se uma tendéncia mais consistente de subida. Isso sugere que a
correlagao entre essas duas primeiras provas é menor do que entre as duas tltimas.
Menos cruzamentos indicam uma correlacao mais positiva entre essas provas — os
alunos que foram melhor em uma também tendem a ir melhor na outra. De fato, a

matriz de correlagoes amostrais, neste caso, é

1,00 0,48 0,66
R=0,48 1,00 0,55
0,66 0,55 1,00

Cédigo R
1 # Criando o data frame

2 notas <- data.frame(P1, P2, P3)

4+ # Grafico de coordenadas paralelas

s matplot (t(notas),

6 type = "o",

7 pch = 16,

8 col = rainbow (46) ,

9 xaxt = "n",

10 xlab = "Provas",

11 ylab = "Notas",

12 main = "")

13

4 axis (1, at = 1:3, labels = c("Prova 1", "Prova 2", "Prova 3"))

16 #Verificando correlacgdes

17 round (cor (notas) ,2)

Imagine que vocé queira comparar o perfil de desempenho de diferentes atletas em
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trés ou mais habilidades — por exemplo, velocidade, resisténcia, forca e agilidade. Um
grafico de estrelas (ou gréfico radar) coloca cada uma dessas varidveis em um eixo que
parte de um ponto central, formando “pétalas” ao redor de um circulo. Para cada atleta,
ligamos os valores nesses eixos e formamos uma figura geométrica. Esse tipo de grafico so é
interessante quando temos pelo menos trés varidveis (p > 3), pois com duas ele se reduziria
a uma linha comum. Ele é especialmente ttil para visualizar perfis multivariados e fazer
comparagoes rapidas entre unidades. Além disso, a area formada pela figura pode dar uma
ideia do desempenho geral: em contextos onde todas as variaveis tém a mesma importancia
e estao na mesma escala, um atleta com area maior pode ser interpretado como tendo
um desempenho mais equilibrado ou superior no conjunto das variaveis. Porém, essa
comparacao deve ser feita com cuidado, pois a area depende tanto dos valores quanto
da geometria da figura, o que pode distorcer percepgoes se as variaveis nao forem bem

padronizadas.
Exemplo 2.10: Grafico de estrelas

Considere os dados introduzidos no Exemplo 2.9. Construa um grafico de coorde-

nadas paralelas e interprete-o.

SOLUCKO:

P2,
-P1

P3

Figura 2.5. Gréfico de estrelas para as notas de 46 estudantes em trés provas.
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Ao observar o conjunto, vemos que sao poucos os alunos que se sairam muito bem
nas trés provas (estrelas grandes e equilibradas) e também poucos com desempenho
ruim nas trés (estrelas bem pequenas). A maioria das figuras se encontra em um
tamanho intermediario, sugerindo que a maior parte dos alunos obteve notas préximas

da média geral nas trés avaliagoes.

Cédigo R
1 #Desempenho dos estudantes em trés provas

> stars(notas, key.loc = c(11,2))

Em muitos conjuntos de dados do mundo real, ¢ comum nos depararmos com valores
faltantes, ou seja, situagdes em que uma ou mais informagoes nao foram registradas. Isso
pode acontecer por varios motivos: uma pessoa que esqueceu de responder uma pergunta,
um equipamento que falhou na medi¢do ou mesmo por erro de digitagdo. Quando isso
ocorre, precisamos decidir como lidar com esses dados ausentes, pois simplesmente ignora-
los pode afetar a analise. Uma opcao é remover as observagoes incompletas, mas isso pode
reduzir bastante o nimero de casos disponiveis, o que prejudica os resultados, especialmente
se o numero de faltantes for grande. Outra alternativa é preencher (ou imputar) os valores
ausentes com alguma estimativa. A forma mais simples é substituir pela média da variavel,
mas existem métodos mais robustos, como a imputacao por regressao (em que o valor
faltante é estimado com base nas outras varidveis) ou por k-vizinhos mais préximos (k-NN,
do inglés, k-Nearest Neighbors), que usa o padrao de unidades semelhantes para prever
o valor ausente. Essas técnicas geralmente preservam melhor a estrutura dos dados e
reduzem o viés. Em alguns casos, pode-se até optar por remover uma variavel inteira,
se ela tiver muitos valores faltantes e nao for considerada essencial para a andlise. Essa
também é uma escolha delicada: se a varidvel estiver correlacionada com as variaveis de
interesse, mesmo que isso sO seja perceptivel nos casos com dados completos, sua exclusao
pode levar a perda de informacoes relevantes e comprometer a interpretacao dos resultados.
Em resumo, lidar com dados faltantes exige atencao: é preciso entender por que os dados
estao faltando e avaliar cuidadosamente o impacto de cada escolha, para garantir que a
andlise continue sendo confidvel e representativa.

Em uma analise de dados, é comum encontrarmos valores atipicos, também chamados
de outliers ou dados discrepantes. Sao observagoes que se destacam por serem muito
diferentes das demais, como uma nota muito baixa em uma turma onde quase todos foram
bem, ou uma altura muito acima da média em um grupo. Quando estamos lidando com

apenas uma variavel, identificar outliers costuma ser mais simples. Mas em analises multi-
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variadas, a situacao pode ser mais sutil: uma observagao pode parecer estranha em uma
variavel isolada, mas quando olhamos conjuntamente com outras variaveis, ela pode fazer
sentido. Por exemplo, imagine uma pessoa que corre 10 km em 35 minutos — pode parecer
um tempo muito rapido e, sozinho, seria considerado um outlier. Mas, se soubermos que
essa pessoa é um atleta profissional com baixo percentual de gordura, a combinacao dos
dados justifica o valor. Por isso, é importante analisar os outliers no contexto das demais
variaveis. Quando detectamos observagoes atipicas, podemos escolher manté-las, investigar
se sao erros de registro ou, em alguns casos, remové-las da analise. Cada atitude tem
consequeéncias: excluir outliers pode ajudar a evitar distor¢oes nas analises estatisticas,
mas também pode nos fazer perder informagoes importantes sobre casos extremos — como
pacientes com reagoes raras a um medicamento, consumidores que gastam muito mais
do que a média em uma loja, ou empresas que apresentam crescimento fora do comum.
Para lidar com isso, existem também técnicas estatisticas mais robustas, que sdo menos
sensiveis a presenca de outliers, como, por exemplo, modelos de regressao robusta. Essas
abordagens permitem manter os dados discrepantes na analise sem que eles distorcam
indevidamente os resultados. Por isso, é essencial agir com cuidado, explorar bem os dados

e justificar qualquer decisao tomada sobre o tratamento dos outliers.
Exemplo 2.11: Dados faltantes e atipicos

Considera base de dados airquality do R. Essa base contém medicoes diarias da
qualidade do ar em Nova York (EUA) durante os meses de maio a setembro de 1973.

Vamos considerar trés variaveis:
« concentragao de ozbnio (X7);
 temperatura do ar (X3);
« velocidade do vento (X3).

A variavel X3, concentracao de ozdnio, apresenta alguns dados faltantes, o que sugere

que em alguns dias o valor dessa variavel nao foi registrado.

(a) Identifique a proporc¢ao de dados faltantes. Vocé acredita ser razoavel excluir

tais observagoes?

(b) Determine a matriz de correlagbes amostrais excluindo os dados faltantes. Vocé

acredita ser razoavel excluir essa variavel da anélise?

(¢) Determine a matriz de correlagoes amostrais imputando a média das observagoes

no lugar dos dados faltantes. Avalie o impacto da imputacao.
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(d)

Com os dados imputados, construa os bozplots das trés varidveis e, em seguida,

construa o grafico de dispersao multivariado. Comente sobre possiveis outliers.

SOLUCAO:

2

Cédigo R
# Carregar a base de dados

data(airquality)

# Visualizar os primeiros dados

attach(airquality)

A proporc¢ao de dados faltantes na variavel X3, concentracao de ozonio, é de,
aproximadamente, 24%. Esse valor é relativamente alto, o que nos leva a
ter cautela antes de simplesmente excluir essas observacoes. Excluir 24% dos
dados pode reduzir consideravelmente o tamanho da amostra e, com isso, afetar
a representatividade e a precisao das analises. Além disso, se os dados nao
estiverem ausentes completamente ao acaso, a exclusao pode introduzir viés nos
resultados. Portanto, nao parece razoavel remover essas observagoes sem antes
investigar melhor o padrao de auséncia e considerar outras estratégias, como a

imputacao dos valores faltantes por métodos adequados.

Codigo R
# Verificar a proporgdo de dados faltantes
sum(is.na(0Ozone)) # Contar NAs antes da imputagédo

sum(is.na(0zone))/length (0zone)

A matriz de correlagoes amostrais excluindo os dados faltantes é

1,00 0,70 —0,60
R=1]0,70 1,00 —0,51
~0,60 —0,51 1,00

A matriz de correlagdoes amostrais, considerando apenas os casos completos,
mostra que a varidvel ozonio (X;) possui correlagao forte (r2 = 0,70) com
temperatura (Xs) e correlagao moderada (r;3 = —0, 60) com velocidade do vento

(X3). Esses valores indicam que a concentracao de ozonio carrega informagao
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relevante para a analise. Portanto, nao parece razoavel excluir essa variavel da
analise. Em vez disso, seria mais adequado considerar estratégias de imputacao,
que permitam preservar as relagoes observadas sem descartar uma quantidade

tao grande de informagao.

Cédigo R
1 #Matriz de correlagdes amostrais sem NAs

> round (cor (X, use = "complete.obs"),2)

(¢) A matriz de correlagbes amostrais com os dados faltantes substituidos pela

média amostral dos dados completos é

1,00 0,61 —0,53
R=10,61 1,00 —0,46
—0,53 —0,46 1,00

Ao imputar a média das observacoes nos valores faltantes da variavel Ozonio, a
matriz de correlagoes amostrais mudou sensivelmente. Comparando com a matriz
obtida com exclusao dos dados faltantes, observamos que as correlagoes entre
Ozobnio e Temperatura (de 0,70 para 0,61) e entre Ozdnio e Vento (de -0,60 para
-0,53) diminuiram de intensidade. Essa redugao acontece porque a imputagao
pela média diminuiu a variabilidade da variavel Ozonio, especialmente nos
pontos onde os dados estavam ausentes — todos esses valores foram substituidos
pelo mesmo nimero. Como resultado, a associacdo entre Ozonio e as outras
variaveis foi atenuada, o que pode levar a conclusbes equivocadas sobre a
forca das relagoes. Portanto, embora a imputacao pela média seja simples e
mantenha o tamanho da amostra, ela pode prejudicar a andalise das correlagoes,
especialmente se a proporc¢ao de dados faltantes for alta, como é o caso aqui. Isso
mostra a importancia de considerar métodos de imputacao mais sofisticados, que
preservem melhor as relagoes entre variaveis, como, por exemplo, a imputacao
por regressao, em que os valores faltantes sao estimados com base em um modelo
que utiliza as outras varidveis disponiveis (como Temperatura e Vento, neste
caso). Outra opgao é a imputacao por k-vizinhos mais proximos (k-NN), que
preenche os valores com base em observagoes semelhantes. Essas abordagens
preservam melhor as relacoes entre as variaveis, resultando em andlises mais

confidveis.
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Codigo R
1 # Imputar a média nos valores ausentes
2> airquality$0zone[is.na(0zone)] <- mean(Ozone, na.rm = TRUE
)

. #Matriz de correlacéo
5 round (cor (X) ,2)

Codigo R
1 #Ajustando as variaveis
> Ozone_ajustado <- (0Ozone - mean(0Ozone))/sd(0zone)
s Temp_ajustado <- (Temp - mean(Temp))/sd(Temp)
/ Wind_ajustado <- (Wind - mean(Wind))/sd(Wind)

7 # Criar trés boxplots no mesmo gréafico

s boxplot (Ozone_ajustado, Temp_ajustado, Wind_ajustado,

9 names = c("0z6nio", "Vento", "Temperatura"),

10 col = c("lightblue", "lightgreen", "lightcoral"),
11 main = ""

12 ylab = "Valores ajustados")

14 # R6tulos personalizados
15 rownames (X) <- colnames (X) <- c("0zénio", "Temperatura", "

Vento")

17 # Criar gréaficos de disperséo

s pairs (X)

Os bozplots mostram que, individualmente, a variavel Ozonio possui varios valo-
res atipicos altos, enquanto Temperatura e Vento tém menos outliers aparentes.
No entanto, ao analisarmos o grafico de dispersao multivariado, percebemos que
algumas observacoes que pareciam discrepantes em apenas uma varidvel passam

a fazer mais sentido quando consideradas em conjunto com as outras.
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Isso mostra como uma observacao pode parecer atipica na analise univariada,
mas nao necessariamente ser um outlier no contexto multivariado. Por isso, é
importante sempre considerar as relagoes entre variaveis antes de decidir remover

ou tratar dados extremos.

0o

Valores ajustados
1
1

PR T

T T T
Oz6nio Vento Temperatura

Figura 2.9. Boxplots das trés variaveis consideradas nesse estudo da qualidade

do ar em Nova York durante os meses de maio a setembro de 1973.
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Figura 2.10. Gréfico de dispersao multivariado considerando trés variaveis
consideradas nesse estudo da qualidade do ar em Nova York durante os meses

de maio a setembro de 1973.
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Neste capitulo, buscamos motivar o estudo da andlise multivariada destacando a
importancia de compreender conjuntos de dados com multiplas variaveis de forma conjunta
e integrada. Apresentamos métodos iniciais para organizar, visualizar e explorar os dados
— como estatisticas descritivas, graficos de dispersao e correlagbes multivariado, curvas de
crescimento, graficos de estrelas e grafico de coordenadas paralelas —, além de discutirmos
desafios comuns, como dados faltantes e valores atipicos, e estratégias para lidar com eles.
Esses sdo apenas os primeiros passos de uma jornada analitica que nos permitira extrair,

de forma mais rica e profunda, as historias que os dados tém a contar.

2.4 Exercicios

1. (Johnson e Wichern, 2014, p. 38, tradugao e grifo nosso) Um jornal lista o
prego de 11 carros usados, em que X; representa o tempo de uso (em anos) e Xo
representa o preco do carro (em milhares de délares). Os dados estdo sumarizados

na seguinte tabela:

Xl\ 1 9 3 3 4 5 6 8 9 11
X2\18,95 19,00 17,95 15,54 14,00 12,95 8,94 7,49 6,00 3,99

(a) Determine o vetor de médias amostrais &. Interprete os valores.

(b) Construa um gréfico de dispersao dos dados. O grafico sugere que a covariancia

amostral sjo é positiva ou negativa? Por qué?

(¢) Determine a matriz de varidncias e covaridncias amostrais S,.

(d) As varidncias amostrais s1; e Sgo encontradas no item (¢) sdo comparaveis? Por
qué?

(e) A covaridncia amostral s15 encontrada no item (c) é consistente com sua resposta

para pergunta do item (b)? Interprete esse valor.

(f) Determine a matriz de correlagoes amostrais R. Interprete a correlagdo amostral

T12.

2. O conjunto de dados iris do R, introduzido por Ronald Fisher em 1936, contém
medigoes de 150 flores de trés espécies de Iris (setosa, versicolor e virginica). Para
cada flor, foram registradas quatro variaveis: o comprimento e largura das sépalas e

pétalas, em centimetros. Use o seguinte codigo no R para carregar os dados:
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1 # Carrega o conjunto de dados iris

> data(iris)

Uma imagem ilustrativa é dada a seguir.

(a)

(b)

(c)

(d)
()

Base de dados das Flores de iris

Setosa Versicolor Virginica

Sépala -

Determine as matrizes de varidncias e covariancias amostrais S,, € as matrizes
de correlagoes amostrais R para cada uma das espécies em estudo: setosa,

versicolor e virginica. Use duas casas decimais.

A seguinte afirmacao é feita: “A covariancia entre duas varidveis ser maior do
que a covariancia de outras duas varidveis, implica que a correlacao do primeiro
par de varidveis serd maior do que o sequndo par.” Vocé concorda com essa
afirmacao? Sustente suas respostas comparando as matrizes S, e R obtidas no
item (a). Para isso, procure, por exemplo, por pares de varidveis com mesma

com covariancia amostral e compare as respectivas correlagdes amostrais.

As variancias amostrais do tamanho da sépala (Sepal.Length) obtidas para
cada uma das trés espécies sdo comparaveis? Por qué? Em caso afirmativo,

compare-as e apresente uma interpretacao para essa comparacao.
Construa um grafico de dispersao multivariado para cada uma das trés espécies.

A partir das matrizes de correlagoes amostrais obtidas no item (a) e dos graficos

de dispersoes obtidos no item (d), responda as seguintes perguntas:

(1) Qual espécie possui uma relac¢ao linear mais evidente entre o tamanho da
sépala e o tamanho da pétala? Por qué?

(17) Avalie a seguinte afirmacao: “Com base na amostra observada, temos um
indicativo de que existe uma relagdo linear forte entre a larqura da pétala e
seu tamanho para as trés espécies em estudo (setosa, versicolor e virginica),
o que sugere que flores do tipo Iris que possuem pétalas mais largas tendem

a ser maiores.” Justifique sua resposta.
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3. A base de dados pressure do R, apresenta valores experimentais da pressao de vapor

da dgua (em milimetros de mercirio, mm Hg) medida em diferentes temperaturas

(em graus Celsius, °C). Ela contém 19 observagoes obtidas em um experimento fisico

que buscava descrever o comportamento da pressao de vapor da agua a medida que

a temperatura aumenta. Use o seguinte codigo no R para carregar os dados:

1 # Carrega o conjunto de dados pressure

data(pressure)

(a) Construa o grafico de dispersao dos dados e determine a correlagao amostral

entre a pressao e a temperatura.

Com base no item (a), vocé afirmaria que ha uma relagao curvilinea (nao linear)
muito forte entre as variaveis? Sustente sua resposta com base na velocidade
com que a nuvem de dispersao cresce ou decresce comparativamente ao esperado
de uma relacao linear. O valor da correlacdo amostral corrobora sua resposta?
Por qué?

Considere a transformacao logaritmica natural em ambas as variaveis, isto
é, aplique log(temperature) e log(pressure). Retire a primeira observagao,
cujo valor da temperatura é 0 (Por qué?) e construa o grafico de dispersao
dos dados transformados e calcule a correlacdo amostral entre essas variaveis
transformadas. Comente se a transformacao foi eficaz para revelar a magnitude

esperada da relacao entre as variaveis.

4. Sejam x € R" um vetor com n observagoes de uma variavel X e y € R” um vetor

com n observagoes de uma variavel Y. Considere os vetores dx € R" e dy € R” tais

r— Y1—Y
To — X —y
dy = 2 e dy = Y2 —yY
In_-f yn_g

O vetor dx é conhecido como vetor dos desvios da variavel X e o vetor dy é conhecido

como vetor dos desvios da variavel Y.

(a) Verifique que as varidncias amostrais sdo proporcionais ao quadrado das normas

Euclidianas dos vetores de desvios, i.e.,

1 1
sxx = —|dx[> e syy =—|dy|*
n n
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(b) Verifique que a covariancia amostral é proporcional & norma Euclidiana do

produto interno dos vetores de desvios, i.e.,

1
= —dl.dy.
SXY an

(¢) Verifique a correlagao amostral é igual ao cosseno do angulo 6 formado entre os
vetores de desvios, i.e.,
rxy = cos(f).
Lembre que
didy
cos(f) == ——=
ldx|lldy |

Conclua que —1 < rxy < 1.

(d) Mostre que ryy = +1 se, e somente se, Y = aX + b, quaisquer que sejam

ac€R*ebecR.

(e) Sejam x* € R" e y* € R™ os vetores de observagoes ajustados, i.e.,

Mostre que a correlagdo amostral dos vetores ajustados é igual a sua covariancia

amostral; i.e., rx«y« = Sxsy=.

5. A base de dados decathlon, disponivel no pacote FactoMineR do R, retne informa-

1

2

5

¢oes de desempenho de atletas de elite que competiram em eventos de decatlo. Cada
linha representa um atleta, e as colunas contém pontuagoes ou tempos obtidos nas
diferentes modalidades do decatlo. Para esta analise, foram selecionadas apenas trés
provas de corrida: 400 metros rasos (400m), 110 metros com barreiras (110m.hrdle)
e 1500 metros rasos (1500m) — todas expressas em tempo (segundos). Essas varidveis
permitem estudar o perfil de velocidade e resisténcia dos atletas a partir de medidas
quantitativas diretamente ligadas ao desempenho fisico. Use o seguinte c6digo no R

para carregar os dados:

#Instala o pacote FactoMine no R

install.packages ("FactoMineR")

# Carrega a biblioteca FactoMine no R
library (FactoMineR)
# Carrega o conjunto de dados decathlon

data(decathlon)
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(a) Construa o grafico de estrelas e diga trés atletas que tiveram um desempenho
pior em relacdo aos demais. Qual a diferenca entre eles? Sustente sua resposta

levando em consideracao as variaveis selecionadas para o estudo.

(b) Com base no grafico de estrelas do item (a), é possivel afirmar que existiu
algum atleta que teve um desempenho superior a todos outros? Sustente sua

resposta levando em consideragao as variaveis selecionadas para o estudo.

6. A base de dados BodyWeight, disponivel no pacote nlme do R, contém informagoes

sobre o peso de ratos medido ao longo do tempo em um experimento com trés grupos:

« chow: dieta padrao (controle),
e reduced: dieta com restricao alimentar,

e other: outra dieta alternativa.

Foram observados 16 ratos ao longo de 64 dias, totalizando 176 observagoes. Cada
rato foi identificado por um cédigo e teve seu peso (em gramas) registrado em
diferentes tempos (em dias). O objetivo do estudo é analisar o efeito da dieta sobre
o peso dos ratos ao longo do tempo. Construa um grafico de curvas de crescimento e
interprete o efeito das dietas sobre os pesos dos ratos. Use o seguinte codigo no R

para carregar os dados:

1 #Instala o pacote nlme no R

> install.packages("nlme")

1+ # Carrega a biblioteca FactoMine no R

5 library (nlme)

7 # Carrega o conjunto de dados BodyWeight
s data ("BodyWeight")

7. A base de dados schooldata, disponivel no pacote heplots do R, contém informagdes
académicas e psicossociais de estudantes do ensino médio. Ela foi coletada com o
objetivo de analisar o desempenho dos alunos em diferentes areas do conhecimento,
além de investigar aspectos emocionais e sociais relacionados ao contexto escolar.
Para esta andlise, foram selecionadas trés varidveis: reading (leitura), mathematics
(matemaética) e selfesteem (autoestima). Use o seguinte cdigo R para carregar os
dados:
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1 library (heplots)
> data(package = "heplots")
3 data("schooldata")

(a) Construa o grafico de coordenadas paralelas. Interprete-o.
(b) Construa o grafico de correlagoes amostrais. Interprete as correlagoes amostrais.

(¢) Os achados nos itens (a) e (b) sdo consistentes.

8. A tabela abaixo mostra a quantidade de minutos semanais dedicados a diferentes tipos
de atividade fisica (caminhada, bicicleta e academia) por um grupo de 10 pessoas.
Algumas informagoes estao ausentes (valores NA), pois nem todos os participantes

lembraram exatamente o tempo dedicado a todas as atividades.

Pessoa Caminhada Bicicleta Academia

A 120 45 60
B 90 35 20
C 100 30 45
D 110 NA 25
E 80 25 40
F 105 38 NA
G 95 33 48
H NA 40 o8
I 85 28 42
J 115 20 150

(a) Determine a matriz de correlagbes amostrais R e, em seguida, construa o grafico

de dispersao multivariado, sem considerar os dados faltantes.

(b) Determine a matriz de correlagbes amostrais R e, em seguida, construa o gréafico
de dispersao multivariado, considerando imputacao de dados, i.e., impute os

valores ausentes com a média da respectiva variavel.

(¢) Compare os resultados obtidos nos itens (a) e (b) e comente o impacto da

imputacao de dados nos resultados.

(d) Cite alternativas mais robustas de imputagao de dados.
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(e) A partir do item (a), onde ndo consideramos os dados faltantes, vocé diria que

ha algum ponto discrepante nos dados? Use os boxplots das trés varidveis como
apoio visual. Em caso afirmativo, identifique a(s) observagao(des) discrepante(s)
e refaga o item (a) desconsiderando-as. Comente o impacto dessa exclusdo nos
resultados.

(f) Cite alternativas mais robustas para tratar dados discrepantes.
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3 Vetores aleatodrios

Este capitulo marca o inicio de uma abordagem mais formal da Estatistica Multivariada.
Introduziremos o conceito de vetores aleatorios, um elemento central na analise estatistica
multivariada, e estudaremos as propriedades matematicas do vetor de médias populacionais
e da matriz de variancias e covariancias populacionais. Esses conceitos sao fundamentais
para o desenvolvimento das técnicas inferenciais que exploraremos nos capitulos seguintes.
Em seguida, abordaremos o caso de amostras multivariadas, discutindo os principais
estimadores nao-viesados tanto para o vetor de médias quanto para a matriz de variancias
e covariancias. Tais estimadores desempenham um papel essencial em grande parte das

aplicagoes da Estatistica Multivariada.

3.1 Distribuicoes multivariadas

Definicao 3.1: Vetor aleatdrio

Seja p um numero inteiro positivo. Um wvetor aleatorio X em RP é um vetor

em que cada entrada X; é uma varidvel aleatoria real definida sobre o mesmo espago
amostral, 7 = 1,2,...,p. Assim, uma observacao do vetor aleatério X é um vetor
T € RP.

Antes de avancarmos para defini¢des mais gerais, vamos comecar relembrando os vetores
aleatorios bidimensionais, com os quais vocés ja tiveram contato em cursos anteriores de
Probabilidade. Esses vetores nada mais sao do que pares de variaveis aleatorias que podem

ser observadas simultaneamente em um experimento aleatorio.
Exemplo 3.1: Vetor aleatério bidimensional discreto

Considere um experimento aleatério que consiste em selecionar, ao acaso, duas

bolas de uma urna, uma de cada vez, sem reposicdo. A urna contém 2 bolas vermelhas
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e 3 bolas brancas. Defina a varidvel aleatoria

1, se a k-ésima bola selecionada for branca,
X =
0, se a k-ésima bola selecionada for vermelha,

X
em que k = 1,2. Defina o vetor aleatério X = [Xll que representa as cores das

2
bolas selecionadas.

(a) Determine a fungdo de distribui¢ao de probabilidades conjunta do vetor aleatério
X.

(b) Determine as respectivas distribui¢oes marginais das varidveis aleatérias X e
Xs.

(¢) Construa o grafico da fungao de distribuigdo de probabilidades conjunta do

vetor aleatério X.
(d) As varidveis X e X5 sao independentes? Por qué?
SOLUCAO:

(a) As possiveis observagdes do vetor aleatério X, ou para ser mais formal, o

conjunto imagem de X é

woo= {0 (-1 1}

Logo, para todo vetor & € Im(X), podemos escrever a fungao de distribuicao

de probabilidade p : R? — [0, 1] do vetor aleatério X ¢ definido como
p(r1, 19) i = P(X1 = 21, Xy = 29),

para todo * € R% Quando xz € Im(X), a distribuicio conjunta pode ser

descrita em forma de tabela da seguinte maneira:
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x1\ T2 0 1 | P(Xy=xy)
0 2/20 6/20 |  8/20
1 6/20 6/20 | 12/20
P(X, = a5) | 8/20 12/20 1

Agora, para todo vetor & ¢ Im(X), temos p(xy1,23) = 0.

(b) As distribui¢ées marginais das varidveis aleatérias X; e X, sdo dadas pelas
fungoes p; : R — [0,1] e po : R — [0, 1] tais que

pi(zy) =P(Xy=21) e paxg) :=P(Xe = 23),

para todo 1 € R e x5 € R. Assim, as distribui¢oes marginais de X; e X»

econtram-se, respectivamente, na margem direita e inferior da tabela anterior.
Vale destacar que P(X; = z1) =0 e P(X5 = x5) = 0 quando xq1, 29 & {0,1}.

()

15

Figura 3.1. Grafico da distribuicao de probabilidades conjunta do vetor
bidimensional X que modela as retiradas de bolas vermelhas e brancas de uma

urna.
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(d) Neste exemplo, com retirada sem reposigao, as varidveis aleatérias X; e Xo

nao sao independentes. Isso acontece porque o resultado da primeira retirada
afeta diretamente a composi¢ao da urna na segunda retirada. Por exemplo,
se a primeira bola for branca, havera uma bola branca a menos disponivel, o
que diminui a chance de sair branca na segunda rodada. Da mesma forma,
se a primeira for vermelha, a chance de sair vermelha na proxima também
muda. Assim, a probabilidade de um resultado na segunda retirada depende do
que ocorreu na primeira, caracterizando uma situagdo de dependéncia entre as

variaveis. De fato,

2 8
P(X; =0, X, = 0) = = #

o que confirma a dependéncia entre X; e X5.

Exemplo 3.2: Vetor aleatério bidimensional continuo

Suponha que temos uma mesa de desenho quadrada, com lado de 2 metros. Um

experimento consiste em langar um pequeno marcador aleatoriamente sobre a mesa.

Uma amostra suficientemente grande de langamentos revelou que qualquer ponto da

superficie parece possuir a mesma chance de receber o marcador. Assumindo isso

como verdade.

(a) Qual fungdo de densidade conjunta parecer ser razoavel assumir para o vetor

L. 1 - ,
aleatorio X = que representa a posicado do ponto na mesa, em que X; é a
2

posicao horizontal do ponto e X, a posicao vertical?

(b) Quais sao as distribui¢oes marginais das varidveis aleatérias X; e Xp7
(c¢) Construa o grafico da funcao de densidade conjunta do vetor aleatério X.

(d) As variaveis X; e X5 sao independentes? Por qué?

SOLUCAO:

(a) E razodvel supor que o vetor aleatério X possui distribui¢ao uniforme no

quadrado [0, 2] x [0,2]. Logo, a densidade conjunta do vetor aleatério X é a
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fungao f: R? — [0, +oo[ tal que

1
— e 0< 21 <2e0< 29 <2,

f(.’l,‘l, .’132) = 4 .
0, caso contrério.

Note que
2 r2 1
/ / f(x1>$2)d$1d$2 =-Xx2x2=1
0o Jo 4

(b) A densidade marginal de X; é a funcao f; : R — [0, +o0[ tal que

2 1 1
fuw) = [ fm)de = x 2=,
0 4 2
se 0 <z <2e fi(x1) =0, caso contrario. Portanto, X; ~ Uniforme(0, 2).

Analogamente, a densidade marginal de X, é a fungdo fo : R — [0, 4+00[ tal

que
1

fg(l’g) = /02 f(x1,$2)d$1 = i X 2= 5,

se 0 < a9 <2e fo(xg) =0, caso contrario. Portanto, Xy ~ Uniforme(0, 2).

()

Figura 3.2. Gréfico da densidade conjunta do vetor bidimensional X que

modela a posi¢ao de um marcador em uma mesa.
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(d) Como
[z, 22) = fi(21) fol2),

para todo & € R?, concluimos que X; e X5 sdo varidveis aleatérias independentes.

Apébs explorarmos dois exemplos envolvendo vetores aleatérios bivariados, estamos
prontos para generalizar a ideia para vetores aleatéorios com um ntimero arbitrario de
componentes. A seguir, apresentamos a definicao formal da distribuicao conjunta de um

vetor aleatério em RP.

Definicao 3.2: Distribuicao de um vetor aleatdrio

Sejam p um nimero inteiro positivo e X um vetor aleatério em RP.

(a) Quando o conjunto imagem do vetor X é enumeréavel, i.e., as varidveis aleaté-
rias que o compoem sao variaveis aleatorias discretas, definimos a func¢do de
distribuicao de probabilidade conjunta do vetor aleatério X como sendo a fungao
p: RP — [0, 1] tal que

p(x) =p(x1,...,2,) =P(Xys =m21,...,X, =2,) =P(X =x)

Z p(x) = 1.
z€lm(X)
(b) Quando as variaveis aleatérias que o compoem o vetor aleatério X sdo continuas,
definimos a func¢do densidade de probabilidade conjunta do vetor aleatorio X

como sendo a fungao f : RP — [0,00) tal que

f(w):f<I1,...,l’p)ZO

+oo +0o0 +0o0
Rpf(zc)d:c:/_ /_ f(x1,2e,...,zp)derde, . . . dx, = 1.

—00

De modo andlogo ao caso bivariado, as distribuicoes marginais das componentes de
um vetor aleatério multivariado sdo obtidas integrando (ou somando, no caso discreto) a

funcao de distribuicao conjunta em relagao as demais variaveis. Com efeito,
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e para cada k =1,2,...,p, segue que a distribuicdo marginal da variavel aleatéria X,

no caso discreto, é a func¢ao py : R — [0, 1] tal que

pk($k)zz Z Z "'Zp(fb“l,---,il?p);

Th—1 Th+41 Zp

e para cada k =1,2,...,p, segue que a distribuicdo marginal da variavel aleatéria X,

no caso continuo, é a fungao fi : R — [0, +o0o[ tal que
+oo “+o0o “+o0o
frlxr) = L L . L flz1, ..., xp)dey .. deg_1dxgy - .. doy,.

De maneira semelhante, ao considerarmos apenas um subconjunto das componentes de
um vetor aleatério multivariado, obtemos uma nova distribui¢ao conjunta, chamada de
distribuicao marginal desse subconjunto, ao integrar (ou somar, no caso discreto) a fungao
de distribuicdo conjunta original em relacao as demais variaveis que nao fazem parte do
subconjunto. Por exemplo, digamos que vocé esteja interessado na distribuicdo marginal

das primeiras k variaveis de um vetor aleatério X em RP. Nesse caso,

o qualquer que seja 1 < k < p, segue que a distribuicao marginal das variaveis aleatérias

X1, X, ..., X}, no caso discreto, é a fungdo p : R¥ — [0, 1] tal que
p(1, 29, ..., Tk) = Z Z ~~~Zp(x1,...,xp);
Tht1 Tt zp

e qualquer que seja 1 < k < p, segue que a distribuicdo marginal das variaveis aleatorias

X1, Xs, ..., Xg, no caso continuo, é a funcao f : R* — [0, +-o0] tal que
+00 +00
fzy, 29, ... k) :/_ /_ f(x1, ... 2p)depp1dTyss . . . do,.

Da mesma forma, o conceito de independéncia entre variaveis aleatorias se generaliza
naturalmente para o caso multivariado. Dizemos que as componentes do vetor aleatorio
sao independentes se a funcao de distribuicdo conjunta puder ser escrita como o produto

das fungoes de distribuicao marginais. Em outras palavras,

o Xy, Xs,..., X, sao mutuamente independentes, no caso discreto, quando
p(x1, 2, ..., 3p) = pr(z1)pa(@2) - - - Py(p).

o X, Xs,..., X, sdo mutuamente independentes, no caso continuo, quando

flxy, 2o, mp) = fi(z) falwa) - - fp(y).
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Exemplo 3.3

Considere X um vetor aleatério em R?, em que X, X5 e X3 sdo varidveis aleatérias

mutuamente independentes com X ~ Normal(0, 1) para todo k = 1,2, 3.
(a) Determine a fungao densidade de probabilidade conjunta do vetor aleatério X.

(b) Determine a funcao densidade de probabilidade conjunta das componentes X; e

X3 do vetor aleatério X.
SOLUCAO:

(a) Como Xi, X5 e X3 sdo mutuamente independentes e possuem distribui¢ao

normal padrio, entdo a funcio densidade de X é f : R? — [0, +oo[ tal que

f(x) = f(z1, 22, 73)
= fi(z1) fa(z2) f3(x3)

1 o x? y 1 x2 y 1 x3
= — —— exp | ——= exp [ —=
V2 P 2 V2 P 2 V2T P 2

(b) Pela defini¢do, a marginal do vetor [ X, X3]" é f: R* — [0, +-00] é tal que

“+00

f(351,3€3) = . f($1,$2,$3)d$2

- /_J:o f1(z1) fo(2) f3(23) das

“+o0o

= fi(w1) f3(x3) /_

f2 (.’13'2) dl’g

(1 2exp af f a3
V2w 2 '

2
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Vale notar que embora existam situagoes em que um vetor aleatdrio seja composto por
uma mistura de variaveis discretas e continuas, nao trataremos desse caso neste momento.
Isso porque, ao longo desse texto, trabalharemos principalmente com vetores aleatorios
continuos, em especial com a distribuigdo normal multivariada (veja Capitulo 4). Essa
distribuicao desempenha um papel central na Estatistica Multivariada, uma vez que, sob
certas condigoes, o vetor aleatério de médias amostrais converge em distribui¢ao para uma
normal multivariada, cuja validade, como veremos nos proximos capitulos, é garantida

pelo Teorema Central do Limite em sua versao multivariada.

3.2 Valor esperado de um vetor aleatério

Nesta secao, estudaremos o valor esperado de um vetor aleatério, uma generalizacao
natural do conceito de esperanca matematica univariada. Assim como no caso de uma
unica variavel aleatoria, o valor esperado de um vetor aleatério representa uma medida de
tendéncia central, s6 que agora no contexto multivariado. Vamos ver que o valor esperado
de um vetor aleatério é simplesmente o vetor formado pelas esperancas de cada uma de
suas componentes. Esse conceito serda fundamental para o desenvolvimento de resultados

tedricos e praticos ao longo desse texto.

Definicao 3.3: Valor esperado de um vetor aleatério

Seja p um numero inteiro positivo. O wvalor esperado do vetor aleatéorio X em RP,

denotado por E(X), é o vetor p € RP? tal que

E(X1) H1
E(X) = E(XQ) _ M2 —u
E(X,) Hp

Como vimos no Capitulo 2, p é o vetor de médias populacionais.

Exemplo 3.4: Vetor aleatério bidimensional discreto

Considere o vetor aleatorio X introduzido no Exemplo 3.1.

(a) Determine o valor esperado do vetor aleatério X e interprete o resultado no

contexto do problema.
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(b)

Reproduza o gréafico da fungao de distribuicao de probabilidades conjunta do
vetor aleatério X, representando os pontos no plano R? com tamanhos propor-
cionais as suas probabilidades. Destaque no grafico o ponto correspondente ao

valor esperado E(X) e comente sua posigao em relagao a distribuigao dos dados.

SOLUCAO:

(a)

Para z; € {0,1}, a distribui¢io marginal da variavel aleatéria X, é

pi(e) | 8/20 12/20] 1

Agora, para z;1 € {0,1}, p1(x1) = 0. Logo, o valor esperado de X; é
1
8 12 12
E(X;) = —(0x )4+ (1x =) ===
(%) gg%llpﬂxl) ( ><20)+ ( . 20) 20

Note que X; ~ Bernoulli(12/20). Como a distribuigdo marginal de X5 é igual a
distribuicao marginal de X7, i.e., X5 ~ Bernoulli(12/20), segue que

E(Xz) = E(Xy) = ;(2)

Portanto, o valor esperado do vetor aleatorio X é
~[12/20
-~ 12/20]°

Como o vetor de médias populacionais p é, por definigdo, o préprio E(X),

E(Xy)

BX) = 1g(x,)

podemos afirmar que, em média, esperamos obter uma bola vermelha tanto
na primeira quanto na segunda retirada em 12 de cada 20 experimentos, sob o

mesmo esquema de sorteio.

O ponto vermelho na Figura 3.3 é o valor esperado do vetor aleatorio X, que,

como vimos, ¢ o ponto E(X) =pu = |’ |. Esse ponto corresponde ao centro
)

de massa da distribuicao: é o ponto de equilibrio do sistema se pensarmos que
cada ponto tem um peso proporcional a sua probabilidade. Observe que esse
ponto nao coincide com nenhuma das observagoes possiveis do vetor aleatério X,

o que ¢é esperado, ja que o valor esperado nao precisa ser um ponto observado,
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mas sim um resumo do comportamento médio da distribui¢ao. Neste caso, o
ponto médio esta deslocado na direcao dos pontos com maior probabilidade, ou
seja, para a regiao em que as bolhas sdo maiores, o que mostra como o valor

esperado é sensivel a concentragao de massa de probabilidade.

o @ &

0.75

Probabilidade

X @ o1
O o
O o
o

' 050

0.25

000 @ .

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 3.3. Grafico da funcdo de distribuicdo de probabilidades conjunta
do vetor aleatério X, representando os pontos no plano R? com tamanhos

proporcionais as suas probabilidades, com destaque de E(X).

Codigo R
1 # Pacotes necesséarios

> library (ggplot2)

4+ # Dados da distribuigdo conjunta

5 df <- data.frame(

c(0, 0, 1, 1),

7 x2 c(0, 1, 0, 1),

8 prob = c(2/20, 6/20, 6/20, 6/20))

6 x1
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2

# Grafico
ggplot (df, aes(x = x1, y = x2))+
geom_point (aes(size = prob),
color = "steelblue",

alpha = 0.6)+ #vetor de dados com

probabilidade
geom_point (data = media, aes(x = x1, y = x2),
color = "red",
size = 4,
shape = 4,
stroke = 1.5)+ # vetor de médias

labs(x = expression(X[1]), y = expression(X[2]),
title = "")+

c(4, 10),
name = "Probabilidade",

limits = c(0.1, 0.4))+

scale_size_continuous (range

theme _minimal ()

Exemplo 3.5: Vetor aleatério bidimensional continuo

Considere o vetor aleatorio X introduzido no Exemplo 3.2.

(a)

(b)

Determine o valor esperado do vetor aleatéorio X e interprete o resultado no

contexto do problema.

Simule observagoes do vetor aleatério X. Lembre-se que X; e X5 sdo varia-
veis aleatérias independentes e uniformemente distribuidas no intervalo [0, 2].
Represente os pontos obtidos em um grafico no plano R?. No mesmo grafico,
destaque o ponto correspondente ao valor esperado E(X). Comente a posigao

desse ponto em relagao a distribuicao dos dados simulados.

SOLUCAO:

(a)

Tanto a distribuicdo marginal da variavel aleatéria X; quanto a distribuicao
marginal da variavel aleatoria X, trata-se de uma distribui¢do uniforme no
intervalo [0, 2], i.e., X; ~ Uniforme(0,2) e X5 ~ Uniforme(0,2). Lembrando

que, quaisquer que sejam a,b € R com a < b, quando X ~ Uniforme(a,b), o
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(b)

N

valor esperado da varidvel aleatéria X é o ponto médio do intervalo [a, b], i.e.,

a+b

concluimos que

E(X,) = E(X,) = 1.

Portanto, o valor esperado do vetor aleatorio X é

Como o vetor de médias populacionais p é, por definigdo, o préprio E(X),
podemos afirmar que, ao realizarmos sucessivos experimentos de lancamento do

marcador com distribui¢ao uniforme sobre esse quadrado, a média das posicoes

observadas tendera a se concentrar em torno do ponto

A Figura 3.4 mostra uma nuvem de pontos representando observagoes do vetor
aleatério X, cuja distribui¢do conjunta é uniforme no quadrado [0, 2] x [0, 2].

O ponto vermelho destacado no centro do grafico representa o valor esperado
1
do vetor X, ie., E(X) = pu = A Assim, a nuvem de pontos representa

observagoes simuladas do vetor aleatorio X, e o valor esperado aparece como o
centro de massa dessa nuvem, ou seja, o ponto de equilibrio do conjunto. Se
imaginassemos o plano como uma mesa e cada bolinha tivesse o mesmo peso, o
valor esperado corresponderia ao local onde um apoio poderia ser colocado para
equilibrar a mesa. Assim, mesmo que o marcador raramente caia exatamente
nesse ponto, ele resume de forma eficaz o comportamento médio do vetor

aleatério X.

Codigo R
#Simulacgéo

set.seed (123)

3 n <= 100000

X1 <- runif(n, 0, 2)

5 X2 <= runif(n, 0, 2)
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1 # Grafico

> plot (X1, X2, pch = 21, bg = "skyblue", col = "gray30",
3 xlim = ¢(0,2), ylim = c(0,2), asp = 1,
4 xlab = expression(X[1]), ylab = expression(X[2]),

5 main = "")

7 # Valor esperado

s points(1, 1, pch = 4, col = "red", lwd = 3, cex = 2)
o |
[}
v |
o O
X =
v |
o
o |
o
| I T I |
0.0 0.5 1.0 15 2.0
X;

Figura 3.4. Grafico dos pontos simulados de um vetor aleatério X com
distribuigao uniforme no quadrado [0, 2] x [0, 2], com destaque de E(X).

Exemplo 3.6

Determine o valor esperado do vetor aleatério X introduzido no Exemplo 3.3.
SOLUCAO:
Para todo k = 1,2, 3, temos X}, ~ Normal(0, 1). Logo, E(X}) = 0 e, consequente-

mente,
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E(X:)] o
E(X) = |E(X,)| = |0] = 0.
E(X;)| |0

Antes de analisarmos as propriedades do valor esperado de um vetor aleatorio, é
importante lembrar que muitas das regras que conhecemos do valor esperado escalar (isto
é, para variaveis aleatérias unidimensionais) também se estendem de forma natural para
o caso vetorial. Essas propriedades sao fundamentais para a manipulacao de expressoes
envolvendo vetores aleatérios e aparecem com frequéncia em aplicagoes praticas. A
seguir, apresentamos um conjunto de propriedades que mostram como o valor esperado se
comporta frente a operagoes lineares com vetores e matrizes. Essas propriedades facilitam
muito os célculos em Estatistica Multivariada, especialmente quando lidamos com modelos

lineares ou transformacoes lineares de vetores aleatérios.

Resultado 3.1: Propriedades do valor esperado de um vetor aleatdrio

Seja p um numero inteiro positivo. Considere os vetores aleatorios X e Y em RP.

O wvalor esperado de vetores aleatorios possui as seguintes propriedades.
(a) E(aX) = aE(X), qualquer que seja a constante a € R.
(b)) E(X+Y)=EX)+EY).
(c) E(a"X) = a"E(X), qualquer que seja o vetor de constantes a € RP.

(d) E(a™X +b'Y) = a"E(X) 4+ b'E(Y), quaisquer que sejam os vetores de
constantes a € R” e b € RP.

(e) E(AX) = AE(X), qualquer que seja a matriz de constantes A € M y,(R),

em que ¢ ¢ um numero inteiro positivo.

(f) E(AX + BY) = AE(X) + BE(Y), quaisquer que sejam as matrizes de
constantes A € My ,(R) e B € M,,(R), em que ¢ é um numero inteiro

positivo.

(9) E(AX +b) = AE(X) + b, quaisquer que sejam a matriz de constantes A €
M

4xp(R) e o vetor de constantes b € R?, em que ¢ é um nimero inteiro positivo.
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DEMONSTRACAO:

(a) Pela definicao do vetor de médias e por propriedades do valor esperado de

variaveis aleatorias, segue que

]E(aXl) CL]E(Xl) ]E(Xl)
E(aX) := : = : =al| =aE(X).
E(aX,) ak(X,) E(Xp)

(b) Pela defini¢do do vetor de médias e pela linearidade do valor esperado para

variaveis aleatorias, temos

E(X;+ Y1)
E(X+Y):= :
E(X, +Y})

E(X1) + E(Y1)

(¢) Note que

a’T)(:[a1 ap} :a1X1_|_..._|_apo_
Xp
Logo, a' X é uma varidvel aleatéria. Assim, pela linearidade do valor esperado

para variaveis aleatorias, temos

Ela"X)=E(a;X; + -+ a,X,)
=E(a1 Xy) + - + E(ap, X))
= aE(Xy) + -+ a,E(X))
= aE(Xy) + -+ a,E(X})
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(d) Aplicando o resultado do item (b), seguido do resultado do item (c), temos

Ea'X +5'Y)2EW@ X)+Eb'Y) 2 a E(X) + b E(Y).

(e) Note que

ap ccoap| X1 anXi + -+ apX,
AX =1 o = :
Gqr -+ Agp] [ Xp aqp X1 4+ agp Xy

Logo, pela definicao de esperanca de vetores e linearidade do operador esperanca,

temos

E(a X;+ -+ a1po)
E(AX) = :
_E(aqul + ot agXp)

_allE(Xl) +eeet alpE(Xp)

_aqlE(Xl) +eoet aqu(Xp)

[ alp ]E(Xl)
[@q1 =" Ggp E(Xp)
= AE(X).

(f) Aplicando o resultado do item (b), seguido do resultado do item (e), temos

E(AX + BY) Y E(AX) + E(BY) ¥ AE(X) + BE(Y).

(9) Aplicando o resultado do item (b), seguido do resultado do item (e), temos
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E(AX +b) YE(AX) + E(b) 2 AE(X) + b.

Note que usamos E(b) = b, pois b é um vetor de constantes.

Exemplo 3.7

Seja X um vetor aleatério em R* em que as componentes sio mutuamente
independentes e X, ~ Bernoulli(f), em que 0 < § < 1, k = 1,2,3,4. Determine os

seguintes valores esperados.

(a) Use as propriedades do Resultado 3.1 para determinar E(1T X)), em que 1 € R*

é o vetor de uns.

(b) Qual é a distribuicio da varidvel aleatéria 17 X? O resultado do item (a) é

consistente com valor esperado atrelado a essa distribuigao?

(¢) Use as propriedades do Resultado 3.1 para determinar E(a' X + 5), em que
a" =1 2 3 4.

(d) Podemos afirmar que a distribuicio de a” X + 5 é Binominal? Por qué?
SOLUCAO:

(a) Pelo item (c) do Resultado 3.1, segue que

=
.

1

=

2

EQ'X)=1"E(X)=[1 1 1 1] i

&=

3

=
.

4

(X1)

E ; CE(X) + e+ E(X) = 40,
(X4)

pois E(X;) = --- = E(Xy) = 0.

(b) Note que 1" X = X; +---+X,. Logo, a variavel aleatéria 17 X trata-se de uma
soma de varidveis aleatérias independentes todas com distribuicdo Bernoulli(6),
0 <6 < 1. Logo,

1"X = X; + -+ X4 ~ Binomial(n = 4,6).
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Da teoria de distribuigoes, sabemos que para uma varidavel aleatéria Y ~
Binomial(n, #), temos E(Y) = nf. Logo, como esperado e desejado, E(1T X) =

nf = 46, o que ¢é consistente com o resultado obtido no item (a).

(¢) Como a' X é uma variavel aleatéria
E(a'X +5)=E(a'X) +5.
Logo, pelo item (¢) do Resultado 3.1, segue que

E(a'X +5)=a E(X) +5

E(X1)
B E(X>)
=1 2 3 4 E(X.) +5
E(Xy)
— E(X1) + 2E(Xs) + 3E(X3) + 4E(X,) + 5
— 106 + 5,
pois E(X;) =--- =E(Xy) = 6.

(d) Nao podemos afirmar que a distribuicio da varidvel aleatéria a'X + 5 é
Binomial, pois, embora as variaveis aleatorias sejam independentes com a mesma
distribuicdo Bernoulli(f), a distribuicdo Binomial exige soma de Bernoullis
equiponderadas (i.e., com mesmo coeficiente). Com efeito, o termo constante
(+5) desloca o suporte para fora do padrao {0,1,...,n} das distribuigoes

binomiais.

Exemplo 3.8

Seja X um vetor aleatério em R®, com componentes independentes e X ~
Normal(k, k?), k = 1,2, 3. Considere a matriz A € My 3(R) tal que

1 -1
A= 0 .
2 4 -3

(a) Use as propriedades do Resultado 3.1 para determinar E(AX).
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b) Qual é a distribuicio de probabilidade da varidvel aleatéria a] X + a) X, em
( ¢ 1 2

que a; e a, sdo a primeira e a segunda linha da matriz A, respectivamente.

SOLUCKO:

(a) Pelo item (e) do Resultado 3.1, segue que

E(AX) = AE(X)

. - [Ex
|1 o] [EXW
= E(Xa)
2 4 -3
- - |E(X5)
[t -1 0]
2 4 -3
[
11

pois E(X}) = k, para todo k = 1,2, 3.

(b) Note que a] X = X; — Xy e ag X = 2X; +4X, — 3X3. Logo, a{ X +ay X =
3X1+3X5—3X3. Como a combinacao linear de variaveis aleatérias independentes

e normalmente distribuidas possui distribuicao normal, segue que
a; X +ay, X =3X; +3X, — 3X3 ~ Normal(0, 126),
pois

E(a; X +ay, X) =3E(X;) +3E(X,) —3E(X3) =3x (1+2-3)=0

Var(a] X +ay X) = WVar(X,))+9Var(Xy)+9Var(Xs) = 9x (1+449) = 126.

Em problemas com multiplas varidveis, ¢ comum considerarmos uma amostra aleatéria

e
de tamanho n de um vetor aleatorio X = [X 1 o X } em RP. Podemos organizar essa

p
amostra em uma matriz aleatoria X em M, y,(R). Por exemplo, cada linha representa
uma unidade amostral (ex.: um individuo) e cada coluna uma variavel (ex.: altura, peso,

etc.).
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Definicao 3.4: Matriz aleatdria

Sejam n e p nimeros inteiros positivos. Uma matriz aleatoria X em M, ,(R)
é uma matriz cujas entradas sao varidveis aleatorias definidas no mesmo espaco de

probabilidade, i.e.,

Xll X12 T le
X = )(.21 )('22 T AXV'Qp
an Xn2 T an

Para descrever o comportamento médio dessa matriz, usamos a matriz de médias
populacionais, que contém os valores esperados de cada variavel. Essa ideia sera funda-
mental mais adiante, quando estudarmos a matriz de variancias e covariancias e também

as distribui¢oes multivariadas, como a normal multivariada.

Definicao 3.5: Valor esperado de uma matriz aleatéria

Sejam n e p nimeros inteiros positivos. O wvalor esperado de uma matriz aleatoria
X em M,y,(R), denotado por E(X), é uma matriz cujas entradas sdo os valores

esperados das varidveis aleatérias que compoem a matriz X, i.e.,

E(X1) E(Xi2) E(X1p)
E(X) — E(Xa1) E():Qz) E(Xa2p)
E(Xn1) E(Xn2) E(Xnp)

Exemplo 3.9

Seja X uma matriz aleatéria em Msyo(R) tal que

-2 0
0 2

E(X) =

Considere as matrizes de constantes A € M3.2(R) e B € My,3(R) tais que
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! ! 1 1 2
A=|-1 0 e B= .
0 0 —1
0 1
Defina Y = AX B. Verifique que Y é uma matriz aleatéria e determine seu valor
esperado.
SOLUCAO:
Como X é um vetor aleatério, Y = AX B é uma matriz aleatoria em M;y3(R)
tal que
Y =AXB
1
1 [Xu X12] [1 12 ]
| Xy Xl |0 0 —1
0 1 21 K22
X1+ X1 Xip+ X
- 11;'( 21 12X 201 1
= 11 12 00 —1
! —Xo2
X+ Xor X+ Xor 2X41 4+ 2X9 — Xip — X
= — X1 — X1 —2X11 + X2
—Xo —Xo —2X91 + X9

Logo, a matriz de médias E(Y") é dada por

E(X11) + E(Xo) E(X5) +E(X21) 2E(Xq1) 4+ 2E(Xs) — E(X2) — E(Xa9)
—E(X11) —E(X1) —2E(X1;) + E(X12)
—E(Xm) —E(Xgl) —QE(Xm) + E(XQQ)

Uma vez que conhecemos o vetor de médias E(X) segue que

—2 —2 —6
EY)=|2 2 4
0 0 2

As demonstragoes das propriedades envolvendo o valor esperado de matrizes aleatorias,
que enunciaremos a seguir, seguem ideias muito semelhantes as que ja vimos para vetores

aleatérios. A chave estd em aplicar a linearidade do valor esperado a cada entrada X;;
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da matriz. Por isso, deixamos essas demonstragoes como exercicio para o leitor (ver
Exercicio 8 da Lista 2).

Resultado 3.2: Propriedades do valor esperado de uma matriz aleatéria

Sejam n e p nimeros inteiros positivos. Considere o vetor aleatério X em RP e a

matriz aleatéria Y em M,,»,(R). As seguintes propriedades sao vélidas.
(a) E(Xa') =E(X)a'", qualquer que seja o vetor de constantes a € R,

(b) E(Xa'+B) = E(X)a' + B, quaisquer que sejam o vetor de constantes a € R?

e a matriz de constantes B € M,y (R).
(c) E(a"Xa") =a"E(X)a', qualquer que seja o vetor de constantes a € RP.

(d) E(AXb'") = AE(X)b', quaisquer que sejam a matriz de constantes A €
Myx»(R) e o vetor de constantes b € RP.

(e) E(aX "+ B) = aF(X)" + B, quaisquer que sejam o vetor de constantes a € R?

e a matriz de constantes B € M,y ,(R).

(f) E(AY B) = AE(Y)B, quaisquer que sejam as matrizes de constantes A €
Myxn(R) € B € M,y (R).

DEMONSTRACAOQ: Exercicio.

Exemplo 3.10

Considere a matriz aleatoria Y introduzida no Exemplo 3.9. Verifique que a matriz
de médias E(Y') também pode ser obtida utilizando o item (f) do Resultado 3.2.

SOLUCAO:
De fato, pelo item (f) do Resultado 3.2, segue que

E(Y) = E(AX B)
— AE(X)B
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00 —1
0 -2
2 -2 —6
=12 2 4
0O 0 2
Portanto,
-2 -2 —6
EY)=|2 2 4],
0O 0 2

0 que ¢ consistente com a matriz de médias encontrada no Exemplo 3.9.

Exemplo 3.11

Seja X um vetor aleatério em R? cujo vetor de médias é dado por p = E(X).
Considere a matriz aleatéria Y em M, ,(R) dada por Y = (X — u)(X — p)".

Utilize as propriedades do Resultado 3.2 para mostrar que
E(Y)=E|[(X —p)(X —p) | =E(XXT) - pp.

SOLUCAOQ: Pelos itens (a), (b) e (€) do Resultado 3.2, segue que

E[(X —p)(X —p) | =E[(X —p)(X" —p")]

XXT—Xp' —pX "+ pp']

—

E
E
U
E
E

—~
=

—
IS
g

XX")-E(Xp") —E@X")+E(pp’)
) —E(X)u" —E(uX)" +pp'
XX")-E(X)p" — pE(X)" + pp’

e

(
(XX’
(

—
~

E(XX")—pp" —pp' +pp’
E(XX")—pp'.

CE[(X —p)(X - )| =B(XXT) - ppl
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3.3 Matriz de variancias e covariancias de um vetor
aleatério

Nesta secao, estudaremos a matriz de variancias e covariancias de um vetor aleatorio,
uma generaliza¢ao natural do conceito de variancia no contexto univariado. Assim como
a variancia mede a dispersao de uma tunica variavel aleatoria em torno de sua média, a
matriz de covariancias descreve a variabilidade conjunta entre as componentes de um
vetor aleatério — tanto a variabilidade individual de cada componente quanto a relagao
linear entre elas. Veremos que essa matriz desempenha um papel central na Estatistica
Multivariada, sendo fundamental para o estudo de distribui¢oes, estimacao e analise da

estrutura de dependéncia entre variaveis.
Definicao 3.6: Matriz de variincias e covaridncias de um vetor aleatério

Seja p um numero inteiro positivo. A matriz de variancias e covariincias de um

vetor aleatério X em RP, denotada por Cov(X), é uma matriz ¥ € M,.,(R) tal que

Var(Xy)  Cov(Xy1,X2) -+ Cou(Xy, X))
Con(X) — Cov()f'g,Xl) Var.(Xg) Cov(){g,Xp)
Cov();'p,Xl) Cov();’p,Xg) Var'(Xp)
011 012 -+ O1p
R )
Opt Op2 ' Opp

Como vimos no Capitulo 2, 3 é a matriz de variancias e covariancias populacionais.

Exemplo 3.12

Considere o vetor aleatério X introduzido no Exemplo 3.1, em que p : R? — [0, 1]

é tal que
21\ 79 0 1 | P(Xy =xy)
0 2/20 6/20 8/20
1 6/20 6/20 12/20
P(Xy = x9) | 8/20 12/20 1
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para € {0,1}* e p(x) = 0 caso contrario. Determine a matriz de variancias e

covariancias X do vetor aleatério X.

SOLUCAO:
Como vimos no Exemplo 3.1, as variaveis aleatorias X; e X5 sao identicamente
distribuidas, i.e., X; ~ Bernoulli(12/20) e X3 ~ Bernoulli(12/20). Logo,

12 8 6
o11 = VCLT(Xl) = % X % = ?5 = VCLT(XQ) = 022.

No Exemplo 3.1, vimos também que X; e X5 nao sao independentes. Logo, precisamos

determinar a covariancia entre essas variaveis. Nesse sentido, primeiramente, fazemos

E(X1X2) = Z Z T129p(T1, T2)

x1=0 x2=0
2 6 6 6
—<0Xm>+<oxm>+<ox2a>+(“2@)
_ 6
207

Logo,

019 = CO’U(Xl,XQ)
= E(X1Xo) — E(X1)E(X,)
6 <12 12)
= — — — X —
20 20 20
3
50

Portanto, a matriz de varidancias e covariancias X do vetor aleatorio X é

5 = Cov(X) = [6/25 —3/50] |

—3/50  6/25
Exemplo 3.13

Considere o vetor aleatério X introduzido no Exemplo 3.2, em que a funcao
densidade de probabilidade f : R* — [0, +oo[ é tal que
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—_

fa) = 7 sexE 0,2] x [0, 2],
0

caso contrario.

Determine a matriz de variancias e covariancias X do vetor aleatério X.

SOLUCAO:

Como vimos no Exemplo 3.2, as variaveis aleatérias X; e X5 sdo identicamente
distribuidas, i.e., X; ~ Uniforme(0,2) e X3 ~ Uniforme(0,2). Da teoria de distribui-
gOes, sabemos que para uma variavel aleatoria Y ~ Uniforme(a, b), em que a e b sdo

b—a
nimero reais tais que a < b, temos Var(Y) = BTE Logo,

2 1
o11 = VCLT(Xl) = E = 6 = VQT(XQ) = 022.
No Exemplo 3.2, vimos também que X; e X5 sao independentes. Logo,
012 = CO’U(X1, XQ) =0= COU(XQ, Xl) = 091.

Portanto, a matriz de variancias e covariancias 3 do vetor aleatorio X é

Y=Cow(X)= {1é6 1(/)6] .

Exemplo 3.14

Determine a matriz de variancias e covariancias 3 do vetor aleatério X introduzido
no Exemplo 3.3, em que X;, X5 e X5 sdo varidveis aleatérias independentes tais que
X% ~ Normal(0, 1) para k = 1,2, 3.

SOLUCAO:

Como para cada k = 1,2, 3, temos X}, ~ Normal(0, 1), segue que
Okk — VCL?"(Xk) =1.
Desde que X, X5 e X, sao variaveis aleatérias independentes, temos

Oik — CO’U(Xi,Xk) =0
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para todo ¢,k = 1,2,3 com i # k. Portanto, a matriz de variancias e covariancias X

do vetor aleatério X é

Y=Cow(X)= = I,

o O =
O = O
_ O O

em que I3 denota a matriz identidade de ordem 3 x 3.

Antes de estudarmos algumas propriedades da matriz de varidncias e covariancias
de um vetor aleatério, vale destacar que muitas delas sao extensoes naturais das regras
conhecidas no caso univariado. Assim como o valor esperado, a matriz de variancias
e covariancias apresenta um comportamento bem estruturado frente a transformagoes
lineares, o que é essencial na Estatistica Multivariada. Essas propriedades nao apenas
facilitam calculos algébricos, mas também formam a base tedrica para o desenvolvimento
de técnicas como modelos lineares multivariados, analise de componentes principais, analise
de discriminante e outras aplicagoes. A seguir, apresentamos um conjunto de propriedades
que nos mostram como a matriz de variancias e covariancias se comporta sob operacoes

lineares com vetores e matrizes.

Resultado 3.3: Propriedades da matriz de varidncias e covariincias

Seja p um nimero inteiro positivo. Considere o vetor aleatério X em RP. A matriz

de variancias e covariancias de vetores aleatérios possui as seguintes propriedades.
(a) Cov(X) =E [(X — p)(X — p)"], em que p = E(X).
(b) Cov(aX) = a?Cov(X), qualquer que seja a constante a € R.
(¢) Var(a"X) = a'Cov(X)a, qualquer que seja o vetor de constantes a € RP.

(d) Cov(AX) = ACov(X) A", qualquer que seja a matriz de constantes A €
M,

oxp(R), em que ¢ é um nimero inteiro positivo.

(e) Cov(AX +b) = ACou(X) A", quaisquer que sejam a matriz de constantes
A € M, ,(R) e o vetor de constantes b € RY, em que ¢ é um ntmero inteiro

positivo.
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Resultado 3.3

DEMONSTRACAO:

(a) Note que (X — p)(X — p)" é uma matriz de ordem p X p que pode ser escrita

da seguinte maneira

—X1 — M1
(X —p)(X —p)" = : [Xl—ul Xp—up]
| Xp — Hp
_(Xl - Ml)(X1 - Ml) s (Xl - M1)(Xp - Mp)
_(Xp - Mp)(Xl - Nl) T (Xp - Mp)(Xp - Hp)

Logo, o valor esperado de (X — p)(X — p)" é a matriz de médias

E (X1 —p)(X1i— )] - E[(X1 = ) (Xp — )]
E[(X-p)(X-p'|= : - :

E (X —wp)(Xa — )] - E(Xp — 1) (Xp — )]
Por um lado, sabemos que para cada k = 1,2,...,p, a variancia da variavel

aleatéria X, é definida da seguinte maneira
o = Var(Xy) == E [(Xx — p)?] = E[(Xi — ) (X — 1) -

Por outro lado, para cada i,k = 1,2,...,p com ¢ # k, a covaridncia entre as

variaveis aleatérias X; e X é dada por
oir = Cov(X;, Xi) = E[(X; — pi)(Xg — )] = Cov(Xy, Xi) = o

Portanto, podemos reescrever a matriz de médias E [(X — ) (X — ,u,)T} da

seguinte maneira

E(X-p(X-p'|=]: - i |=CouX)

O’pl e 0'pp

(b) Defina p := E(X). Pelo item (a) do Resultado 3.1, sabemos que
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E(aX) = dE(X) = ap.
Logo, pelo resultado do item (a) provado anteriormente, segue que

Cov(aX) =E [(aX — ap)(aX —ap)"|
=B |a(X — p)(X — p) d]
=a’E (X —p)(X —p)']|
= a’Cov(X).

(¢) Defina p :=E(X). Pelo item (c¢) do Resultado 3.1, sabemos que
E(a"X)=a'E(X)=a'p.

Logo, pelo resultado do item (a) provado anteriormente, segue que

@ x)  (a'n)

(X"a— )

|

o
_'
>
|
E

em que (c) refere-se ao item (c) do Resultado 3.2.

(d) Defina p :=E(X). Pelo item (e) do Resultado 3.1, sabemos que
E(AX)=AE(X) = Ap.
Logo, pelo resultado do item (a) provado anteriormente, segue que

Cov(AX) =E [(AX — Au)(AX — Ap)"]

E
E{A[X - p][(AX)" - (Ap) ]}
E[A(X —p) (XTAT—p’AT)]
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—EJAX -p)(X - p")AT]
=E|AX - p)(X —p) AT]
LAE[(X —p)(X — )] AT
= ACov(X)AT,

em que (f) refere-se ao item (f) do Resultado 3.2.

(e) Defina g :=E(X). Pelo item (g) do Resultado 3.1, sabemos que
E(AX +b)=AE(X)+ b= Au+b.
Logo, pelo resultado do item (a) provado anteriormente, segue que

Cov(AX +b) =E[(AX +b— Ap—b)(AX +b— Ap—b)']
=E[(AX — Ap)(AX — Ap)"]|
= Cov(AX)
= ACov(X)AT,

em que a ultima desigualdade segue da propriedade (d) provada anteriormente.

Exemplo 3.15

Considere o vetor aleatorio X introduzido no Exemplo 3.7.

(a) Use as propriedades do Resultado 3.3 para determinar Var(1'X), em que
1 € R* é o vetor de uns.

(b) Sua resposta para o item (a) ¢ consistente com o esperado da varidvel aleatéria

1" X pela teoria de distribuicdes?

(¢) Use as propriedades do Resultado 3.3 para determinar Var(a' X + 5), em que
a" =1 2 3 4.
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SOLUCAO:
(a) Como Xj,..., X, sdo varidveis aleatérias independentes, temos
oir = Cov(X;, Xi) =0,

para todo i,k = 1,2,3,4 com i # k. KEssas varidveis possuem distribuicao

Bernoulli com parametro 6, 0 < 6 < 1, entao
Okl — VCL’I‘(Xk) = 9(1 - 9),

para todo k = 1,2,3,4. Logo, a matriz de varidncias e covariancias do vetor

aleatério X é

O(1—6) 0 0 0
Cov(X) = 0 -9 0 o= 0(1 — 0)I
0 0 61-6 0 v
0 0 0 6(1—0)

em que Iy denota a matriz identidade de ordem 4 x 4. Pelo item (c¢) do Resultado

3.3, temos

Var(1"X) =1"Cov(X)1

=1 1 1 1]ea-o1r,

— = =

=01-0)[1 11 1

— = = =

— 40(1 — 0).

S Var(1TX) = 46(1 — 0).

(b) A varidvel aleatéria 1" X = X + --- + X4 é uma soma de variaveis aleatérias

independentes com a mesma distribui¢ao Bernoulli com parametro 6, 0 < 6 < 1.
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Logo, 1" X = X; + -+ + X, ~ Binomial(n = 4, ). Da teoria de distribuicdes,
sabemos que para uma varidvel aleatéria Y ~ Binomial(n, #), temos Var(Y) =
nd(1 — 6). Portanto, Var(a'X) = nf(1 — 0) que, como esperado e desejado, é

consistente com o resultado que obtivemos no item (a).

(¢) Usando a matriz de varidncias e covariancias do vetor aleatério X obtida no

item (a), segue, pelo item (¢) do Resultado 3.3, que

Var(a'X) =a'Cov(X)a

=1 2 3 4001 -0)1,

O

=0(1-0)[1 2 3 4]

O

= 300(1 — 6)

S Var(a"X) =300(1—6).

Exemplo 3.16

Considere o vetor aleatorio X introduzido no Exemplo 3.8.

(a) Use as propriedades do Resultado 3.3 para determinar a matriz de varidncias e
covariancias Cov(AX).

(b) Qual é a distribui¢do do vetor aleatério AX?
SOLUCAO:
(a) Como Xy, X, e X3 sdo varidveis aleatorias independentes, temos

o = Cov(X;, Xi) =0,
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para todo i,k = 1,2,3 com i # k. Para cada k = 1,2,3, X}, ~ Normal(k, k?),
entao
Okl = V&T(Xk) = k2.

Logo, a matriz de variancias e covariancias do vetor aleatorio X ¢

1 00
Cou(X)=10 4 0
009
Pelo item (d) do Resultado 3.3, temos
Cov(AX) = ACou(X)A"
- 10 0][1
1 -1 0
= 0 0 -1
2 4 —3]
- 0 9910 =3
' 1 2]
1 -4 0 ] {
= 1 4
2 16 =27
L O _ |
5 -
|- 149
5 —14
Cov(AX) = :
—14 149
Como
Lo o] X, — X
AX == X2 — ! 2
2 4 =3 x 2X; +4X9 — 3X;5
3

e as variaveis X1, X5 e X3 sao normalmente distribuidas e independentes, segue
que cada entrada do vetor aleatério é uma variavel aleatéria normalmente
distribuida. Como veremos no préximo capitulo, essa caracteristica faz com que

o vetor aleatério AX tenha distribuicdo normal bivariada com vetor de médias
—1
E(AX) = . (ver Exemplo 3.8) e com matriz de varidncias e covaridncias

Cov(AX), como encontrada no item (a).
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Exemplo 3.17: Esperanca de uma forma quadratica

Seja X um vetor aleatério em RP com vetor de médias populacionais g € RP e

matriz de varidncias e covariancias ¥ € M,,,(R). Mostre que
E(XTAX) =tr(AX)+u' Ap,

em que A € M,y,(R) é uma matriz de constantes.

SOLUCAO:
Note que X ' AX é uma forma quadritica em X. Logo, possui dimensdo 1 x 1,

sendo, portanto, uma variavel aleatoria. Nesse sentido, temos
X'TAX =tr(XTAX),

ja que o trago de um escalar é o préprio escalar. Logo,

W (AS) + tr(AppT)

© tr(AS) +tr(u" Ap)
W (A + uT Ap,

em que (i) deve-se ao fato de que tr(BCD) = tr(DCB) quaisquer que sejam as
matrizes B, C' e D em que o produto esteja bem definido; (i7) segue das defini¢oes
de trago e valor esperado de uma matriz aleatéria; (iii) segue do Exemplo 3.11; (iv)
deve-se ao fato de que o trago da soma é a soma dos tragos; (vi) deve-se ao fato
de p" Ay ser um nimero e o traco de um escalar, como ja discutimos, ¢ o préprio

escalar; e (e) deve-se ao item (e) do Resultado 3.1.
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Seja X um vetor aleatério em R3 cujas componentes sdo varidveis aleatérias

independentes com distribuicao normal padrao.
(a) Use o Exemplo 3.17, para encontrar E (XTX>

(b) Qual é a distribuicio da forma quadratica X ' X? Sua resposta para o item
(a) é consistente com o esperado da varidvel aleatéria X "X pela teoria de

distribuig¢oes?
SOLUCAO:
(a) Como Xj, X, e X3 sdo varidveis aleatorias independentes, temos
o = Cov(X;, Xi) =0.

para todo i,k = 1,2,3 com 7 # k. Todas as trés varidveis possuem distribuicao

normal padrao, entdo p = E(X;) =0e
Okl — VCLT(Xk) = 1,
para todo k = 1,2,3. Logo, o vetor de médias pu e a matriz de variancias e

covariancias X do vetor aleatorio X sao, respectivamente,

0
p=10=0;3 e X=Cov(X)= = I,
0

o O =
o = O
_ o O

em que 03 é o vetor nulo de R? e I5 é a matriz identidade de ordem 3 x 3. Pelo
Exemplo 3.17,

E(X'X)=E(X'I;X)
tT(IgE) + HTIgu

=tr(Z)+0'0
= 3.
SEXTX) =3

(b) Note que a forma quadratica X ' X = X7 4 X2 4 X2 é uma soma de quadrados
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de variaveis aleatorias independentes com distribuicdo normal padrao. Logo,
X'X = X2+ X2 + X2 ~ x3. Da teoria de distribuigoes, sabemos que para
uma varigvel aleatéria Y ~ x2, temos E(Y) = n. Portanto, E(X ' X) = 3 que,

como esperado e desejado, é consistente com o resultado que obtivemos no item

().

Quando temos uma tnica variavel, a variancia costuma ser usada para medir o quanto
esperamos que os dados variem em torno da média. No entanto, quando p varidveis sao
observadas simultaneamente em uma mesma unidade amostral (ou seja, em um contexto
multivariado), usamos a matriz de varidncias e covariancias para descrever essa variagao
conjunta. Em certas situacoes, pode ser util resumir toda essa variagao multivariada em
um unico nimero. Duas formas comuns de fazer isso envolvem o uso da wvariincia total

populacional e da variancia generalizada populacional.

Definicao 3.7: Variancia total de um vetor aleatorio

Seja p um numero inteiro positivo. A wvariancia total de um vetor aleatéorio X em
RP, com matriz de varidncias e covariancias 3 € M,y,(R), é a soma dos elementos da

diagonal principal de X, i.e., o traco de X:
tr(E) =011 +0909+ -+ Opp-

Essa medida de variabilidade também é conhecida como wvariancia total populacional.

Vale observar que a variancia total populacional nao leva em conta a estrutura de
correlacao linear entre as variaveis — ela considera apenas as varia¢oes individuais de cada
uma. Apesar dessa limitacdo, a variancia total pode ser bastante 1til em contextos nos
quais desejamos obter uma medida geral da variabilidade do conjunto de varidveis, sem
nos preocuparmos com as inter-relagoes entre elas. Por exemplo, ao comparar dois grupos
de individuos em termos de variaveis como altura, peso e pressao arterial, a variancia total
pode fornecer um resumo simples e informativo da variabilidade conjunta de cada grupo.
Assim, ela é uma ferramenta pratica quando o objetivo é apenas quantificar o “tamanho”

da variabilidade total, e ndo entender como as variaveis se relacionam entre si.
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Exemplo 3.19

Considere dois grupos de pacientes avaliados em relagao a duas variaveis: pressao
sistolica (X1, em mmHg) e indice de massa corporal (X,, em kg/m?). Suponha que

as matrizes de varidncias e covariancias populacionais para cada grupo sejam
100 10 120 5
21 = e 22 = .
10 25 5 30
(a) Determine a variancia total populacional de cada grupo.

(b) Qual grupo apresenta maior variabilidade total nas variaveis analisadas?

SOLUCAO:

(a) A varidncia total populacional de cada grupo é dada pelo trago da matriz de

variancias e covariancias, ou seja, pela soma das varidncias individuais:

(1) = 100425 =125 e tr(52) = 120 + 30 = 150.

(b) Como tr(X%e) > tr(X;), o grupo 2 apresenta maior variabilidade total nas

variaveis analisadas.

Exemplo 3.20

Considere dois grupos em que avaliamos duas varidveis: renda anual (X, em
milhares de reais) e satisfagdo com a qualidade de vida (X5, em uma escala de 1 a
10). Suponha que as matrizes de variancias e covaridncias populacionais para os dois

grupos sejam

21:

400 12 1600 24
e 22 = .
12 4 ] { 24 4 ]

(a) Determine a variancia total populacional de cada grupo.

(b) Com base nos valores obtidos, qual grupo apresenta maior variabilidade total

nas varidveis analisadas?

(c¢) H& alguma varidvel que domina a variancia total? Comente o impacto disso na

interpretacao dos resultados.
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Exemplo 3.20

SOLUCAO:

(a) A varidncia total populacional de cada grupo é dada pelo trago da matriz de

variancias e covariancias, ou seja, pela soma das variancias individuais:

tr(31) =400+ 4 =404 e tr(S,) = 1600 + 4 = 1604.

(b) Como tr(X,) > tr(X;), o grupo 2 apresenta maior variabilidade total nas

variaveis analisadas.

(¢) Observe que a varidvel X, (satisfagdo) tem a mesma variancia nos dois grupos,
mas a variavel X; (renda) apresenta uma escala quatro vezes maior no grupo 2.
Isso mostra que a varidncia total estd sendo fortemente influenciada pela escala
da renda. Esse dominio de uma variavel pode mascarar a contribui¢ao da outra,
especialmente quando usamos a variancia total para comparar variabilidade
entre grupos. A variancia total do grupo 2 é muito maior, mas isso ocorre
principalmente porque a variavel renda estd em uma escala muito mais alta.
Assim, a variancia total é dominada pela varidvel de maior escala, mesmo que

as variagoes relativas entre os grupos nao sejam tao diferentes.

Quando as variaveis estao em escalas muito diferentes, como no exemplo anterior, a
variancia total populacional pode nao representar adequadamente a variabilidade conjunta
do sistema. Isso acontece porque essa medida soma as variancias individuais, sem considerar
as unidades de medida, escalas ou as correlacoes entre as varidveis. Por ser simples de
calcular e interpretar, a variancia total é til como uma medida inicial de dispersao. No
entanto, ela pode mascarar relagoes importantes entre os dados. Em situagoes que exigem
uma visao mais completa da variabilidade multivariada, é preferivel utilizar medidas
alternativas, como a variancia generalizada, que incorpora toda a estrutura de covariancia

entre as variaveis.

Definicao 3.8: Varidncia generalizada de um vetor aleatdrio

Seja p um nimero inteiro positivo. A variancia generalizada de um vetor aleatério
X em RP, com matriz de varincias e covaridncias X € M,y,(R), é o determinante
de X, i.e., |X|. Essa medida de variabilidade também é conhecida como varidncia

generalizada populacional.
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Uma interpretagdo geométrica de || pode nos ajudar a apreciar seus pontos fortes
e fracos como um resumo descritivo da variabilidade conjunta do sistema. No entanto,
para ganharmos intuicao em relagao a essa interpretagao, vamos considerar a variancia
generalizada amostral |.S,,|, em que S,,, com vimos no Capitulo 2, é a matriz de varidncias
e covariancias amostrais.

Sejam x; € R” um vetor de n observagoes da variavel X; e &5, € R™ um vetor de n

observagoes da variavel X,. Considere os vetores d; € R" e dy € R" tais que

T11 — Ty T12 — T3

To1 — T1 Tog — T2
d, := ) edy =

Tp1 — T1 Tp2 — T2

O vetor dy é conhecido como vetor de desvios da variavel X; e dy é conhecido como vetor
de desvios da variavel X,. Da algebra linear no R", sabemos que os tamanhos dos vetores

d, e dy podem ser expressos pelas suas normas Euclidianas, i.e.,

|dy]| = Zd% = Z(l‘ﬂ —11)?,
j=1 =1

n n
._ 2 _
”d2” = Zdﬂ = Z Tjo — 1’2
7j=1 7j=1
Nesse sentido, a geometria analitica, nos permite construir o diagrama da Figura 3.5.

_—— e e e e e e e e e e e e e e —————

h=|d,|sin@ -

) d.
Figura 3.5. Paralelogramo formado a partir do dngulo entre os vetores de desvios d; e ds.

Note que a area do paralelograma é dada por

area = ||dy||h
= [Ida|llldy [} sin(6)

= [lda[[l[d2]ly/1 = cos*(6),

em que a ultima igualdade deve-se & identidade trigonométrica sin®(#) + cos?(6) = 1.
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A correlacao amostral entre X; e Xy pode ser escrita da seguinte maneira

512

B 1@y — T) (2o — To)
N V(e — 31)2 S (22 — 72)?
_ > i1 djidyo

Vi &1y &

() d1Td2
[di]|?|d2?

@) < dj,dy >
[di]]?]|d |2

e cos(6),

em que (7) segue da definicio dos tamanhos dos vetores de desvios, (ii) segue da defini¢do
do produto interno induzido pela norma Euclidiana e (éi7) da definigdo do cosseno do
angulo entre dois vetores. Dessa forma, podemos reescrever a covariancia amostral em
termos do produto interno dos desvios e as variancias amostrais em termos das normas

dos desvios (ver Exercicio 4 da Lista 1). Com efeito,

1 & 1 & 1 1
= 1 — 1) (Tjp — T2) = — > dpndjy = —djdy = — < dy, dy >,
512 n;(mﬂ 531)(1:32 o) n= itz = 0 G2 = 1, d2
1 & _ ., 1 1
= — 1 — = — d2 —_ — d 2
S11 n;($]1 xl) n;_l: 31 TLH IH )
1 & _ ., 1 & 1
5922 njz:l(l‘ﬂ 172) nj:1 52 n” 2||
Portanto,

drea = \/ns1i\/NSo\/1 — 13y = n\/311522(1 —r19)2. (3.1)

Por outro lado, o determinante |S,,| da matriz de varidncias e covariancias pode ser

escrito da seguinte maneira

511 S12
|Sn| =

S91 S22

= 511822 — S12521

2
= 511522 — S19
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82

12
= 811822 — S11S22—
511522
_ 2
= 8511522 — 511522719

= 811822(1 — T%Q). (32)

Da igualdade (3.1) com a igualdade (3.2), concluimos que a varidncia generalizada [.S,,|

pode ser escrita como

area’

’Sn‘ =

n2
Essa interpretagao geométrica pode ser generalizada para espagos maiores que levam em
consideragao p varidveis e, consequentemente, p vetores de desvios (ver p. 63 de Johnson e

Wichern, 2014). Nesse caso,
volume?
D)

|SN| =

(a) (b)

Figura 3.6. (a) Variancia generalizada amostral “grande” para p = 3 e (b) Variancia
generalizada “pequena” para p = 3.

Para um tamanho de amostra fixo, fica claro pela geometria que o volume, ou |S,|,
aumentard quando o comprimento de qualquer vetor de desvios d; (ou, equivalentemente,
variancia amostral /s;;) for aumentado(a). Além disso, o volume aumentara se os vetores
de desvio de comprimento fixo forem movidos até que fiquem ortogonais entre si, como na
Figura 3.6 (a). Por outro lado, o volume, ou |S,,|, serd pequeno se apenas um dos vetores
de desvios d; (ou, equivalentemente, varidncia amostral s;;) for pequeno(a) ou se um dos
vetores de desvios estiver quase contido no hiperplano formado pelos outros vetores — ou
ambos. Essa é a situagdo mostrada na Figura 3.6 (b), em que d3 estda quase contido no

plano formado por d; e d».
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A varidncia generalizada é uma medida de variabilidade que considera nao sé a disper-
sdo individual de cada varidvel, mas também sua independéncia (ou falta de correlagio)
em relacdo as outras, penalizando a redundancia entre variaveis, i.e., quanto mais correla-
cionadas as variaveis, menor sera a variancia generalizada. Portanto, ela é especialmente
util para detectar se a variabilidade esta de fato “espalhada” em varias dire¢oes do espago
multivariado, ou se esta concentrada em um subespac¢o de menor dimensao.

No caso da varidncia generalizada populacional |X|, as interpretagoes seguem anélogas

ao caso amostral.
Exemplo 3.21

Uma escola esta avaliando o desempenho dos alunos em duas provas muito parecidas.
Ambas medem habilidades similares e foram aplicadas na mesma semana. Apds a

aplicagao, foi calculada a seguinte matriz de variancias e covariancias populacional

v 9 8,9'
8,9 9

(a) Determine a variancia total populacional.
(b) Determine a varidncia generalizada populacional.

(¢) Compare os valores obtidos nos itens (a) e (b). O que essa comparagao revela
sobre as desvantagens do uso da variancia total como uma medida para resumir
a variabilidade conjunta do sistema e sobre como a variancia generalizada supera

tais desvantagens?

SOLUCAO:

(a) A varidncia total populacional é dada pelo traco da matriz de varidncias e

covariancias X, ou seja, pela soma das variancias individuais:

t’l"(z) = 811 + S22 =949 =18

(b) A varincia generalizada populacional é dada pelo determinante da matriz de

variancias e covariancias 3, ou seja,

9 8,9

%)=
8,9

= (9% 9)—(8,9x8,9)=81—79,21 =1,79.
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Exemplo 3.21

(c¢) A varincia total populacional é maior do que a variancia generalizada popu-
lacional (tr(¥) =18 > 1,79 = |X|). A variancia total sugere que hé bastante
variagao nas notas, mas nao diz se essa variagao € realmente diversa. A variancia

generalizada mostra que, apesar disso, as duas variaveis praticamente carregam
512 8, 9

A/ S114/522 N ?

1. Os alunos que foram bem na primeira prova também foram bem na segunda

a mesma informagao. De fato, rio = ~ 0,99, correlagdo quase

prova, quase perfeitamente.

Exemplo 3.22: (Johnson e Wichern, 2014, p. 64, traducio e grifo nosso)

Considere uma populagao finita particionada em trés grupos, nos quais um vetor
aleatério X em R? foi observado. Os graficos de dispersao em cada um dos grupos

foram construidos na Figura 3.7.

(@) (b)

()

Figura 3.7. Graficos de dispersao com trés diferentes orientagoes.

Em todos os grupos o vetor de médias populacionais é pu =

] e as matrizes de

variancias e covariancias populacionais sao
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Exemplo 3.22

¥, =

5 4 3 0 5 —4
s 22 = € 23 = .
45 0 3 -4 5

(a) Determine a correlagdo populacional 75 entre as varidveis X; e X, em cada

uma das subpopulagoes.

(b) Determine a variancia generalizada populacional em cada uma das subpopula-

coes.

(¢) Compare os valores obtidos nos itens (a) e (b). O que essa comparacao revela
sobre as desvantagens do uso da variancia generalizada como uma medida para

resumir a variabilidade conjunta do sistema?

SOLUCAO:
(a) A correlagao populacional 15 entre as varidaveis X; e X, é definida como

012

\/011\/022'

Assim, usando a matriz de varidncias e covariancias populacionais de cada um

T12 =

dos grupos, temos

e Grupo 1: rp=—-=0,8.

4
5
e Grupo 2: 5 =0.

4
e Grupo 3: rp = —= = —0,8.

(b) A varidncia generalizada populacional é o determinante da matriz de varidncias

e covariancias populacionais. Logo, para cada grupo, temos
e Grupo 1: |¥|=(5x5)—(4x4)=25—-16=09.
e Grupo 2: |¥|=3x3)—(0x0)=9-0=09.
e Grupo 3: || =(5x5)—[(—4) x (—4)]=25—-16=09.
(¢) Aqui a variancia generalizada |X| fornece o mesmo valor, || para todos os trés
padroes. No entanto, a varidncia generalizada nao contém nenhuma informa-
¢ao sobre a orientacao dos padroes. A variancia generalizada é mais facil de

interpretar quando as duas (ou mais) populagoes (ou padroes) que estao sendo

comparadas possuem orientacoes aproximadamente iguais.
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Exemplo 3.23

Imagine duas variaveis X; e X5, em que todas as observagoes obedecem exatamente

X2 == 2X1

(a) Se desejassemos contruir um grafico de dispersao, os pontos observacionais

estariam espalhados pelo plano R? ou haveria um padrao evidente? Comente.
(b) Determine a varidncia generalizada populacional.

(¢) O valor obtido no item (b) é compativel com sua resposta no item (a)? Por qué?

SOLUCAO:

(a) Nesse caso, os pontos estariam todos dispostos sobre a reta y = 2z (construa

esse grafico por si s6).

(b) A varidncia generalizada populacional é o determinante da matriz de varidncias
e covariancias populacionais. Logo, precisamos, primeiramente, determinar a

matriz de varidncias e covariancias populacionais 3. Como X, = 2X, temos.
099 = Var(Xy) = Var(2X,) = 4Var(X;) = 4o1;.

As variaveis X; e X, possuem uma relagao linear perfeita e, dessa forma, ri5 = 1.

Logo,
012
re=1=>———=1= 019 = Vo11VvV4o11 = 20713.
V0114022
Portanto

2
> 011 011 ’
20’11 40’11

|Z| = 40, — 407, = 0.

e, consequentemente,

(¢) Como |X¥| = 0, o paralelogramo formado pelos vetores de desvio d; e dp,
associados respectivamente as variaveis X; e Xo, tem area igual a zero. Isso s6
é possivel quando o angulo entre os vetores é 0° ou 180°, ou seja, quando estao
perfeitamente alinhados. Nesses casos, o cosseno do angulo — que corresponde a
correlagao entre as variaveis — é igual a 1 ou —1. Em outras palavras, X; e X,
apresentam uma relagao linear perfeita, exatamente como no item (a), onde foi
dado que Xy = 2X;.
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A variancia generalizada serd zero em certas situagoes. Uma varidncia generalizada igual
a zero é indicativo de uma degeneracao extrema. Em Estatistica Multivariada (e em Algebra
Linear), degeneracao refere-se a situagoes em que os dados perdem dimensionalidade efetiva,
ou seja, parecem viver em um espaco de dimensao menor do que o esperado. Portanto,
quando dizemos que ha uma degeneragao extrema e que a variancia generalizada é zero,
isso quer dizer que os vetores de desvios (ou seja, os vetores que representam as diferencas
entre as observacoes e a média) estao todos alinhados em um subespaco de dimensao
menor. Na pratica, em vez de se espalharem em varias dire¢oes no espago (ex: plano ou
espago tridimensional), todos os vetores ficam contidos, por exemplo, numa linha reta ou
num plano. Isso implica que uma ou mais varidveis sdo combinagoes lineares das outras,
ou seja, hé colinearidade perfeita.

A varidncia generalizada é excessivamente afetada pela variabilidade das medi¢oes
em uma unica variavel. Por exemplo, suponha que algum seja muito grande ou muito
pequeno. Entao, geometricamente, o vetor de desvios correspondente serda muito longo
ou muito curto e, portanto, sera claramente um fator importante na determinagao do
volume. Consequentemente, as vezes é 1til padronizar todos os vetores de desvio para que
tenham o mesmo comprimento. Isso nos levard a matriz de correlagoes populacionais e,
consequentemente, a variancia generalizada das variaveis padronizadas.

Tabela 3.1. Comparacao entre variancia total e varidncia generalizada como medidas de

variabilidade conjunta.

Aspecto

Variancia Total

Variancia Generalizada

Definicao curta

Trago da matriz de variancias

e covariancias

Determinante da matriz de va-

ridncias e covariancias

Desvantagens Sensivel a escala; nao considera | Sensivel a escala; pode ser zero
relagoes entre variaveis com variancias marginais posi-
tivas; nao capta a orientacao
(sinal das associagoes)
Utilidade Comparar variabilidade margi- | Comparar variabilidade con-
nal média entre grupos junta total entre grupos
Interpretacao Soma das varidncias individu- | Volume do paralelepipedo (ou

ais; mede a variabilidade total

marginal

paralelogramo em R?) formado

pelos vetores de desvio

Situacao ideal de

uso

Quando se deseja comparar a
variabilidade individual entre
variaveis em mesma escala e

com fracas associagoes

Quando se deseja comparar gru-
pos em termos da variabilidade
conjunta, levando em conta de-
pendéncias entre variaveis e as-
sumindo orientagao consistente

dos desvios
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3.4 Matriz de correlacoes de um vetor aleatério

Ao estudar vetores aleatorios em RP, a matriz de covaridncia é amplamente usada
para analisar a variabilidade e as relagoes lineares entre as variaveis, porém ela possui
limitagoes significativas, como sua sensibilidade as unidades de medida, o que dificulta
comparagoes, e o fato de apenas indicar a orientacao da relagao linear sem medir sua forca
real. Para contornar esses problemas, utilizamos a matriz de correlagao, que padroniza
as covariancias ao dividi-las pelo produto dos desvios padrao das variaveis, resultando
em valores adimensionais entre —1 e 1. Essa padronizacao elimina o efeito das escalas,
permitindo comparagoes justas entre variaveis de diferentes grandezas, além de fornecer
uma interpretacao direta da intensidade da relagao linear por meio do valor absoluto dos

coeficientes.

Definicao 3.9: Matriz de correlagdoes de um vetor aleatério

Sejam p um nimero inteiro positivo e X um vetor aleatorio em RP, com vetor de
médias p € RP ¢ matriz de covariancias ¥ € M, ,(R). A matriz de correlagoes de um

vetor aleatério X em RP, denotada por Cor(X), é uma matriz P € M,,,(R) tal que

I pi2 - pip
1 ...
P=cor(x)= "
Pp1 Pp2 -1
em que
Uij OOU(XZ',X]')
Pij

\V/Tii0j; \/Var(X,;)Var(Xj).
Trata-se de uma matriz simétrica com diagonal principal composta por uns e entradas

que medem a forca linear entre pares de variaveis do vetor aleatério X. Como vimos

no Capitulo 2, P é a matriz de correlagoes populacionais.

Exemplo 3.24

Considere o vetor aleatorio X introduzido no Exemplo 3.1, cuja matriz de variancias

e covariancias (ver Exemplo 3.12) é
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Exemplo 3.24

5 — Coux) | /25 3/
—UO T 350 625 |

Determine a matriz de correlagoes do vetor aleatério X.

SOLUCAO:

Como a correlagdo pio entre as variaveis X; e X5 é

012 . —3/50 N 1

n 011/ 022 N 6/25 N 4

Portanto, a matriz de correlagoes do vetor aleatério X é a matriz P € Myo(R) tal

P:[ 1 —1/4]‘
—1/4 1

P12

que

Exemplo 3.25

Considere o vetor aleatorio X introduzido no Exemplo 3.2, cuja matriz de varidncias

e covariancias (ver Exemplo 3.13) ¢
1/6 0
Y=Co(X) = / :
0 1/6

Determine a matriz de correlagoes do vetor aleatério X.

SOLUCAO:

Como a correlagao pio entre as variaveis X; e Xs é

012 0

T Vouyem  1/6

Portanto, a matriz de correlagoes do vetor aleatério X é a matriz P € Myyo(R) tal

1
P = 0 I=I2.
01

P12 = 0.

que
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Exemplo 3.26

Seja X = [Xl X5 Xg]T com Xj ~ Normal(0,1) e independentes, o vetor
aleatério introduzido no Exemplo 3.3, cuja matriz de varidncias e covariancias (ver
Exemplo 3.14) é ¥ = Cov(X) = I3. Determine a matriz de correlagoes do vetor
aleatorio X.

SOLUCAO:
Como as variaveis aleatérias X, Xy e X3 sao independentes, temos p1o = p13 =

p23 = 0. Portanto, a matriz de correlagoes do vetor aleatério X é a matriz P €
M;.3(R) tal que P = I.

O resultado a seguir mostra como podemos obter a matriz de varidncias e covariancias
a partir da matriz de correlagoes e vice-versa. A expressao dessas relacdes em termos de
operagoOes matriciais permitem que os calculos sejam implementados de maneira conveniente

em um computador.

Resultado 3.4

Sejam p um numero inteiro positivo e X um vetor aleatério em RP com matriz de
varidncias e covariancias 3 € M,,(R) e matriz de correlagbes P € M, ,(R). Defina

a matriz V2 € M,,,(R) como sendo a matriz diagonal dos desvios-padrdo:

/oir 0 . 0

v _ 0 [Ty -+ - 0

pp

Entao, é verdade que
(a) VV2PV2 =%,

(b) (V1/2>—12(V1/2)—1 — P.

DEMONSTRACAO:

(a) Escrevendo na forma matricial
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Resultado 3.4

\/0-_11 0 1 --- Pip \/0-_11 0
viepviz—=| . . P R

0 .- Tl 1P -+ 1 0o .- Top

VO11 ot 4/011P1p| [4/O11 0 011 ' O1p

\/OppPp1 ~ - Opp 0 T Opp Opt "' Opp

(b) Desde que oy; # 0 para todo i = 1,2, ..., p, temos |VY?| = [T*_, 0 # 0. Logo,

V2 é inversivel e, portanto, do item (a), segue que

VI2PVI2 =5 = PV = (V) 's= P= (V) m(VA)
n

Embora a variancia generalizada nos forneca uma ideia da variabilidade global do
sistema, ela é afetada pelo tamanho dos vetores de desvios, equivalentemente, pelas
variancias da variaveis envolvidas. Além disso, é afetada pelas escalas e unidades dessas
variaveis. Uma solucao para essas limitacoes é trabalhar com varidveis padronizadas, ou
seja, com média zero e variancia um. Nesse sentido, se X é um vetor aleatério em R?
com vetor de médias p € R? e matriz de varidncias e covariancias 3 € M,y,(R), podemos

considerar o vetor aleatorio padronizado X™ de modo que

Xy —
vV Okk ’

Assim, observada uma amostra de tamanho n do vetor aleatério X, cujo vetor de médias

X = kE=1,...,p.

amostrais é £ € R? e a matriz de varidncias e covaridncias amostrais é S,, € M,x,(R),

temos as observagoes do vetor aleatério padronizado X ™ dadas da seguinte maneira

o _ Tjk = Tk

= e

k=1,....pej=1,...,n.
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Definicao 3.10: Variincia generalizada das variaveis padronizadas

Sejam p um nimero inteiro positivo e X um vetor aleatério em RP com matriz
de correlagoes P € M, ,(R). Sendo X™ o vetor das versdes padronizadas do vetor
aleatorio X e X* sua matriz de varidncias e covaridncias, entao a variancia generalizada
das variaveis padronizadas é definida como o determinante de P, que é igual ao

determinante de ¥, i.e., |P| = |¥*|. Na versdo amostral, usa-se o determinante da
matriz de correlagoes amostrais R, ou seja, |R|.

O volume gerado pelos vetores de desvios das variaveis padronizadas ¢ ilustrado na
Figura 3.8 para os dois conjuntos de vetores de desvios representados na Figura 3.6.
Uma comparacao dessas figuras revela que a influéncia que o vetor de desvios dy (alta

variabilidade de X3) possui sobre a varidncia generalizada |S,,| ¢ muito maior que sua
influéncia sobre |R).

(a) (b)

Figura 3.8. O volume gerado pelos vetores de desvios de mesmos tamanhos das variaveis
padronizadas.

Exemplo 3.27

Considere as seguintes matrizes de varidncias e covariancias:

5 4 3 0 5 —4
1= ) 2 = ’ 3 =

4 5 0 3 —4 5

Calcule a variancia generalizada das varidveis padronizadas em cada caso e interprete
os resultados.
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Exemplo 3.27

SOLUCAO:
Sejam P, P, e P3 as matrizes de correlagoes amostrais associadas, respectiva-

mente, as matrizes de variancias e covariancias 31, 3y e 3. Logo,

1 0,8 1 0 1 —0,8
P1: 7 ) P2: ) P3: ’ .
0.8 1 0 1 —0.8 1

Portanto, as variancias generalizadas das varidaveis padronizadas, para cada caso, sao,
respectivamente, |P;| = 0,36, |Ps| = 0 e |P3| = 0,36. Note que, embora tenhamos
superado o problema das escalas das varidveis e estejamos considerando desvios
unitarios, a variancia generalizada das variaveis padronizadas também é ineficaz em
capturar a orientagao das relagoes entre as variaveis envolvidas, isso fica evidente
quando comparamos |P1| e | P3| que levam ao mesmo volume, porém, P; sugere uma
relagao positiva entre as variaveis envolvidas, enquanto P3 sugere uma orientagao

negativa (ver Figura 3.7).

3.5 Particionamento de vetores aleatdrios

Frequentemente, as caracteristicas medidas em ensaios individuais se distribuem natu-
ralmente em dois ou mais grupos. Como exemplos, considere medigoes de varidveis que
representam consumo e renda, ou variaveis que representam tracos de personalidade e
caracteristicas fisicas. Uma abordagem para lidar com essas situacoes é considerar que
as caracteristicas que definem os grupos distintos sejam subconjuntos da colecao total de
caracteristicas. Se a colecao total for representada por um vetor aleatério em RP, X, os
subconjuntos podem ser considerados como componentes de X e podem ser organizados

por meio do particionamento de X.

Exemplo 3.28

Suponha que estamos estudando o desempenho de jogadores em um jogo online
competitivo. Podemos dividir as varidveis em dois grupos:

Desempenho no jogo:
e X;: numero médio de abates por partida;

o X5: nimero médio de mortes por partida;
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Exemplo 3.28

e Xj3: numero médio de assisténcias.

Comportamento do jogador:
o X,: tempo médio de jogo por semana (horas);
o Xj: frequéncia de dentincias recebidas.

Escreva o vetor X na forma particionada.

SOLUCAO:
Nesse caso,
_ \, ;
X2 X
X=X | = {3{@}
Xy
L X5 .

Exemplo 3.29

Considere um estudo sobre estilo de vida de estudantes universitdrios. As varidveis
coletadas podem ser agrupadas como:

Habitos alimentares e fisicos:

o Xi: consumo médio didrio de dgua (litros);

o X5: minutos de atividade fisica por dia.
Bem-estar psicolégico:

« Xj3: qualidade do sono (escala de 1 a 10);

« X, niveis de estresse percebido (escala de 1 a 10).

Escreva o vetor X na forma particionada.

SOLUCAO:
Nesse caso, i i
X1
X, x@
X:=|--==4=-=5t.
X, xX@
L X4 -
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De forma geral, podemos particionar as p caracteristicas contidas no vetor aleatério X

em RP em, por exemplo, dois grupos de tamanhos g e p — ¢, respectivamente. Podemos

escrever
T
q
X <
X = ¢ . 3(_( 5
Xgn1
. pP—q
x, |

Logo, se o vetor aleatorio X possui vetor de médias pu € R? e matriz de varidncias e

covariancias X € M,,(R), podemos particionar o vetor de médias da seguinte maneira

H1
1)
I 7
p=E(X) ==
Hg+1 K
L /j/p -

em que pM) :=E [X(l)] ep® =E [X(2)].

Analogamente, podemos particionar a matriz de varidncias e covariancias 3 da seguinte

maneira
o1 Ol | O1g+1 O1p
| .
|
|
O' 1 o e O' | 0' 1 DY 0'
_ T _ a aq a9+ ap
S=E[(X —p)(X —p)] = |- R LR
O¢+11 " Og+lg  Og¢+lg+l " Ogtlp
| . .
|
|
| Op1 Opg ! Opg+l Opp |
. g1 X
P )
Yo ! Yo
em que
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Y, =E ( pM)y(x® — M(l)>T: — Cov {X(l)} 7

Y, =F :(X(l) —pWy(x® — M(2))T: — Cow (X(l),X(2)> :

S = E | p@) (XY — p)T] = Cov (X1, X)),
( ) )

X — )] = Cov [X?]

222 =E _

Note que X1, = 3. Essas matrizes nio sio necessariamente simétricas e nem mesmo
quadradas. Introduzimos a notacao C'ov(X . x (2)), pois ela serd conveniente em muitas
situacdo. Essa é uma matriz contendo as covaridncias entre os componentes de X e os

componentes de X ),
Resultado 3.5

Sejam p um numero inteiro positivo e X um vetor aleatorio de RP particionado
em dois blocos X em R? e X® em RP79, em que ¢ é um nimero inteiro positivo

menor do que p. As seguinte afirmacoes sdo verdadeiras:

(a) Cov (AX(l),BX(2)> = ACov (X(l),X(Q)) B, quaisquer que sejam as ma-
trizes A € M,,«,(R) e B € M,,,—4(R), em que m e n s@o nimeros inteiros

positivos quaisquer.

(b) Se XW e X s30 independentes, i.e., as varidveis que compdem o vetor X sdo
independentes dos vetores que compdem o vetor X, entdo Cov(X W x (2)) =

O, em que O é a matriz nula de ordem p X (p — ¢q). A volta nem sempre vale.

DEMONSTRACAO:

(a) Pela definicao,

Cov (AX™,BX®) :=E [(AX(U — A" (BX® — Bu®)'
_E {A (X0 — ) (x - H(z))TBT
— AR {(Xu) — ) (X - N@))T

= ACov (X<1>,X<2>) BT,

BT

. Cov (AX<1>, BX<2>) = ACov (X<1>, X@)) B'.
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Resultado 3.5

(b) Se X e X®@ sao independentes, entdo Cov(Xy, X;) = 0 sempre que X, é
uma componente de XV e X; é uma componente de X@, k =1,2,...,q e
k=qg+1,q+2,...,p. Logo, todas as entradas da matriz COU(X(l), X(Q)) é
nula e, portanto,

Cov(XW X@) = 0.

Exemplo 3.30

Considere um vetor aleatério X em R* particionado em blocos de tamanho 2, de

xXW .= X1 e X .= A3
X, X, |

em que X; e Xy sdo varidveis aleatorias independentes tais que X; ~ Normal(1, 1),
Xy ~ Normal(2,4). Sabe-se também que X3 = X; + 1 e X; = —X5,. Determine

modo que

Cov (1TXM, 17X ®),

em que 1 € R? é o vetor de uns.
SOLUCAO:

Primeiramente, vamos determinar a matriz de covariancias Cov (X (1), X (2)>.
Como X; e X, sao variaveis aleatorias independentes, temos X; independente de
X, e Xy independente de X3, uma vez que X3 = X; +1 e Xy = —Xs. Logo,
Cov(X1,X4) =0 e Cov(Xy,X3) = 0. Como X; e X3 possuem um relagao linear
positiva perfeita, temos Cor(X;, X3) = 1 e, portanto, Cov(X;, X3) = 1. Por outro
lado, X, e X, possuem uma relagio linear negativa perfeita, entdo Cor(Xs, X) = —1

e, consequentemente, C'ov(Xs, Xy) = —4. Logo,
1 0
Cov (X(l), X(2)) - [ ] )

Portanto, pelo item (a) do Resultado 3.5, segue que
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Exemplo 3.30

Cov (1TX<1>, 1TX<2>) —1"Cov (X“), X<2>) 1

3.6 Exercicios

1. Considere o vetor aleatério X em R? cuja funcao densidade de probabilidade conjunta

é f:R* — [0, +oo[ tal que

1, se0<x <1lel <2y <1,
f(w):f(xlaxQ):

0, caso contrario.

(a) Determine a fungdao densidade de probabilidade marginal da varidvel aleatéria

X;. Qual é a distribuicao da variavel aleatéria X;7

(b) Determine a fun¢ao densidade de probabilidade marginal da variavel aleatoria
X5. Qual ¢ a distribuicao da variavel aleatéria Xs7

(c) Determine o vetor de médias p do vetor aleatério X.

(d) As varidveis aleatérias X7 e X3 sdo independentes? Por qué?

(

e) Determine a matriz de varidncias e covaridncias 3 do vetor aleatério X.

(f) Determine a matriz de correlagoes P do vetor aleatério X.

2. Dois tetraedros regulares (isto é, dados de quatro faces) sao langados simultaneamente.

Cada face é numerada de 1 a 4, e todos os resultados sao igualmente provaveis. Seja
X um vetor aleatério em R? tal que X; é o niimero mostrado no primeiro dado, e

X5 € 0 maximo entre os nimeros mostrados pelos dois dados.
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(a) Determine a fungao de distribui¢ao de probabilidade do vetor aleatério X.

(b) Determine a fungao de distribuigdo de probabilidade marginal da variavel

aleatéria X;.

(c¢) Determine a funcao de distribuigdo de probabilidade marginal da varidvel

aleatoria Xo.
(d
(e
f
g

) Determine o vetor de médias p do vetor aleatério X.
) As variaveis aleatorias X; e X, sdo independentes? Por qué?
(f) Determine a matriz de variancias e covariancias ¥ do vetor aleatério X.
(9) Determine a matriz de correlagoes P do vetor aleatério X.
3. Considere o experimento aleatorio que consiste em 10 lancamentos independentes de
um dado equilibrado. Seja X um vetor aleatério em R tal que X; é o ntimero de

ocorréncias da face i, 7 =1,2,...,6.
(a) Determine a fungao de distribuicao de probabilidade conjunta do vetor aleatério
X . Qual distribuicao é essa?

(b) Determine a funcao de distribuigdo de probabilidade marginal da varidvel
aleatoria X;. As outras variaveis aleatorias X; sdo identicamente distribuidas a
X1,1=2,3,...,67 Por qué?

(¢) Considere o vetor aleatério X dividido em XM = (X1, X3, X5]" e X® =
[ X5, X4, X6] . Determine a funcao de distribuicao de probabilidade marginal
do vetor aleatério X M. O vetor aleatério X possui a mesma distribuicdo de
XW? Por qué?

(d) Dé uma interpretacao, no contexto do problema, para os vetores aleatérios X @)
e X,

(¢) Determine E(X), E(XW) e E(X®).
(f) Determine Cov(X), Cov(XW) e Cov(X®).
4. Seja X um vetor aleatério em R* tal que X; =Y e Xo=1-Y comE(Y) =p e
Var(Y) = o2
(a) Obtenha o vetor de médias do vetor aleatério X.
(b) Obtenha a matriz de varidncias e covariancias do vetor aleatério X.
(¢) Mostre que Cov(X) é semi-definida positiva.

5. (Johnson e Wichern, 2014, p. 144, tradugao e grifo nosso) Determine

expressoes para o valor esperado e a variancia das seguintes combinacoes linear em
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termos das médias p1, po € pug e dsa variancias 011, 099 € 033 das variaveis aleatorias

X1, X5 e X3, respectivamente.

(a) X7 —2X5.

() —X, + 3Xs.
() X1+ Xo+ X;.
(d) X, + 2X5 — X;.
(e) 3X; —4X, com X; e X, varidveis aleatérias independentes.

6. Em uma central de suporte técnico, os atendimentos sao feitos por etapas. Quando

uma solicitagdo chega, ela passa por trés fases sucessivas:

o Triagem inicial;
e Diagnostico do problema;

» Resolugdo ou encaminhamento final.

Suponha que os tempos necessarios para completar cada uma dessas etapas sejam
modelados por variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas se-
gundo uma distribuicdo exponencial com taxa o > 0. Seja X em R? o vetor aleatério

em que as componentes X;, Xy e X3 representam os tempos, respectivamente.

(a) Determine E(17 X)), em que 1 € R3 é o vetor de uns.

)
b) Determine Var(1"X), em que 1 € R? ¢é o vetor de uns.
c¢) Qual ¢ a distribuicio de 17 X?

)

(
(
(

e) Defina a matriz A € Msy3(R) tal que

1
A:
[111

Determine E(AX) e Cov(AX).

—_
—_
| S

(f) Defina a matriz B € M;,3(R) tal que

1 2 3
B=1|3 21
1 01

Determine E(BX + 1) e Cov(BX +1).
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7. (Johnson e Wichern, 2014, p. 147, tradugio e grifo nosso) Seja X um vetor
aleatério em R* com vetor de médias pu = [3,2,—2,0]" e matriz de varidncias e

covariancias

\s

I
o o o w
o o w o
o w o o
o o o

w

Seja A € Mj3,4(R) uma matriz de constantes tal que

1 -1 0 0
A=1|1 1 -2 0
11 1 =3

(a) Determine E(AX).
(b) Determine Cov(AX).

(¢) Quais pares de combinagoes lineares de AX possui covaridncia zero?
8. Seja X um vetor aleatorio em RP. Mostre que

(a) E(Xa") =E(X)a', qualquer que seja o vetor a € R.

(b) E(Xa'" + B) =E(X)a" + B, quaisquer que sejam o vetor a € RP e a matriz
B € M,y ,(R).

(c) E(a"Xa') =a'E(X)a', qualquer que seja o vetor a € RP.

(d) E(AXb") = AE(X)b', quaisquer que sejam a matriz A € M,,,(R) e o vetor
beRP.

(e) E(aX " + B) = aE(X)" + B, quaisquer que sejam o vetor @ € R” e a matriz
B € M,,,(R).

9. (a) Seja X um vetor aleatdério em R? cujas entradas sdao varidveis aleatérias in-
dependentes com distribuicao normal padrao. Use as propriedades de valor
esperado de um vetor aleatério e matriz de variancias e covariancias de um

vetor aleatério para determinar E(Z) e Cov(Z), em que

Xt + X3
Z = |5X7 +3X3
X3

(b) Seja X um vetor aleatério em R? cujas entradas sdo varidveis aleatérias com

1
distribuigao Geométrica(1/4) e tal que pi1a = p13 = pog = —5 Determine o
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seguinte valor esperado:
3
E (Z X3> |
i=1

(¢) Seja X um vetor aleatério em R? cujas entradas sdo varidveis aleatérias com
distribui¢ao Poisson(10) e tal que pja = p13 = p23 = 1. Determine o seguinte

valor esperado:

E (25X7 = 4X1 X, + 8X1 X + 4X] + 2X, X5 + 9X3) .

10. Dois métodos de treinamento foram aplicados em grupos diferentes de funcionarios
para melhorar o desempenho em trés habilidades, todas avaliadas em uma escala de
0 a 100: Comunicacao, Lideranca e Gestao de Tempo. As matrizes de variancias e

covariancias obtidas em cada uma das subpopulagoes foram:

12 3 4 8§ 2 1
;=13 10 5 (Método 1) e o= 1{2 7 3| (Método 2)
4 5 11 1 36

(a) Calcule a varidncia total populacional para cada método.

(b) Compare os resultados e interprete: qual grupo apresentou maior dispersao

geral nas habilidades avaliadas?
(¢) Que tipo de informagdo o célculo da varidncia generalizada da populagao

agregaria?

11. (Johnson e Wichern, 2014, p. 83, tradugao e grifo nosso) Considere as

seguintes matrizes de variancias e covariancias amostrais

" 4 5|7 " —4 5| " 0 3

(a) Esboce os paralelogramos associados a cada uma das matrizes de varidncias e

covariancias amostrais. Compare-os.

(b) Determine as variancias generalizadas associadas a cada uma das matrizes de

variancias e covariancias amostrais.

(¢) Suas respostas para os itens (a) e (b) sdo consistentes?

12. Dois métodos de ensino foram aplicados para treinar operadores de maquinas, avali-

ados em duas habilidades medidas em uma escala de 0 a 10: Precisao e Velocidade.
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As matrizes de variancias e covariancias obtidas para os dois grupos de operadores

foram:

2
L,

1 0,8

21:
0,8 1

1.8
’ Método 1) e Xy =
] v < s

] (Método 2)

(a) Calcule a variancia total da populagao para cada método.
(b) Compare os resultados: qual grupo apresentou maior dispersao geral?

(¢) A variancia total populacional é uma boa medida de resumo nessa situagao?
Por qué?

(d) Comente o que o cdlculo da varidncia generalizada agregaria para a andlise.

(e) A varidncia generalizada populacional é uma boa medida de resumo nessa

situagao? Por qué?

13. (Johnson e Wichern, 2014, p. 83, tradugao e grifo nosso) Considere as

seguintes matrizes de variancias e covariancias populacionais

1 _
€ 22: — 1

[N

N N

¥ =

o O =
o = O
_ o O
[

N= N

_1

2

(a) Calcule a variancia total populacional para cada matriz de varidncias e covari-
ancias populacionais. Compare os resultados.

(b) Calcule a variancia generalizada populacional para cada matriz de variancias e

covariancias populacionais e compare os resultados.

(¢) Comente sobre as discrepancias, se houver, encontradas entre os itens (a) e (b).

14. (Johnson e Wichern, 2014, p. 144, tradugao e grifo nosso) Seja X um vetor

aleatério em R3 cuja matriz de varidncias e covariancias é dada por

25 =2 4
YX=|-2 4 1
4 1 9

(a) Determine a matriz de desvios-padrdes populacionais V'/2.
(b) Determine a matriz de correlagoes populacionais P.

(¢) A partir da sua resposta para o item (b), encontre a correlagdo populacional

p13 entre as variaveis X; e X3. Interprete esse valor.
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1
(d) Encontre a correlagdo populacional entre as varidveis aleatérias X e §X2 + §X 3.

15. (Johnson e Wichern, 2014, p. 84, traducao e grifo nosso) Seja X um vetor
aleatorio em RP com matriz de variancias e covariancias 3 e matriz de correlagoes
P. Mostre que
3| = (011022 - - opp) | P|.

16. (Johnson e Wichern, 2014, p. 83, tradugao e grifo nosso) A matriz de dados
a seguir contém informacoes sobre as notas em testes, em que X; representa a nota
no primeiro teste, X, representa a nota no segundo teste e X3 representa a nota

total nos dois testes:

12 17 29
18 20 38
X = |14 16 30
20 18 38
16 19 35)

(a) Obtenha a matriz de desvios X . € Ms43(R), em que as colunas sdo os vetores
de desvios di, d, e ds.

(b) Use o item (a), para obter a matriz de covaridncia amostral S,, (veja Exercicio
4 da Lista 1).

(c) Determine a variancia generalizada.

(d) O que a sua resposta para o item (c), diz sobre o s6lido produzido pelos vetores

de desvios em R3?

(e) Comente a dependéncia linear das colunas da matriz de dados e a dependéncia

linear dos vetores de desvios.

(f) Como sua resposta para o item (e) se conecta com suas respostas para os itens
(¢) e (d)?
(g) Verifique, e se convenca, da veracidade ou nao da seguinte afirmagao:

“Quando a variancia generalizada amostral é zero, sao as colunas
da matriz de dados centrada nas médias, X, = X — 1&', que sdo
linearmente dependentes, e nao necessariamente as colunas da matriz

de dados original.”

17. (Johnson e Wichern, 2014, p. 145, tradugao e grifo nosso) Seja X um vetor

<
aleatério em R* com vetor de médias populacionais p = [4 3 2 1} e matriz de
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18.

variancias e covariancias populacionais

30 2 2]
1 1

s |° 01
291 9 -2
20 -2 4

Considere a seguinte particdo do vetor aleatorio X

X1
X, x @
Xi=|--=-=|=-75" .
X, x @
L X4 -

Considere o vetor de constantes @ € R? e a matriz de constantes B € Msy2(R) tais

que
2 —1
a' =1 1] e B:l ]
0 1
Determine
(a) E(X™). (e) E(X™). (i) Con(X™, X)),
(b) E(aTXW). (f) E(BXY). (j) Cov(a™ X BX®),
T
() Con(X D). (9) Cou(X?). (k) E [(Xﬂ)) Bx<1>}
(@) Cova™ X). (h) Coo(BX®) (1) Conla™BX).
Considere um vetor aleatério X € R*, particionado em blocos de tamanho 2, de
modo que )
XM .= X1 e X .= Xs .
R¢ Xy

Suponha que

E(XW) = [; e Cov(XW) = [21 2:] :
] P

em que p € [—1,1] representa o coeficiente de correlagao entre X; e Xs.
Sabe-se também que

X3:X1+]. e X4=—X2.

Determine
Cov (1TX<1>, 1TX<2>) ,
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em que 1 € R? ¢ o vetor de uns.

19. (Johnson e Wichern, 2014, p. 144, tradugao e grifo nosso) Seja X um vetor

aleatorio em RP. Mostre que
Cov(a1 Xy + apXo + -+ + a, X, b Xq + b X+ +b,X,) =a' Xb,

T T
emquea:[al as - ap] GRpeb:[bl by --- bp} € RP.

Observacao: Nao esqueca de especificar o dominio e o conjunto imagem ao definir as

f.d.p’s, sejam elas conjuntas ou marginais.
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4 Distribuicao normal multivariada

A distribuicdo normal multivariada é uma das mais importantes em Estatistica, tanto
pela sua base tedrica quanto pela sua aplicagao pratica em diversas areas. Assim como
a distribuicao normal univariada descreve o comportamento de uma variavel aleatoria
continua, a distribuicdo normal multivariada descreve o comportamento conjunto de varias
variaveis aleatoérias, levando em conta nao apenas as caracteristicas individuais de cada
uma, mas também as relagoes entre elas. Muitos métodos estatisticos multivariados
partem do pressuposto de normalidade multivariada, porque as distribui¢coes amostrais
acabam se aproximando da normalidade, mesmo que a populacao original nao seja normal,
gragas a efeitos semelhantes ao Teorema Central do Limite. Portanto, torna-se essencial
compreender suas propriedades, formas de representacao e implicagoes. Neste capitulo,
vamos explorar a definicao formal dessa distribuicao, discutir suas principais propriedades
e visualizar como ela se comporta em diferentes situagoes, preparando o terreno para

técnicas mais avancadas de anélise.

4.1 A distribuicao normal bivariada

Para comecar a entender a distribuicao normal multivariada, vamos dar um passo de
cada vez e focar no caso mais simples: a distribuicdo normal bivariada. Ela descreve o
comportamento conjunto de duas variaveis aleatérias continuas, permitindo analisar nao
s6 como cada variavel se comporta individualmente, mas também como elas se relacionam
entre si. Estudando primeiro o caso com duas varidveis, conseguimos visualizar melhor os
conceitos e entender, de forma mais intuitiva, as caracteristicas da normal multivariada.
Assim, antes de generalizarmos para mais dimensoes, vamos explorar com calma a normal

bivariada, suas propriedades e sua representagao grafica.

Exemplo 4.1

.
Seja X = {Xl XQ} um vetor aleatério em R? tal que X, ~ Normal(uy,o11) e
Xy ~ Normal(pg, 099) sao varidveis aleatérias independentes, em que g, s € R e

011,092 E]O, +OO[

(a) Determine a funcao de densidade de probabilidade conjunta (f.d.p.) do vetor

aleatério X.
(b) Qual distribuigao é essa?

(¢) Construa o grafico da f.d.p. conjunta do vetor aleatério X nos seguintes casos:

120
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(2) =g =0e o1 =092 =1;
(i) p1 =1, py =2, 011 =2 ¢ 099 = 1;

(ZZZ) M1 = 1, Mo = 2, 011 = le 099 = 2,
SOLUCAO:

(a) A funcdo de densidade de probabilidade conjunta do vetor aleatério X é a

fungao f: R? — [0, +oo[ tal que

f(x) = f(z1,22) = fi(21) f2(22),

pois as variaveis aleatérias X; e X, sao independentes. Logo, como X; e X,

sao variaveis aleatérias normalmente distribuidas, segue que

f(m) = f($1,332)
= fi(x1) fa(2)

1 1 <$1—M1)2 1 1 (132—#2)2
= ———exp |—= X ———exp |—=
\/27’(’0’11 2 v/ O11 \/27’(’0’22 2 \/ 022
2 2
_ 1 exp 1 (331 — Ml) " (962 - ,uz)
27.\/011022 2 Vo1 V022

Note que, a matriz de varidncias e covariancias do vetor aleatorio X é

Logo, |X| = 011092. Além disso, como o vetor de médias do vetor aleatério X é

H1
n= , segue que
M2

(901—#1>2+(332—N2>2:[x _ o } /oy 0 T — My
Vo1 V022 R 0 1/o9n]| |x2 — uo
=(z—p)' = (x - p),

1oy 0 ]

pois como ¥ ¢ diagonal, temos 37! =
0 ]_/0'22
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Portanto, podemos reescrever a fun¢ao de densidade de probabilidade do vetor

aleatério X da seguinte maneira

1

@) = sz ep | ~5(@ = W@ — )] x Tes(a),

(b) Dos cursos de probabilidade, sabemos que o vetor aleatério X tem distribuigao
H1
M2

normal bivariada com vetor de médias p =

011 0
0 o

(¢) (i) Nesse caso, o vetor aleatério X possui distribui¢do normal bivariada

] e matriz de variancias e

covariancias X =

com vetor de médias p =

] e matriz de variancias e covariancias

10
¥ = 01 = I,. Portanto, o grafico da f.d.p. conjunta de X é tal

como na Figura 4.1.

Figura 4.1. Funcao de densidade de probabilidade do vetor aleatério

)
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(77) Nesse caso, o vetor aleatério X possui distribui¢do normal bivariada com

2 0
0 1|

Portanto, o grafico da f.d.p. conjunta de X é tal como na Figura 4.2.

vetor de médias pu = e matriz de variancias e covariancias 3 =

Figura 4.2. Funcao de densidade de probabilidade do vetor aleatério

S {IED

(7i1) Nesse caso, o vetor aleatério X possui distribuigdo normal bivariada com vetor

.- 1 . o .
de médias pu = 5 e matriz de variancias e covariancias 3 =

0
2] . Portanto,

o grafico da f.d.p. conjunta de X ¢é tal como na Figura 4.3.

Figura 4.3. Funcao de densidade de probabilidade do vetor aleatério X ~

S
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Nos titulos das figuras do exemplo anterior, introduzimos a notagdo X ~ Normaly(p, 33)
para dizer que o vetor aleatério X possui distribuicdo normal bivariada com vetor de
médias p e matriz de varidncias e covariancias 3. Essa notagao é analoga aquela que
utilizamos para a distribuicao normal univariada. Na Figura 4.4, ilustramos o grafico
genérico da funcao de densidade de probabilidade de um vetor aleatério com distribuicao

normal bivariada, cujas componentes sao nao-correlacionadas, i.e., p1o = 0.

fxy, x5)
A

(a)

Figura 4.4. Funcdo de densidade de probabilidade do vetor aleatério X ~
Normals H , o 0
H2 0 o9
Quando p12 = 0, a matriz de variancias e covariancias 3 do vetor aleatorio X é diagonal
com os elementos da diagonal principal todos positivos. Logo, |X| > 0 e, consequentemente,
sempre existe 7. Portanto, a expressio que encontramos, no item (a) do Exemplo 1,
para f.d.p. conjunta de X estd bem definida. No entanto, no caso em que as componentes
do vetor aleatério sdo correlacionadas (p1o # 0), para garantir que a f.d.p. conjunta de X
estd bem definida, precisamos ter || # 0 e que X! exista. Para isso, vamos assumir que

a matriz de variancias e covariancias X é definida positiva.

Definicao 4.1: Distribuicao normal bivariada

Seja X um vetor aleatério em R? com vetor de médias u € R? e matriz de
varidncias e covaridncias 3 € Msyo(R) definida positiva. Dizemos que X possui
distribuicao normal bivariada quando sua funcao de densidade de probabilidade é a

fungao f: R? — [0, +o0] tal que
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Definicao 4.1

1 1

W exp —7(:1: — M)Tz_l(w — [,l;) X HRQ(Q}'>.

f@) = flon,) = .

Exemplo 4.2

Seja X ~ Normaly(p, X), em que g € R? é o vetor de médias e ¥ € Moyo(R) é a

matriz de varidncias e covariancias. Assuma que pis # 0 e que X é definida positiva.
(a) Determine a f.d.p. do vetor aleatério X em fungao de z; e z.
(b) Construa o grafico da f.d.p. conjunta do vetor aleatério X nos seguintes casos:
(1)) pr=1, pe=2,011 =09 =1e p;o=0,7.
(1) p =1, pe =2, 011 =099 = 1l e p1o = —0,7.
SOLUCAO:

(a) Como X é definida positiva, sabemos da teoria das matrizes que |X| # 0 e que

31 existe e é tal que

022  —O12| 1 O22  —O12
e — 7
—021 011 011022 — 012 [—012 011
uma vez que o1 = 091 devido a simetria de 3. Introduzindo o coeficiente de

correlagao o2, podemos escrever o1y = p124/011+/022. Logo,
2 2 2
0110922 — 019 = 0110922 — 011022019 = 011022(1 - P12>‘

Consequentemente, (€ — p) X7 (x — p) pode ser reescrita da seguinte maneira

[901 — M1 T2 — Mz}

1 022 —P124/0114/022| |21 — 1
011092(1 — P%z) —P124/ 0114/ 022 011 To — U2

oz — p1)? + o11(22 — p2)? — 2p127/T114/Ta2(x1 — 1) (T2 — p2)
011022(1 — piy)

= — 2012 .
1 —P%Q V011 V022 VA% NI 022
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Portanto, a fun¢ao de densidade de probabilidade conjunta do vetor aleatério
X é a fungao f: R? — [0, +oo[ tal que

f(@) = f(21,22) = W exp [—%(w —p) 2z — y,)] x e ()
1

- 2\ [o11022(1 — pr2)? o {_2(1 _1 Pi2) [<mi/;_1/jl)2
e () oo () (222 st

(b) (i) Nesse caso, o vetor aleatério X possui distribuicdo normal bivariada

com vetor de médias p =

} e matriz de varidncias e covariancias

0,7
como na Figura 4.5.

1 0,7
¥ = [ ’1 . Portanto, o grafico da f.d.p. conjunta de X é tal

Figura 4.5. Funcao de densidade de probabilidade do vetor aleatério

1 1
X ~ Normal, , 0.7 .
2 0,7 1

(73) Nesse caso, o vetor aleatério X possui distribuigdo normal bivariada
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com vetor de médias pu =

] e matriz de varidncias e covariancias

1 =0,7
¥ = 0.7 1’ ] Portanto, o grafico da f.d.p. conjunta de X ¢é

tal como na Figura 4.6.

Figura 4.6. Funcao de densidade de probabilidade do vetor aleatério
X ~ Normal, ! , ! —0.7 .
2|7 [-0,7 1

Nas Figuras 4.5 e 4.6, conseguimos observar como a presenca de correlagdo causa uma
concentragao da probabilidade em torno de uma linha. Nesse contexto, ilustramos, na
Figura 4.7, o grafico genérico da funcao de densidade de probabilidade de um vetor aleatério
com distribui¢do normal bivariada, cujas componentes sao correlacionadas positivamente,
Le.,, 0 < ppp <1

A expressdao obtida no Exemplo 2 para a fungdo de densidade de probabilidade (f.d.p.)
de um vetor aleatério X com distribuicdo normal bivariada pode ser considerada um
tanto dificil de manipular. Por outro lado, a forma genérica e compacta apresentada na
Definicao 4.1, escrita em notagdo matricial, é mais elegante e, em muitos aspectos, mais
informativa. Ainda assim, a expressao do Exemplo 2 é bastante 1til para explorar certas
propriedades da distribuicdo normal bivariada. Por exemplo, se as componentes X; e Xs

do vetor aleatorio X sao nao correlacionadas, ou seja, se p12 = 0, entao a f.d.p. conjunta
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pode ser reescrita como o produto das f.d.p.s univariadas: f(x1,z2) = fi(x1)fo(x2). Isso
implica que X; e X5 s@o variaveis aleatérias independentes. Combinando essa observagao
com o que foi mostrado no Exemplo 4.1, ou seja, que variaveis normais independentes tém

correlagao nula, obtemos o seguinte resultado.

Resultado 4.1: Independéncia entre variaveis aleatérias normais

Seja X ~ Normaly(p, ). As compenentes X; e X5 do vetor aleatério X sao

independentes se, e somente se, 012 = Cov(Xy, X2) = 0.

f(xl,x2)

A

(b)

Figura 4.7. Funcao de densidade de probabilidade do vetor aleatério X ~

o
Normal, = , P ,em que 0 < p1g < 1.

2 P12 022

4.2 Contornos da densidade de uma normal bivariada

O termo

(1) =@ - e - ),

o
no expoente da funcao de densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria X com
distribui¢do normal (univariada) com média u e varidncia o, mede o quadrado da distancia
de uma possivel observagao x de X para sua média p em unidades de desvios-padrao.
Isso pode ser generalizado para um vetor vetor aleatério X em R? com distribuicao

normal bivariada com vetor de médias p € R? e matriz de varidncias e covariancias X €
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M2 (R). Logo, a forma quadratica

(x —p)' "z —p)

mede o quadrado da distancia estatistica entre o vetor observado & de X e o vetor
de médias p, desde que X! exista. Para garantir sua existéncia, vamos exigir que X
seja definida positiva. Dessa forma, evitaremos o caso em a funcao de densidade de
probabilidade é degenerada (por exemplo, quando 013 =0, 099 =0, p=10ou p=—1). Ha
razoes geométricas para essa exigéncia que ficarao claras mais adiante.

Dos cursos de calculo, sabemos que a curva de nivel £ da funcao de densidade de
probabilidade de um vetor aleatério X com distribui¢cao normal bivariada com vetor de
médias p e matriz de varincias e covariancias X, é o conjunto dos pontos (1, z2) € R?

tal que f(x1,x9) =k, i.e.,

Ny = {(ZL’l,ZL’Q) € R?: f(xy,29) = k‘}

Note que

=k ! ! = =k

f(z1,22) = @WGXP [—2(@‘—M) (33—#)] =

1
& exp [—2(58 —p) S (x — ,u)} = k2n| 2|2
1

& —§($ —p) Sz — p) = log (k27r|2|1/2)

S (x—p)' Sz —p) =—2log (k27r|2|1/2) .
Tomando ¢? = —2log (k27r]2]1/ 2), concluimos que

Flar) =k & (@ —p) S (@ — p) =

Em outras palavras, a densidade da normal multivariada é constante sobre superficies cujo
quadrado da distancia estatistica (z — pu) "3 ' (x — p) é constante. Esses caminhos sdo

chamados de contornos.

Definicao 4.2: Contornos da densidade de uma normal bivariada

Seja X ~ Normaly(p,3). Fixado um ntimero real ¢ € R, o contorno associado é

o conjunto das observagoes x de X tal que (x — pu) "X ' (x — p) =32, ie,

C.:= {:1: ER?: (z—p) T e —p) = 02} :
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Seja X ~ Normaly(p,X), em que o vetor de médias é u =

1
01

(a) Para k = 0,05, determine a curva N; de nivel k relativa a f.d.p. do vetor

O] = 0, e a matriz

de variancias e covariancias é

aleatdrio X.

(b) Determine ¢ € R tal que contorno C. da densidade do vetor aleatério X seja

igual & curva de nivel NV}, quando k = 0, 05.

(¢) Que curva os conjuntos dos pares ordenador pertencentes as Ny e C. definem?

Represente-a no plano cartesiano.

(d) Se tivéssemos escolhidos um nivel k; tal que k; > 0,05, a drea delimitada pelo
contorno da densidade de X seria maior ou menor do que aquela delimitada

pelo contorno encontrado no item (b)? Por qué?

(e) Se tivéssemos escolhidos um nivel ko tal que ky < 0,05, a drea delimitada pelo
contorno da densidade de X seria maior ou menor do que aquela delimitada

pelo contorno encontrado no item (b)? Por qué?

SOLUCKO:

(a) Para k = 0,05, a curva N} de nivel da k da f.d.p. do vetor aleatério X é
T
composta pelos vetores x = [:)31 xg} € R? tais que f(x) = f(x1,72) = 0,05.

Logo, desde que . = 04 € 3 = I, temos

f(x1,22) = 0,05 < (& — 05) In(x — 05) = —210g (0,05 x 27| I,|*/?)
e x'x=—2log(0,05 x 27)

i) =2,32.

..../\/23705: {$€R2:$%+$§:2,32}.

(b) Para que o contorno C,. seja igual a curva de nivel N devemos ter

¢ = —2log (k2r|E['/?) .

4.2. CONTORNOS DA DENSIDADE DE UMA NORMAL BIVARIADA



Exemplo 4.3

Logo, para k = 0,05, temos

> = —210g(0,05 x 27) = 2,32 & ¢ = 1,52.

(¢) Tanto N} quanto C. definem uma circunferéncia centrada na origem do plano
cartesiano com raio 1,52. Na Figura 4.8, podemos observar a representacao do

grafico dessa curva de nivel.

N
(4

N

/ :
i
[ \
\

N.
0,05
N ] /

Figura 4.8. Curva de nivel k£ = 0,05 da funcao de densidade de probabilidade

of (1 0
do vetor aleatério X ~ Normals ([O] ) [O 1] ) .

(d) Na Figura 4.9, ilustramos a densidade do vetor aleatério X ~ Normaly(0y, Is).
Note que conforme aumentamos o valor de k (no eixo z), menor se torna a area
delimitada pela curva de nivel resultante. Por outro lado, quanto menor se torna
o valor de k (no eixo z), maior se torna essa area. Portanto, para k < 0,05, a

area delimitada pela circunferéncia seria maior.
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Figura 4.9. Funcao de densidade de probabilidade do vetor aleatério X ~

T

(e) Conforme discutido no item (d), para k > 0,05, a drea delimitada pela curva de

nivel resultante (circunferéncia) seria menor.

Exemplo 4.4

Seja X ~ Normaly(p,3). Em cada uma das situagoes descritas nos itens seguintes,

determine o contorno C. e represente-o graficamente.

(@) p=] | =02 X =

0
2] ece{0,94; 1,62; 2,64},

(b) p= =0ye X =

0
1] ece{0,94; 1,62; 2,64},

(c) A area delimitada pelo contorno nos itens (a) e (b) aumentam ou diminuem

conforme o aumento do valor de ¢? Esse comportamento é esperado? Por qué?
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SOLUCAO:

(a) Nesse caso, o contorno C. da f.d.p. do vetor aleatério X é composto pelos

1
vetores T = {xl xQ} € R? tais que (z — p) " 2(x — p) = ¢®. Logo, desde que

1 10
n= 5 e = 2],temos
(x—p) ' 2(x u)—02:>_x 1 1 0_1 1 -1 =’
- “H == =1 a2 0 2] -2
:>:x1—1 x2—2} (1) 132} 2:; = c?
<faor 22 ]
= (21— 1)? (I2;2)2 2
2 2
Lot @t

Portanto, para qualquer valor plausivel de ¢, o contorno C. é uma elipse centrada

1

em p = com as extremidades do eixo maior dada por s + ¢v/2 e com as

extremidades do eixo menor em p; £ ¢. O eixo menor da elipse é paralelo ao
eixo das abscissas Ox e o eixo maior da elipse é paralelo ao eixo das ordenadas
Oy. A Figura 4.10 ilustra essa situacao para ¢ € {0,94; 1,62; 2,64},

Nesse caso, o contorno C. da f.d.p. do vetor aleatério X é composto pelos

=
vetores & = {wl $2} € R? tais que (x — p) " X(x — pu) = 2. Logo, desde que

1 5 2 0 ;
= eX = , temos
H 2 01
: 2 0] [ap—1]
T 2 2
xr — Y(x — =c"=|r;—1 29—2 =c
( p) X( ©) 21 2 }O 1] oy — 2
[1/2 0] [ — 1]
= |xr;1—1 x2—2} / o =
0 1 $2—2
-1 -1
= 1 132—2] o
2 ZE2—2
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C D @2 =
N (v — 1)° n (2 —2)°

2c2 c2 =1

(b) Nesse caso, o contorno C. da f.d.p. do vetor aleatério X é composto pelos

=
vetores & = {xl azg} € R? tais que (. — p)"X(x — pu) = . Logo, desde que

1 > 2 0 ;
= e = , temos
H 2 1
: 2 0] [a—1]
T 2 2
x — Y(x — =c" = |z1—1 x29—2 =c
( p) X( ©) 21 2 }O 1] Ty — 2
: [1/2 0] [z — 1]
= |r;1—1 x2—2} / } ! =c?
N _0 1 _ZEQ—2_
1 T —
= 1 1'2—2:||:1 ]
2 To —
—1)?
<x12 ) + (2 —2)2 = ¢

Portanto, para qualquer valor plausivel de ¢, o contorno C. é uma elipse centrada

1
em pu = 5 com as extremidades do eixo menor dada por us £ V2 e com as

extremidades do eixo maior em puy & ¢. O eixo maior da elipse é paralelo ao eixo
das abscissas Ox e o eixo menor da elipse é paralelo ao eixo das ordenadas Oy.
A Figura 4.11 ilustra essa situagao para ¢ € {0,94; 1,62; 2,64}.

Nos itens (a) e (b), conforme aumentamos o valor de ¢, obtemos elipses que deli-
mitam uma area cada vez maior (ver Figuras 4.10 e 4.11). Esse comportamento

é esperado, uma vez que
¢ = —2log (—k2r|%|'?).

Portanto, ¢ é tao maior quanto menor for k. Como vimos no Exemplo 4.3,

valores pequenos de k levam a curvas de niveis que delimitam uma maior area.
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Figura 4.10. Contornos C. da densidade de probabilidade do vetor aleatorio X ~

1
Normal, (! ] ,
2

1 0
0 2] para ¢ € {0,94; 1,62; 2,64}.

i

\
\03,94\_/

aa
L\

Coi6a T

\\L//

Figura 4.11. Contornos C. da densidade de probabilidade do vetor aleatério X ~

1l 12
Normal, , 0
21 (01
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Os Exemplos 4.3 e 4.4 ilustram trés situagoes envolvendo contornos de fungoes de
densidade de probabilidade de vetores aleatérios com distribuicao normal bivariada:
pi| foun 0

e Se X ~ Normal, 1o com 011 = 099, €ntao, para um valor plausivel
M2 022

de ¢ > 0 fixado, o contorno da f.d.p. de X é o conjunto

C.:= {:1: ER?: (z1 — 1)* + (v2 — p2)” = ‘71102} )

que trata-se de uma circunferéncia centrada em p =
H2

H1 .
€ ralo c,/o11.

H2 0 o2
de ¢ > 0 fixado, o contorno da f.d.p. de X ¢é o conjunto

2 ERY
Cczz{meRQ:(xl )" (2= o) :1},

o 0
e Se X ~ Normal, M] , [ ' ]) com o1 > 099, €ntao, para um valor plausivel

0'1102 0'2202

M1

M2
Oz (abscissas) e extremidades em py £ ¢,/07; € com eixo menor paralelo ao eixo Oy

que trata-se de uma elipse centrada em p =

] com eixo maior paralelo ao eixo

(ordenada) e extremidades em g £ ¢1/02.

0

e Se X ~ Normal, = , oun
M 0 o2
de ¢ > 0 fixado, o contorno da f.d.p. de X ¢é o conjunto

C.:= {iveRz: (xl_“1)2+(x2_u2)2=1},

0'11C2 0'2262

) com 017 < 099, entao, para um valor plausivel

com eixo menor paralelo ao eixo
M2
Oz (abscissas) e extremidades em py £ ¢,/071 € com eixo maior paralelo ao eixo Oy

que trata-se de uma elipse centrada em pu =

(ordenada) e extremidades em py £ ¢(/09s.

Nos Exemplos 4.2 e 4.4, o vetor aleatério X era tal que a correlagdo entre X; e X5 era
igual a zero. No entanto, nem sempre essa sera a situacao com a qual estaremos lidando.
Quando existe uma correlagao pi2 # 0, os contornos da funcao densidade de probabilidade
(f.d.p.) de X continuam sendo elipses. No entanto, seus eixos deixam de ser paralelos aos
eixos do plano cartesiano, passando a estar orientados segundo os autovetores da matriz
inversa de varidncias e covaridncias, 1. Se \; e Ay sdo os autovalores da matriz de

variancias e covariancias de modo que \; > Ao, entdo o eixo maior é proporcional ao A\ e
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o eixo menor ao Ay. No Resultado 4.1, mostramos formalmente esse fato.

Resultado 4.2

Seja X ~ Normaly(p,3). Se a matriz de varidncias e covariancias 3 € Mayo(R)

é definida positiva, entao
(a) os autovalores de ¥ sao todos positivos;
(b) X1 existe;

(c) se A é um autovalor de ¥ e e é o autovetor ortonormal associado, entao

Se=Jle=Xle= ie;

(d) X! é definida positiva,;

(e) os contornos (& — pu) "X (& — pu) = ® de X sdo elipses centradas no vetor de
médias p cujos eixos estao na direcao de seus autovetores e; e e, de tal modo
que o tamanho do eixo maior é 2c\/A; e o tamanho do eixo menor é 2c\/ Ao, em

que A; é o maior e Ay 0 menor autovalor, associados, respectivamente, a e; e e,.

DEMONSTRACAO:

(a) Se X ¢ definida positiva, entao para qualquer vetor nao-nulo = € R?, temos
x' Xz > 0.

Em particular, se e é um autovetor ortonormal qualquer de ¥, podemos tomar
T = e e, consequentemente,
e'Ye > 0.

Mas, por definicao, e = Ae, em que A € R ¢ o autovalor associado ao e. Logo,

e'Ye>0=e'de>0=Xe'e>0=)\>0,

T

pois e é ortonormal e, consequentemente, ||e|| =e'e = 1.

(b) Se X é definida positiva, entao, pelo item (a), seus autovalores sdo todos

positivos. Como |X| = A\ Ay > 0, segue que existe a inversa 3"
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(¢) Se A é um autovalor de X e e é o autovetor ortonormal associado, segue que

1
e=Ile=e=Y'Ye=e=XNe= Xe =¥"le.

Em outras palavras ¥ e X7 possuem os mesmos autovetores e se A é um

autovalor de X, 1/ serd autovalor de X7

(d) Como X! é simétrica, ela admite decomposicio espectral, i.e.,
S '= EAET,

em que E é a matriz dos autovetores ortonormais de X' (que, por (c), sabemos
que sdo os mesmos autovetores de X) e A é uma matriz diagonal com autovalores

de 37! na diagonal principal. Logo,

271:[31 82} 1//\1 0 6]—
0 1/ |eg

ee] exe)

=¥ 1t=
A A

Portanto, qualquer que seja o vetor nao-nulo & € R?, temos

T T
_ e e ése
'Y lw:mT< L4 2):12

A Ao
(mTel) (elT:c) (mTeg) (elm)
- ¥ * A2
o) (e
D VW

> 0.

Portanto, por definicdo, X! é definida positiva.

(e) Como X é simétrica e definida positiva, ela admite decomposigao espectral, i.e.

> = EAE'

em que E = [e; ey] é a matriz de autovetores ortonormais de ¥ e A =

A0
0 X

é uma matriz diagonal com autovalores positivos de X dispostos na diagonal
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principal. Logo, a inversa de X é dada por:

S 1= EA'ET.

Definimos a mudanca de variaveis:
z=E'(z - p)

Isso corresponde a rotacionar o sistema de coordenadas para alinhar com os

autovetores de X.

Substituindo na equacao do contorno:

(@ —p)' S (& —p)=(z—p) EATE (- p)

=2"A7'z
<1
Escrevendo z = , temos
22
2 2
TA-1 A1~
z AN z=—+-".
AL A
Logo, o contorno é:
Z—% Z—g = = it + i =1
)\1 )\2 (C\/ )\1)2 (C\/ /\2)2

Essa é a equagao de uma elipse no sistema de coordenadas z, com eixo maior

de comprimento 2cy/\; e eixo menor de comprimento 2cy/As.

No sistema original a, a elipse é centrada em p e tem seus eixos principais nas

dire¢oes dos autovetores e; e e, com os comprimentos dos eixos proporcionais
a VA1 e v/ Ay, respectivamente.
Exemplo 4.5

Seja X ~ Normals(p, ). Em cada uma das situacoes descritas nos itens seguintes,

determine o contorno C. e represente-o graficamente.
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1 1 0.7
(a) p= ]:oz,zzlm ’1]ece{o,94; 1,62; 2,64},

1
-0,7

~0,7
1’ ] ece{0,94; 1,62; 2,64}.

SOLUCAO:

(a) A matriz 3 é simétrica, entdo admite decomposicao espectral. Calculando os

autovalores:
1-X 0,7
= -\, =0= | =
0,7 1—2\
= (1-X)?-049=0
= (1—)\)? =049

:>/\1:1,7e)\2:0,3.

Logo, o conjunto V(A1) dos autovetores associados ao autovalor A\; = 1,7 é o

T
conjunto dos vetores u; = [:v y] tal que

1
Yup = Mup = 0, ® = 1,7 .
0,7 1| |y Y

40,7y =1,7x,
=

0,7x +y=1,T7y.

0,7y =0, 7x,
=

0,7t =0,Ty

Yy=x,
=

rT=y

V(LT = { H re R*}.

Por outro lado, o conjunto V()2) dos autovetores associados ao autovalor

&
Ay = 0,3 é o conjunto dos vetores uy = [x y] tal que
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.'.V(0,3)={[_x] :xeR*}.

Portanto, os autovetores ortonormais e; € V(1,7) e es € V(0,3) sao

11 1|1
el—ﬁl GEQ—E _q .

1
Pelo item (e) do Resultado 4.2, o contorno C.. é uma elipse centrada em p =

com o eixo maior na mesma direcao e sentido de e; e com tamanho 2c\/ Ay e
com o eixo menor na mesma dire¢ao e sentido de e e com tamanho 2cy/Ag. A
Figura 4.12 ilustra essa situagao para ¢ € {0,94; 1,62;2,64}.

(b) A matriz X é simétrica, entdo admite decomposicao espectral. Calculando os

autovalores:

X — Ao =0=
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Logo, o conjunto V(A1) dos autovetores associados ao autovalor A\; = 1,7 é o

v
conjunto dos vetores u, = [:c y} tal que

r—0,7y =1,Tx,
—0,7c +y =1,Ty.
{—0, Ty =0,7x,

—0,72 = 0,7y.

.-.V(1,7)={!_x] :meR*}.

Por outro lado, o conjunto V(\y) dos autovetores associados ao autovalor

&
Ao = 0,3 ¢é o conjunto dos vetores uy = [x y] tal que

s[4, o
{ — 0,7y = 0,3z,

&

L

—0,7x +y =0, 3y.
.-.V(0,3)={H :xeR*}.
xr

=

4

, Ty = —0, 7z,
0,7r = —0,7y.

=

4.2.
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Portanto, os autovetores ortonormais e; € V(1,7) e es € V(0,3) sao

11 1l
el_% . eez—% A

1
Pelo item (e) do Resultado 4.2, o contorno C.. é uma elipse centrada em p =

com o eixo maior na mesma direcao e sentido de e; e com tamanho 2c\/ Ay e
com o eixo menor na mesma dire¢ao e sentido de e e com tamanho 2cy/Ag. A
Figura 4.13 ilustra essa situagao para ¢ € {0,94; 1,62;2,64}.

AN
=)

N\

/

-

162
~264

AN
N

\

Figura 4.12. Contornos C. da densidade de probabilidade do vetor aleatério X ~

1 1 0,7
Normal , ’ ara c € {0,94; 1,62; 2,64}.
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Figura 4.13. Contornos C. da densidade de probabilidade do vetor aleatorio X ~

1 1 —-0,7
Normal , ’ ara c € {0,94; 1,62; 2,64}.

O Exemplo 4.5 ilustram duas situacgoes envolvendo contornos de fungoes de densidade

de probabilidade de vetores aleatérios com distribuicdo normal bivariada:

o1 o

e Se X ~ Normal, = , TN com p12 > 0, entao, para um valor plausivel
M2 021 022

de ¢ > 0 fixado, o contorno da f.d.p. de X é um elipse centrada em g com eixo

maior com mesma direcao e sentido do autovetor ortonormal e; de 3 e com tamanho
2cy/ A1, em que A1 é o maior autovalor e esta associado com e;, e com eixo menor
com mesma direcao e sentido do autovetor ortonormal e; de ¥ e com tamanho

2cy/Ag, em que Ay é 0 menor autovalor e estd associado com es.

o1 O

e Se X ~ Normal, = , TN com p12 < 0, entao, para um valor plausivel
2 021 022

de ¢ > 0 fixado, o contorno da f.d.p. de X é um elipse centrada em g com eixo

maior com mesma direcao e sentido do autovetor ortonormal e; de 3 e com tamanho
2cy/ A1, em que A1 é o maior autovalor e esta associado com eq, e com eixo menor
com mesma direcao e sentido do autovetor ortonormal e; de ¥ e com tamanho

2cy/ Ao, em que Ao é 0 menor autovalor e estd associado com es.
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A densidade da distribuicdo normal bivariada atinge seu valor maximo quando a
distancia estatistica ¢ zero, ou seja, quando & = . Portanto, o vetor p é o ponto de
maior densidade da distribuigao (isto é, a moda) e, ao mesmo tempo, representa o valor
esperado do vetor aleatorio X, ou seja, a média multivariada. O fato de p ser a média
da distribuicao Normal multivariada decorre da simetria das curvas de nivel da funcao
densidade: esses contornos de densidade constante sao centrados em p, o que mostra que

p esta no “equilibrio” da distribuicao.
4.3 Densidade e propriedades da normal multivariada

A funcao densidade da distribuicdo normal multivariada é obtida a partir da densidade

univariada substituindo o quadrado da distancia estatistica univariada (:”;5)2 pelo quadrado

da distancia estatistica multivariada

(x —p)' =z - p),

que leva em conta tanto a variabilidade de cada componente quanto a covariancia entre eles.
Ao fazer essa substituicdo, também é necessario adaptar a constante de normalizacao. No
caso univariado, a constante é (27)7Y/2¢7!, e garante que a drea sob a curva da densidade
seja 1. No caso multivariado, essa constante deve garantir que o volume sob a superficie

da densidade seja igual a 1. Para isso, a constante apropriada é

(2m) P22,

Definicao 4.3: Distribuicao normal multivariada

Seja X um vetor aleatério em RP com vetor de médias p € RP e matriz de
variancias e covariancias 3 € M,y ,(R) definida positiva. Dizemos que X possui
distribuicao normal p-variada quando sua fun¢do de densidade de probabilidade é a
fungao f : RP — [0, +oof tal que

1 1
flx) = f(z1,29,...,2p) = Wexp _§($ — ) =N — )| x Ips(x).

Denotamos essa distribuicdo como Normal, (g, X)), em analogia a notacdo univari-

ada Normal(p, 0?).

Embora tenhamos desenvolvido toda a intui¢do geométrica no caso bivariado (p = 2),

as ideias apresentadas se estendem naturalmente para dimensoes maiores, isto €, para
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o caso geral da distribuicao Normal p-variada. Quando p > 3, continuamos tendo contornos
de densidade constante descritos por elipsoides centrados no vetor de médias p, cujos
eixos principais estao nas direcoes dos autovetores da matriz de covariancias 3, com
comprimentos proporcionais a raiz quadrada dos autovalores. Por exemplo, quando X é
uma normal trivariada (p = 3), o contorno é um elipséide no espago tridimensional como

mostra a Figura 4.14.

Figura 4.14. Contornos C. da densidade de probabilidade do vetor aleatéorio X ~
Normals (p, 33).

Contudo, em casos de maior dimensao (p > 3), perdemos parte do apelo geométrico,
pois ndo conseguimos mais visualizar diretamente essas elipses (ou elipséides). Ainda
assim, as propriedades analiticas e algébricas permanecem validas e fundamentais para
aplicagoes praticas em Estatistica Multivariada.

Ao longo da disciplina, precisaremos usar frequentemente algumas propriedades impor-
tantes da distribuicdo normal. Essas propriedades sdo tteis porque facilitam a manipulacao
matematica dessa distribuicdo, o que contribui bastante para sua popularidade na Estatis-
tica.

A seguir, listamos quatro propriedades fundamentais de um vetor aleatério X com
distribuicao normal multivariada. Elas nos ajudam a entender o comportamento das
combinacoes lineares, subconjuntos e distribui¢oes condicionais de variaveis normalmente

distribuidas:

1. Combinacoes lineares dos componentes de X também sao normalmente distribuidas.

2. Qualquer subconjunto dos componentes de X possui distribui¢do normal (isto é, a

normalidade multivariada é preservada em subconjuntos).
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3. Se dois componentes de X tém covariancia zero, entao eles sao independentemente

distribuidos (o que, no caso normal, é uma equivaléncia rara e poderosa).

4. As distribuigoes condicionais dos componentes de X, dado um subconjunto dos de-
mais, também seguem uma distribui¢do normal (ou normal multivariada, dependendo

do niimero de varidveis condicionadas).

Algumas dessas propriedades serdo demonstradas a seguir. Essas demonstracoes
nao apenas fortalecem a intui¢cao sobre o comportamento da normal multivariada, como
também ajudam a praticar manipula¢des com vetores e matrizes. De maneira prética, a
propriedade 1 (sobre combinagoes lineares) pode ser considerada uma defini¢do operacional
da normal multivariada. Por isso vamos assumi-la sem demonstragao neste texto. A
partir dela, as demais propriedades se tornam mais faceis de compreender e demonstrar.
Ao explorarmos essas propriedades, entenderemos como a forma funcional da densidade

normal multivariada estd relacionada as combinacoes lineares dos seus componentes.
Resultado 4.3

Suponha que o vetor aleatorio X segue uma distribuicao normal multivariada
de dimensao p, isto é, X ~ N,(u,X). Entdo, qualquer combinacdo linear dos
componentes de X, da forma a' X = a; X; + a2 X5 + - -+ + a,X,, tem distribuigao

normal univariada com média a' p e varidncia a' Xa. Ou seja,
T T, T P
a X ~N(a p,a'Xa), para qualquer vetor a € RP.

Além disso, a reciproca também ¢ verdadeira: se a' X tem distribuicdo normal
univariada para todo vetor a € RP, entao X tem distribuicdo normal multivariada

com média p e matriz de covariancia X, isto é,

X ~ Ny(p, X).

SOBRE A DEMONSTRACAO:

A média e a varidncia de a' X podem ser obtidas diretamente das propriedades

de valor esperado e varidncia para transformacoes lineares, i.e.,
Ela"X]=a"p, Var(a'X)=a'Za.

Mostrar que a'X ¢ normalmente distribuida quando X ~ N,(u,X) exige um
pouco mais de trabalho, mas essa é uma propriedade central da distribui¢ao normal

multivariada. J& a parte reciproca — de que a normalidade de todas as combinacgoes
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lineares implica a normalidade multivariada — é uma forma alternativa de definir a

distribuicao normal multivariada.

Esse resultado é fundamental porque mostra como a estrutura da normal multivariada

pode ser entendida por meio de projegoes (combinagoes lineares) dos seus componentes. E

a base para muitas técnicas estatisticas multivariadas.

Exemplo 4.6

Seja X um vetor aleatério em R? e a € R? um vetor de constantes. Considere a

combinacdo linear a” X de modo que o vetor aleatério X tenha distribuicdo normal

multivariada com vetor de médias p € RP e matriz de varidncias e covaridncias

¥ € My, (R), em que escolhemos o vetor @' = [1,0,...,0]. Determine a distribui¢ao

da combinacdo linear a' X.

SOLUCAO:
Neste caso, temos
X1
X
a’X =1[1,0,...,0]|" "
Xp

Ou seja, a combinagao linear reduz-se a apenas um componente do vetor X. Vamos

agora verificar a média e a variancia dessa combinagao linear:

1
ap=110,....0 "
Hp
e
011 012
012 O
a'Sa=[10,..0]" %
O1p O2p

_— /’Ll
O'1p
02p 0
=011
Opp| |0
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Portanto, pelo Resultado 4.3, concluimos que

X ~ Normal(uy, o11).

Ou seja, qualquer componente individual X; de um vetor X ~ N,(p, ¥) segue uma

distribuicao normal univariada com média p; e variancia oy, i.e.,

X; ~ Normal(p;, o).

O Exemplo 4.3 mostra como o Resultado 4.2 pode ser usado para obter diretamente a

distribuicao marginal de qualquer componente de um vetor normal multivariado.

Resultado 4.4

Se X ~ Normal,(p, ), entdo as ¢ combinagoes lineares definidas por

D
a1 - Aip X Zj:1 alej
D
Q1 -+ Agp Xy D i1 GQij
AX = . . . = ] .
P
agr 0 ag| | Xp > =1 g X

sao distribuidas como
AX ~ Normal,(Au, AZA").

Além disso, se somarmos um vetor de constantes d € RP ao vetor X, temos

X +d ~ Normal,(p +d,X).

DEMONSTRACAO:
O valor esperado de AX é

E(AX)=AE(X) = Ap,
e a matriz de covaridncia de AX é
Cov(AX)=ACou(X)AT = ATAT.

Como cada entrada de AX é uma uma combinacgao linear de componentes do
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vetor aleatorio X, segue, pelo resultado 4.2, que essa entrada é normalmente distri-
buida. Assim, todas as componentes de AX sao normalmente distribuidas o que
implica, pelo resultado 4.2, que o vetor de combinagoes lineares A X é normalmente
distribuido.

Para a segunda parte, observe que

Xy + dy

Xy +d
X+d=|" "
Xp_'_dp

Como X; ~ Normal(u;,0y), temos X; + d; ~ Normal(u; + d;, 04), para todo i =
1,2,...,p. Logo, cada componente do vetor X + d ¢é normalmente distribuido.
Portanto,

X +d ~ Normal,(u + d,X)

Exemplo 4.7

Seja X ~ Normals(p, ), com

2 1 -1
[,l,:03, Y= 1 2 0
-1 0 2

Encontre a distribuicao do vetor aleatorio
X — X
y=|"" 7|
X — X3

SOLUCAO:
Note que Y é um vetor de combinagoes linear das componentes de X. Podemos

reescrevé-lo como

1 -1
Y=AX, com A= 0 .
0o 1 -1

Como X é normal multivariada e Y é uma transformacao linear de X, entao Y
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também é normal multivariada. Pela regra de transformacao, temos:

Y ~ Normaly(Ap, ALAT).

Vamos agora determinar o vetor de médias dessa transformacao linear:

Ap

0

Al

Agora, para determinar a matriz de varidncias e covariancias da transformacao linear,

vamos calcular primeiro A3:

AY =

2

12 1 -1
~1 0
1 2
1 -1
11-1 0
~1 —1]
2 2|

Agora, multiplicamos pelo transposto de A:

ATAT =

- 1 0
1 -1 -1

1
2 2

2 0
0 4|

Portanto, o vetor aleatério Y segue distribuigao

)

Ja mencionamos no inicio desta secao que qualquer subconjunto das componentes de um

vetor aleatério com distribui¢cao normal multivariada possui também distribuicdo normal

multivariada. No Resultado 4.5, enunciamos e provamos formalmente esta propriedade.
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Seja X ~ Normal,(p, ), com

x @)
x (2

Ell 212
E21 222

X = , H=

entao
XM~ Normal, (p,(l), 211) .

Especificamente, o vetor formado pelas ¢ primeiras componentes de X, aqui denotado
por XU, possui distribuicdo normal com vetor de médias dado por p e matriz de

covariancias ;.

DEMONSTRACAO:

Counsidere a matriz

A= 1,4 OqX(p*Q)}'

Aplicando o Resultado 4.4, que afirma que qualquer transformacao linear de um vetor

normal multivariado resulta em outro vetor normal multivariado, concluimos que
AX =XW ~ Normal, (Au, AEAT) = Normal, (u(l), 211) .

O Resultado 4.5 é valido para qualquer subconjunto arbitrario das componentes de
X. Se o subconjunto de interesse nao corresponder as ¢ primeiras componentes, basta

reordenar as variaveis para aplicar o resultado acima.

Exemplo 4.8

Seja X ~ Normals(p, ), com

x

Il
T = W N =

\g

I
— = = = DN
— = = N
— o= N =
— N = =
N = = =
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Determine a distribuicdo conjunta das componentes Xy e X4, ou seja, do vetor

X
aleatério XV = [ 2] )
Xy

SOLUCAO:
Para isso, vamos aplicar o resultado de marginalizagao da normal multivariada.

Primeiro, identificamos os elementos correspondentes nas posicoes 2 e 4 do vetor de

=[] - [

Em seguida, selecionamos os elementos da matriz de variancias e covariancias 3 que

médias:

correspondem as posicoes (2,2), (2,4), (4,2) e (4,4). Isso nos fornece a submatriz de
X

2
. Em outras palavras,
X4

21
o2l
Portanto, pelo Resultado 4.5,

e (1)

Um dos aspectos mais impressionantes da distribuicdo normal multivariada é a equi-

covariancias X;; associada ao vetor X M =

Z322 E24
ZJ42 E44

E11 =

valéncia entre auséncia de correlacao e independéncia. Em geral, para distribuigoes
arbitrarias, dizer que duas varidveis aleatérias nao sao correlacionadas (ou seja, possuem
covariancia nula) estd longe de ser suficiente para garantir que sejam independentes. No
entanto, no caso da normal multivariada, essa equivaléncia de conceitos, que normalmente
sao distintos, torna-se valida. Essa propriedade nao apenas simplifica diversas analises, mas
também fornece uma ferramenta extremamente poderosa para identificar independéncia a

partir da matriz de varidncias e covariancias. A seguir, formalizamos esse resultado.

Resultado 4.6

Sejam X M) e X@ dois vetores aleatérios, com dimensoes q; X 1 e g2 X 1, respecti-

vamente.
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Resultado 4.6
(a) Se X e X sio independentes, entdo
Cov(XW X@) =0,

uma matriz q; X go de zeros.

(b) Se
Y Y
Yo o

p)
“(2)

Y

x @
x 2

)

entdo X e X sao0 independentes se, e somente se, X1, = O.

~ Normalg, 14, (

(¢) Se XM ¢ X® 530 independentes e seguem distribuicdes Normaly, (), 21) e

) |

Normal,, (u(2), 3.99), respectivamente, entao

xM
x 2

(0 222

N(l)
,u(2)

?

~ Normalg, 14, (

DEMONSTRACAO:

(a) Essa afirmacao decorre diretamente da definicio de independéncia. Quando X
e X@ sdo independentes, qualquer funcio mensuravel de XV ¢ independente
de qualquer funcdo mensurdvel de X®. Em particular, a covaridncia entre

componentes de XM ¢ X@ é nula, o que implica que Cov(XW, X@) = O.

(b) A ida segue diretamente do item (a). Dessa forma, vamos focar em demonstrar a
volta. Para isso, suponha que 315 = O. Como X é uma matriz de covariancias,

temos

211 (0
(0 222

E:

x @)

pode ser escrita como
x (2

Assim, a densidade conjunta de X = [

1 1 -
Txo xo(@1,@2) = (2m) (@ +e)/2| (172 eXp {—2(m —p) Bz M)}
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Resultado 4.6

1 1 )
T emerE et {_2($1 —p) B (@~ M(l))}

1 1
S _ @) Ty-1 e
8 (27)22/2| Sy |1/2 °xXp { 2($2 p) o (w2 — p )} .

Portanto,

fxo x@ (@1, ®2) = fxo (T1) fxe (T2).

Como a densidade conjunta fatorou no produto das densidades marginais,

conclufmos que XV e X ® sio independentes.

(¢) Segue diretamente do item (b).

Exemplo 4.9

Considere o vetor aleatério X ~ Normals(p, ), com matriz de varidncias e

covariancias dada por

™

I
=S
S W o=
N O O

-
Verifique se X; e X5 sdo independentes e se o vetor aleatorio [X 1 XQ} é independente

da variavel X357
SOLUCAO:
Observamos que Cov(X1, X3) =1 # 0, portanto X; e X5 ndo sdo independentes.

-
Agora, vamos analisar a independéncia entre o vetor aleatério {X 1 X2} e a variavel

X3. Para isso, particionamos o vetor X e a matriz 3 da seguinte maneira

X, 410
Y X
X=X, X= =11 3 0].
Yo Yoo
X3 0 0 2
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Exemplo 4.9

Aqui, o vetor

XM = Xl,_X®:X@
Xo
e a matriz de covariancias entre X ¢ X® ¢ i = ol Como a distribuicao

conjunta é normal e a covaridncia entre os blocos X ¢ X® ¢ nula, o Resultado 4.6
nos garante que X3 é independente o vetor aleatorio {X 1 XQ} T. Consequentemente,
X3 é também independente de X; e de X, individualmente.

Esse exemplo ilustra a forca da distribui¢ao normal multivariada, pois, embora X;
e X, sejam correlacionadas e, portanto, ndo independentes, a auséncia de correlagao

com X3 nos permite concluir sua independéncia com o par.

Iniciamos este capitulo com um exemplo no qual lidamos com um vetor aleatério cuja
distribuigao era normal bivariada cujas componentes eram independentes (veja novamente
o Exemplo 4.1). Note que as conclustes obtidas com o exemplo sdo um caso particular

das afirmacoes feitas no Resultado 4.6. Tente por si s6 verificar essa particularidade.

Resultado 4.7

Seja
i g
o1 Mo

H(l)
u(2)

Y

x @
X = x @

~ Normal, (

!

com |Xg,| > 0. Entéo a distribuicdo condicional de X dado que X® = @ ¢
normal com vetor de médias dado por p™ + 31,35 (2 — p?)) e matriz de variancias

e covariancias X1 — 2122521221.

DEMONSTRACAO:

Vamos utilizar uma prova indireta. Definimos a matriz

b

Ao T sy
o I

e aplicamos a transformacao A(X — ). Como
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Resultado 4.7

XW—p® - 35 (X — p®)

AX —p) = X _ @

Como X tem distribui¢ao normal e a transformacao é linear, o vetor transformado
continua tendo distribui¢cao normal. A matriz de varidncias e covariancias do vetor

transformado é dada por AXA". Logo,

Y- 21222721221 (0
0 DI

ATAT =

Os blocos fora da diagonal sao nulos, o que mostra que os vetores X M _ p) —
XX — u®) e XP — u® siqo independentes. Como 2 é um valor fixo,
a expressio puM) + 2,3 (2 — u?) é uma constante. Portanto, a distribuicio
condicional de X dado que X® = 2® coincide com a distribuicio do vetor X ) —
p) — YYn (X 2)_ 1)), isto é, segue uma distribuicdo normal com vetor de médias

p 4+ 2,35 (2@ — p?)) e matriz de varidncias e covaridncias X1, — 31535, Xo1.

Exemplo 4.10

(a) Determine a distribui¢do condicional de X, dado que X3 = x5 quando X ~

)

(b) Determine a distribuigao condicional de X5, dado que X3 = x3 quando X ~
3] [1 —2 0
Normal; 11,|]-2 5 0
4 0o 0 2

(¢) Determine a distribuigao condicional de X3, dado que X; = x; e Xo = a9
2 1 11

quando X ~ Normals | |=3|, 3

2

1 2
1 1 2

SOLUCAO:
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Exemplo 4.10

(a) Seja
x- v
Xo

e[

Queremos a distribuigdo condicional de X; dado que X5 = 5. Para isso, usamos

o fato de que

pV=0 p®=2 2,=2 X,=0 =1
Logo, o vetor de médias condicional é

p + B35 (@ — p?) =040 17" (22— 2) =0,
e a variancia condicional é

Y- EpY Yy =2-0-1""-0=2.

Portanto,
X; | Xy = 29 ~ Normal(0, 2).
(b) Seja
X1 -3 1 =20
X = | X5y| ~ Normal; 11,[-2
X3 4 0

Queremos a distribui¢do condicional de X5 dado que X3 = wx3. Para isso,

definimos
XU =X, X% =X,

com

p=1 p? =4 Ty=5 =0, Zp=2

Logo, o vetor de médias condicional é
p + 2,32 2@ — @) =140-27"Yzs—4) =1,
e a variancia condicional é

¥ -3 Yy =5-0-271-0=5.
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Exemplo 4.10

Portanto,
Xy | X3 = x3 ~ Normal(1,5).
(¢) Seja
X3 2 1 11
X = |Xy| ~Normals | |-3|,(|1 3 2
X3 1 1 2 2

Queremos a distribuicao condicional de X3 dado que X; = 21 e Xy = x9. Para

isso, definimos

com

2

V=1 @ = [

5 E11 = 27 2312 = [1 2] s 222 = [1 ;] .

Calculamos a inversa de 39, i.e.,

O vetor de médias condicional é dado por

113 -1
(1) —10.(2) _ ,,2)) L

sRk)

:1+1[1 2] ([3<x1_2)_<x2+3) )

2 —1(xy — 2) + (22 + 3)

1 3x; —x9 — 9
=1+ 1 2|7 T

2 —$1+IE2+5

1
=1+§(3x1—x2—9—2x1+2fc2+10)

1 1
=1+§(l‘1+$2—|—1):§($1+$2+3).

A variancia condicional é
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Exemplo 4.10

113 -1 1
211—2122521221:2_[1 2:|[ ][:|

21-1 1 2
1 314 (~1)-2 |
_9_ - _9_ =
3117 _1.1+1-2] 311 2] H
1 3 1
2 S(1+2)=2-2°="-.
2( + ) 2 2

Portanto,

1 1
X3 | X1 =T, X2 = T9 ~~ Normal (2(1’1 + T9 + 3), 2) .

O proximo resultado é essencial para analisar a plausibilidade de se supor que uma
amostra foi coletada de uma distribuicao normal multivariada e também para detectar

outliers nessa amostra.

Resultado 4.8

Seja X ~ Normal,(p,3), com X positiva definida. Entao as seguintes afirmacoes

sao verdadeiras:

(a)
(X =)' U X —p) ~ x5

(b) Para todo o € (0,1),
P((X —p)'S (X —p)<xj(a) =1-0,

em que Xf)(oc) ¢ o percentil superior de ordem 100a% da distribuicao qui-

quadrado com p graus de liberdade.

DEMONSTRACAO:

(a) Como X é simétrica e positiva definida, pela decomposicao espectral, existe

uma matriz ortogonal I' e uma matriz diagonal

A =diag(A,..., N), A >0,
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Resultado 4.8

tais que
S =TAT".
Logo,
S =TATTT,
em que
1 1
At =diag|—,...,— .
Defina
Z=A"PTH(X - p),

em que

A2 = diag (

1 1

Como Z é uma transformacao linear de X, temos

Z ~ Normal, (0, A—l/QrTer—l/Q) .

Substituindo ¥ = TAT'", obtemos

Cov(Z) = A"V’ T "TAT ' TA/?

A2 AAY2
=1,
Portanto,
Z ~ Normal,(0, I,).
Assim,

sao independentes e

Agora,
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Resultado 4.8

Z2'Z = [APTT(X - p)] [ATVTT(X - )]

(X — ) TAPA7PDT(X — p)

(X —p) TATT(X — p)
— (X - ) STX - )

T _ NP 2
Mas 2 Z =37, Z;.
Como Zi, ..., Z, sdo normais padrdo independentes, segue que -f_; Z7 ~ x2.

Portanto, (X — p) 'S 1(X — p) ~ x2.

(b) Segue direto do item (a).
[l

Encerramos este capitulo com uma cole¢ao poderosa de resultados sobre a distribuicao
normal multivariada. Vimos que, além de sua elegancia formal, ela possui propriedades
que facilitam enormemente o trabalho analitico: a normalidade de marginais e condicio-
nais, a equivaléncia entre independéncia e auséncia de correlacao, e expressoes explicitas
para médias e covariancias condicionais. Esses resultados tornam a distribui¢ao normal
multivariada uma peca central nao apenas na teoria estatistica, mas também em aplicagoes
praticas, onde modelos multivariados precisam ser interpretaveis, computacionalmente
viaveis e teoricamente solidos. A partir daqui, abrimos caminho para ferramentas ainda

mais sofisticadas de inferéncia e redugao de dimensionalidade.

4.4 Exercicios

1. Seja X ~ Normaly(p, ¥), em que

] =

(a) Escreva a expressdo do quadrado da distancia estatistica (z — p) "X (z — p)

como uma fun¢ao quadratica de z; e xs.

(b) Utilize o Geogebra para plotar a densidade do vetor aleatério X. Analise o
gréafico e escolha um valor de k € [0, +oo| tal que f(x) = f(x1,22) = k. Em

outras palavras, escolha um nivel.
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(¢) A partir do nivel k£ determinado no item (b), determine o valor de ¢ tal que
(x—p)' Sz —p) ="

(d) A partir do valor de ¢ determinado no item anterior, construa, em um papel

quadriculado, o respectivo contorno da densidade de X.
(e) Sua resposta para o item (d) é consistente com sua resposta para o item (a).
2. Seja X ~ Normaly(p,¥). Prove que se a matriz de varidncias e covaridncias
3 € Msyo(R) é definida positiva, entao
(a) B existe;
(b) os autovalores de X sdao todos positivos;

(c) se A é um autovalor de ¥ e e é o autovetor ortonormal associado, entao
1 1
dYe=)le= 3 e= Xe;

(d) £~ é definida positiva;
(e) os contornos (x — p) "X (x — p) = % de X sdo elipses centradas no vetor de
médias @ cujos eixos estao na dire¢ao de seus autovetores e; e ey de tal modo

que o tamanho do eixo maior é 2c4/\; e o tamanho do eixo menor é 2¢y/ A, em

que A1 é o maior e Ay 0 menor autovalor, associados, respectivamente, a e; e es.

3. Repita o Exercicio 1 para o caso em que X possui distribui¢ao normal bivariada com

vetor de médias pu € R? e matriz de varidncias e covariancias 3 € Moo (R) tal que

2 10 0 (4 1
a = e = ; c = e = ;
(a) p ) - (c) p ) L

2] (4 0] 0] (4 1]
b = eX = ; d = eX = ;
(b) n ) 01 (d) p 5 1

0] (4 1] 2] (1 1]
(c) n ) - (e) p 0 14

4. Para cada uma das densidades bivariadas f : R? — [0, +00[ a seguir apresente o

vetor de médias e a matriz de variancias e covariancias do vetor aleatorio X.

(6) £(@) = o 22) = 5-exp {2 [(o1 = 1+ (22 - 27}

2m 2
(b) f(z) = f(x1,70) = 217Texp [—; (22 + 23 + 4xy — 679 + 13)} :

4.4. EXERCICIOS



1 1
(¢) f(x) = f(z1,72) = —exp | —= (22% + 23 + 2z179 — 2221 — 14x5 + 65)] .
2T 2

H4 itens em que as varidveis sao independentes?

. Seja X um vetor aleatério em R? cuja funcdo de densidade de probabilidade é
f:R? — [0, +00] tal que

1 1

Calcule E(X7), E(X3), Var(X;), Var(Xs;) e Cov(Xy, X5).

. (Johnson e Wichern, 2014, p. 201, tradugao e grifo nosso) Seja X ~

Normals(p, ) com vetor de médias p = [—3 1 4}T e matriz de variancias e
covariancias
1 =20
Y=|-2 5
0 0 2

Quais das seguintes variaveis aleatérias sao independentes? Explique.

(CL) X1 (§ XQ.

7. Seja X ~ Normal,(p,X) e @ € R? um vetor de constantes. Mostre que

a' (X —p)

Z p—
va'Xa

~ Normal(0, 1).

8. Seja X ~ Normals(p, ) com matriz de varidncias e covariancias

\g|

Il
o Q@ =
L = 2
—

Determine o valor de @ € R para que b' X e ¢' X sejam independentes, sendo
T T
b=[1 1 1] ec=[1 -1 -1] .
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.
9. Seja X ~ Normal;(p, ¥) em que o vetor de médias é p = [2 -3 1] e matriz de

variancias e covariancias

Yy =

— = =
N W
[ NI N

X
Determine o vetor @ € R? tal que Xy e Xy —a' [ 1] sao independentes.
2

10. Seja X ~ Normals(p, ) com matriz de varincias e covariancias

\g|

I
vIR ne O
(SISO RNT ()
O wie IR

Determine o valor de @ € R para que b' X e ¢' X sejam independentes, sendo

11. Seja

211 2112
, 221 222

“(1)

b=[1 0 —1]Tec=[1 1 1]T.
§® )

xM
X - [
com |2g| > 0. Mostre que a distribuicao condicional de X dado que X® = £®?

~ Normal, (

x 2

¢é normal com vetor de médias dado por

pt + 20,35 (2 — p)

e matriz de varidncias e covariancias
—1
Y — BieXa, Yo,
Dica: Defina

I —3,55)
0] I

A—

Y

e aplique a transformagio A(X — ).

12. Considere o vetor aleatério X ~ Normals (03, X)), em que

1 08 —04
L=]08 1 —0,56]|.
0,4 —0,56 1
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(a) Determine a distribuigao condicional de X; e X3, dado que Xy = x9, em que
Ty € R esta fixado.

(b) Determine a matriz de variancias e covaridncias de X, dado que Xy = x5 €

X3 = x3, em que x3 € R esta fixado.

13. (Johnson e Wichern, 2014, p. 202, traducgio e grifo nosso) Considere o vetor
T
aleatério X ~ Normals(p, ), em que p = [1 -1 2] e

4 0 -1
X=10 5 0
-1 0 2

(a) Encontre a distribuigdo condicional de X, dado que X3 = z3, em que z3 € R.

(b) Encontre a distribuigao condicional de X, dado que X5 = x5 e X3 = 3, em

que ro € Re x3 e R.

14. Considere o vetor aleatério X ~ Normals(p, X) em que

L pp
YX=|p 1 0],
P01

.
sendo —1 < p < 1. Mostre que a distribuicao condicional de [Xl Xz} dado que
X3 = x3, em que x3 € R é uma constante fixa, possui distribui¢gdo normal bivariada

com

+
com vetor de médias [Ml + (x5 — us) IuQ] e matriz de varidncias e covariancias

L—p* p
p 1]
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5 Inferéncia a partir de dados multivariados

Este capitulo marca o inicio da parte metodologica deste material. A partir de agora,
utilizaremos os conceitos desenvolvidos até aqui para tratar de uma das tarefas centrais
da Estatistica: a inferéncia. Nosso objetivo serd investigar como, a partir de uma amostra
aleatoria multivariada, podemos tirar conclusoes validas sobre parametros populacionais,
com foco especial no vetor de médias e na matriz de varidncias e covariancias.

Concentraremos nossa atencao em trés abordagens complementares. Comecamos
com a estimacao pontual dos parametros populacionais quando assumimos normalidade
multivariada. Em seguida, discutimos testes de hipdéteses para o vetor de médias. Por
fim, estudamos como construir regides de confianca simultaneas para esse vetor. Ao longo
do capitulo, ficard evidente uma das mensagens fundamentais da andlise multivariada:
quando as variaveis sao correlacionadas, elas devem ser analisadas de forma conjunta. Essa
interdependéncia entre componentes é refletida tanto na estrutura da matriz de variancias
e covariancias quanto na construgao das estatisticas de teste e das regides de confianca

apresentadas a seguir.

5.1 Amostras aleatdrias e estimadores nao-viesados

Exemplo 5.1: Selecionando uma amostra aleatéria

Uma equipe de pesquisadores deseja investigar os habitos de sono de estudantes
universitarios. Para isso, decide realizar uma pesquisa com alunos de uma universidade
publica. A meta é obter uma amostra que represente bem o comportamento da
populagao estudantil da instituicdo. Um dos métodos considerados foi sortear, de
forma aleatoria, estudantes da base de dados da universidade, de modo que todos
tivessem a mesma probabilidade de serem incluidos. Nessa situacao, as observagoes da
amostra podem ser consideradas independentes e provenientes da mesma populacao,
o que permite aplicar técnicas inferenciais classicas.

No entanto, imagine que a pesquisa fosse aplicada apenas a estudantes encontrados
na biblioteca apods as 21h. Nesse caso, mesmo que os entrevistados fossem escolhidos
a0 acaso entre os presentes, os dados coletados tenderiam a refletir um perfil bastante
especifico de alunos: possivelmente mais disciplinados ou com maior carga de estudos.
As observacoes deixariam de ser representativas da populacao geral e poderiam estar

correlacionadas, comprometendo a validade inferencial.
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Exemplo 5.1

Este exemplo ilustra a importancia de garantir que a amostra seja verdadeiramente
aleatoria e que as observacoes possam ser tratadas como independentes, o que é

fundamental para a construcao de estimadores confiaveis.

Para desenvolver técnicas de inferéncia estatistica a partir de dados multivariados, é
essencial compreendermos o processo de amostragem e as propriedades dos estimadores
que utilizamos.

Suponha que ainda nao tenhamos observado os dados, mas planejamos coletar n vetores
aleatorios, cada um com p variaveis. Como o resultado da medi¢ao ou observacao ainda
nao é conhecido, representamos cada entrada dos vetores como uma variavel aleatoria. O
J-ésimo vetor de observagoes, que chamaremos de X, contém os valores observados para
as p varidveis em uma dada unidade observacional (por exemplo, um individuo ou objeto).

A matriz de dados completa, portanto, é dada por

-
X, X X - Xy
T
X, Xo1 Xoo -0 Xy
b.o X X X
n nl n2 " np
Dizemos que os vetores X1, X, ..., X, formam uma amostra aleatdéria se sdo vetores

aleatérias independentes e identicamente distribuidos segundo uma mesma distribuicao
conjunta de densidade f(x) em RP. Isso equivale a dizer que a fungao densidade conjunta

de X1,...,X, pode ser escrita como o produto

flxr, @, ..., xn) = f(x1) f(22) - - f@n).

E importante destacar dois pontos que frequentemente geram confusdes entre os
estudantes. Primeiro, embora os vetores de linhas sejam independentes entre si, os
componentes de um mesmo vetor, i.e., as p variaveis medidas em uma mesma unidade,
podem (e geralmente devem) estar correlacionadas. FEssa correlagao entre varidveis é
justamente o que motiva o uso de métodos multivariados. Segundo, a suposicao de
independéncia entre vetores amostrais pode nao ser apropriada em todas as situacgoes.
Em contextos onde os dados sao coletados ao longo do tempo (como séries temporais de
precos de acoes ou indicadores econémicos), é comum que observagoes feitas em instantes
proximos estejam associadas. Nesse caso, a dependéncia entre vetores consecutivos precisa

ser modelada explicitamente, e os métodos inferenciais desenvolvidos aqui, que assumem
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independéncia entre as linhas da matriz X, deixam de ser aplicaveis.

Nos paragrafos seguintes, vamos deduzir dois estimadores fundamentais: o estimador
do vetor de médias populacionais e o estimador da matriz de varidncias e covariancias
populacionais. Mostraremos que ambos sao nao-viesados sob a hipétese de amostragem

aleatoria, estabelecendo as bases para os procedimentos inferenciais que virao a seguir.

Resultado 5.1

Seja X1, Xo,..., X, uma amostra aleatéria de um vetor aleatério X com vetor
de médias p e matriz de variancias e covariancias 3. Entao, os seguintes resultados

sao validos:

(a) O vetor de médias amostrais

cuja matriz de varidncias e covariancias ¢ dada por

Cov(X) = 12.

n

(b) A matriz de varidncias e covaridncias amostral

(X, - X)(X;—X)T

1

1
S, =—
ny

n

¢ um estimador viesado para X, com

(¢) Um estimador nao-viesado de X ¢ dado por

S = S,,.

n—1

DEMONSTRACAO:
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Resultado 5.1

(a) Note que

E(X)ﬂ(%_ixj)—%i =Y un

Logo, X é um estimador nao-viesado para p. A matriz de variancias e covari-

ancias de X é dada por
- 1 & 1 & 1 1
Cov(X) = Cov EZX] ZEZCOU(XJ'):E'HZZ_E'

(b) Observamos que

Expandindo o termo (X; — X)(X,; — X)" com base em somas e produtos

matriciais, obtemos a identidade classica

S(X - X)X, - X)T =Y X,X] —nXX .
j=1

=1

Note que
E(YX,X] | =Y EX; X)) = (S+pu") =nS +npp’,
j=1 j=1 j=1
e, pelo item (a),

_ - 1
EnXX )=n EXX')=n (Ez + WT) =S+ npp.

Portanto,
E(S,) = — (nE +npp — X —npp ) = 3.
n n
Assim, concluimos que o estimador S, é viesado.
(c) Pelo item (b),
n n n n—1
E =E(——S, | = E(S,) = =3
(5) (n—l ) n—1 (Sn) n—l>< n %
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Resultado 5.1

Portanto, S é um estimador nao-viesado para 3.

Defini¢ao 5.1: Matriz de variincias e covaridncias (nao-viesada)

Sejam X, ..., X, uma amostra do vetor aleatorio X. A matriz de variancias e
covaridancias amostrais (nao-viesada) é a matriz simétrica S € M,y,(R) tal que
n

1
S = S, =
n—1 n—1

(X; - X)(X; - X)".

1

n

J

A partir deste ponto, adotaremos S como a matriz de variancias e covariancias amostral.
Essa escolha ¢é justificada pelo fato de que S é um estimador nao-viesado de ¥ e aparece
naturalmente em testes estatisticos multivariados que discutiremos no restante dessas

notas.

Exemplo 5.2

Considere uma pesquisa sobre habitos alimentares conduzida com estudantes
universitarios. Os pesquisadores decidem coletar informacgoes sobre trés variaveis
quantitativas: nimero médio de refei¢des por dia (X;), quantidade média de frutas
consumidas semanalmente (X3) e tempo médio (em minutos) gasto preparando a
prépria comida (X3). Inicialmente, a amostra é planejada para ser aleatéria simples,
sorteando estudantes da base de dados da universidade. No entanto, por limitacoes
logisticas, os dados foram coletados presencialmente em apenas dois lugares do campus:
a biblioteca e o restaurante universitario. Suponha que, ao final do processo, a matriz

de dados observada seja denotada por

em que cada vetor linha ; contém as trés varidveis observadas em um tnico estudante.
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Exemplo 5.2
Sabemos que as estimativas de X e S sao validas sob a suposicio de que os vetores
aleatorios X1, ..., X, sdo independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.). No

entanto, nesse cendrio, surgem algumas questoes importantes:

(a) O fato de os dados terem sido coletados em locais diferentes pode introduzir

algum tipo de viés?

(b) E razoavel assumir que X1, ..., X, sdo i.i.d., mesmo sabendo que o local de

coleta pode estar associado ao comportamento alimentar?

(c) Como a possivel quebra de independéncia pode afetar a validade dos estimadores
X eS?

SOLUCAO:

(a) Sim, pode. Se o local de coleta esta relacionado a caracteristicas especificas dos
estudantes (por exemplo, quem frequenta a biblioteca pode ter habitos alimen-
tares distintos de quem almoga no restaurante universitario), a amostra final
pode nao representar adequadamente a populacao total de estudantes. Isso com-
promete a validade das inferéncias, uma vez que certos perfis comportamentais

podem estar super ou sub-representados.

(b) Nao é razoavel. A suposigao de que os vetores observados sdo independentes e
identicamente distribuidos exige que cada unidade amostral tenha sido selecio-
nada de maneira independente e segundo a mesma distribuicao. Se o processo
de amostragem varia com o local, e esse local influencia as variaveis de interesse,
entao as observagoes nao podem ser consideradas i.i.d., pois diferentes subgrupos

da populagao estao sendo modelados por distribui¢oes distintas.

(c¢) Se a independéncia entre os vetores amostrais for violada, a propriedade de nao-
viesamento de S pode deixar de ser garantida, e a varidncia de X pode nio seguir
mais a estrutura Cov(X) = %2. Isso impacta diretamente a confiabilidade
de testes estatisticos e de regices de confianca baseados nesses estimadores.
Em particular, os erros-padrao podem ser subestimados ou superestimados,
levando a decisoes inferenciais equivocadas. Ou seja, mesmo com calculos
corretos, as conclusdes podem ser invalidas por conta da violagao das suposicoes

fundamentais do modelo.
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O Exemplo 5.2 nos conduz a uma reflexdao fundamental: embora as férmulas dos
estimadores sejam sempre as mesmas, sua interpretacao e validade inferencial dependem
fortemente do mecanismo de amostragem. Em especial, mesmo que os alunos medidos
tenham varidveis correlacionadas entre si (o que é esperado), os vetores X ; devem ser
independentes entre si, o que pode ser ameacado por préaticas de coleta nao-aleatoria.
Este exemplo ilustra a importancia de analisar cuidadosamente as suposi¢oes por tras dos

modelos antes de aplicar férmulas e tirar conclusoes.

5.2  Amostras aleatérias de uma distribuicao normal mul-
tivariada

Nesta se¢ao, vamos considerar que a amostra foi retirada de uma populagao normal
multivariada e investigar outras propriedades do vetor de médias amostrais X e da matriz
de variancias e covariancias amostrais S uma vez que, pelo discutido na se¢ao anterior,
sabemos que sdo estimadores nao-viesados para o vetor de médias populacionais p e para

matriz de varidncias e covariancias populacionais 32, respectivamente.

5.2.1 Estimadores de maxima verossimilhanca

Seja X1, X, ..., X, uma amostra aleatéria de um vetor aleatério X ~ Normal,(u, X),
ou seja, cada vetor X; tem dimensao p x 1, distribuicao normal p-variada com vetor
de médias populacionais u € Rl e matriz de varidncias e covaridncias populacional
3 € Mpyy,(R). Como os vetores aleatérios sao mutuamente independentes, a densidade

conjunta de X1,..., X, é dada pelo produto das densidades marginais, i.e.,

f(@y,.. x,) = f(z1) f( ) f(xn)

n 1 B

Com alguma manipulacao algébrica, essa expressao pode ser reescrita como

1 1 & Ty-1
Neste momento, é importante dar um passo conceitual. Quando observamos a amostra
xq,...,x,, ou seja, apos os dados terem sido coletados, os vetores observados passam a ser
fixos. A expressao acima, quando vista como funcao dos parametros desconhecidos p e X2,

recebe o nome de fung¢do de verossimilhanga. Portanto, a funcao de verossmilhanca, para
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p e X é dada por

1 1 &
L(p,, 2) = W €xp {_2 ]E:l(mj - “)TE_1<wj - ”’)} .

De modo geral, a fungdo de verossimilhanca mede o grau de compatibilidade entre os
parametros do modelo e os dados observados. Quanto maior o valor da verossimilhanca
para certos valores de p e X, mais plausivel é que esses parametros tenham gerado a
amostra que foi efetivamente observada. Em outras palavras, a funcao de verossimilhanca
responde a pergunta: quao bem os parametros propostos explicam os dados que coletamos?
A técnica de estimagdo por mdzima verossimilhang¢a (EMV) busca determinar os valores
de p e ¥ que maximizam essa funcao, isto é, encontrar os valores dos parametros que
tornam a amostra observada mais provavel sob o modelo normal multivariado.

Os valores de p e ¥ mais plausiveis de terem gerado a amostra observada sao deno-
minados estimativas de maxima verossimilhanca. Para encontra-los, vamos reescrever a
funcao de verossimilhanca em uma forma mais conveniente.

Para facilitar o processo de maximizacao, é conveniente trabalhar com o logaritmo
da funcao de verossimilhanga. Como o logaritmo é uma fungao crescente, os valores
que maximizam a verossimilhanca também maximizam seu logaritmo. A func¢do log-

verossimilhanga ¢(p, X) = log L(p, X) é dada por

== 1 1 Ty-1
{(p, %) = =log [WWGXP{_2;(%_M) % (mj_ﬂ)}

np n 1 _
= —glog@ﬂ) - 5108; 2] - 2 Z(w] —p) = 1(33]' — 1)

j=1

np n 1 & _ _ _

= —Elog(ZW) - §log || — 5 > {wIE 'z —2u' e+ p'E 1/,1,} :
j=1

Agora estamos em condicao de enunciar e provar o seguinte resultado

Resultado 5.2

Seja X1, ..., X, uma amostra aleatéria de um vetor aleatério X ~ Normal,(p, ).

Entao,

N
j=1

¢ o estimador de maxima verossimilhanca para p e
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Resultado 5.2

n—1

=8, = S.

(X, - X)X, - X)T ="

é o estimador de maxima verossimilhanca estimador para 3. Os seus valores ob-

T

servados & e £ 3", (z; — &)(z; — &) sdo denominadas as estimativas de maxima

verossimilhancga para p e 3, respectivamente.

DEMONSTRACAO:

Para encontrar o valor de g que maximiza a log-verossimilhanca, derivamos com

relacao a p e igualamos ao vetor nulo. Note que X é tratada como constante nessa

etapa. Logo,

o 1

% =3 —23! Za:j + X '

=1

=3! (nu — ij) .
j=1

Igualando ao vetor nulo de R?; temos

n n

>t n,u—Za:j :0:>nu:chj = [ =x.
Jj=1 j=1

Portanto, X é o estimador de maxima verossimilhanca para p. Agora que ja conhe-

cemos ft, podemos substitui-la na func¢ao log-verossimilhanca. Assim,

n

1
og|X| — ) > [zc;rZ’le -2z 2 'z, + 22z,

oy

U(z,%) = —’sz log(2) — &

j=1

Note que o termo

n
(ijE_lmj — 2§3T2_1mj + QTE_1Q>

=1

J
¢ igual a

1(%‘ —z) 'S (x; — z).

n

J

Logo, temos

n

o8[S~ 5> (w; ~ ) 5w, — ).

Jj=1

o,

0z,%) = —Llog(2r) ;

2

Agora, derivamos essa expressao em relacdo a X e igualamos a matriz nula.
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Resultado 5.2

Alguns resultados de dlgebra matricial serao necessarios neste ponto da demonstracao.

A saber,
0 [(n n
—(=|Z]) ===
s (5171) = 3

=" (z;—z)(z;—2) | T!
=1
Logo,

Kooty te S - w0 | 2 ey - 8) - = 0
0¥ 2 2 j=1

-2 =15 S (- 2)(e; )| B

n e
1| & _
=1I,=-% Do (y - @) (- w)T]
=1
. 1 _ _
=3 = - S(z;—z)(x; — )"

Portanto, S,, é o estimador de méxima verossimilhanca para 3.

Depois de obtermos os estimadores de maxima verossimilhanga (EMVs) para os para-
metros p e X, podemos fazer algumas observacdes importantes sobre suas propriedades.
Primeiramente, vale notar que ft = X é um vetor aleatério, e 3 = S, é uma matriz
aleatéria, pois ambos sao fungoes da amostra. Os valores que calculamos para esses

estimadores dependem diretamente dos dados observados.

Um fato interessante é que, ao substituirmos os EMVs na expressao da verossimilhanca,

obtemos

. 1 1
NSy —np/2
L(p,3>) = )l X SIE X e :

Ou seja, a verossimilhanca avaliada nos EMVs ¢é inversamente proporcional a raiz n-ésima

do determinante de 3. Esse determinante é conhecido como variancia generalizada da

amostra, e aparece naturalmente como uma medida de dispersao multivariada.
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Quanto maior a variancia generalizada, mais “espalhada” é a nuvem de pontos; quanto
menor, mais “concentrada” em torno de X . Essa relacéo entre a funcio de verossimilhanca
e a variancia generalizada nos mostra que a verossimilhanga é maximizada quando os dados
estdo bem concentrados, ou seja, quando a matriz de variancias e covariancias amostral
tem determinante pequeno. Isso esta alinhado com a intui¢ao: quanto mais os dados estao
proximos da média, mais “plausivel” parece o modelo normal multivariado.

Outra propriedade fundamental dos EMVs é a chamada propriedade de invariancia.
Ela afirma que, se 6 é o estimador de maxima verossimilhanga de um vetor de parametros
0, e se desejamos estimar uma fun¢do qualquer desses parametros, digamos h(0), entao
o EMV de k() é simplesmente h(0). Em outras palavras, para obter o EMV de uma
transformacao, basta aplicar essa transformacao diretamente sobre os EMVs. Isso nos
economiza esforco e evita dedugoes repetitivas, pois ndao precisamos rederivar toda a funcao
de verossimilhanca sempre que quisermos estimar uma nova quantidade derivada dos
parametros. Essa propriedade é especialmente poderosa quando lidamos com estatisticas
mais complexas, como razoes de variancias, projecoes, distancias estatisticas e muito mais.
Vamos explora-la em maior profundidade nas proximas segoes e capitulos, quando lidarmos
com testes de hipdteses e regioes de confianca.

Exemplo 5.3

Considere que X1, ..., X,, uma amostra aleatéria do vetor aleatério X com dis-
tribuicdo Normal, (g, ¥). Usando a propriedade de invaridncia dos EMVs, determine

os EMVs para as seguintes quantidades:
(a) A média populacional da i-ésima componente, isto é, p;.
(b) A variancia da i-ésima componente, isto é, oy;.
(¢) A covarincia entre as componentes i e j da varidvel aleatéria X, isto é, oy.

(d) O desvio padrao da componente i, isto é, |/d;;.

Oik

(e) A correlagio entre as componentes i e j de X, isto é, py, = ——.
V 0ii0kk
(f) A distancia quadrética de p a origem, isto é, u' .

(g9) A quantidade p" X' p.

SOLUCAO:

(a) Aqui, h(p) = p;. Como h (fr) é EMV para h(p) e h(ft) = h (X) = X, segue
que X; é EMV para p;.
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Exemplo 5.4

(b) Aqui, h(Z) = 0. Como h(2) é EMV para h(X) e h(2) = 65, emque

segue que 6, ¢ EMV para o;;.
(¢) Aqui, h(E) = 0. Como h(X) é EMV para h(X) e h(2) = 64, em que

1 i .
Gi = — > _(Xji — Xi) (X — Xp),

ni=
segue que 0, ¢ EMV para o;.

(d) Aqui, h(X) = /5. Como h(3) é EMV para h(X) e h(2) = /5y, segue que
Vi € EMV para (/o;;.

Oik

(e) Aqui, h(X) = . Como h(X) é EMV para h(X) e

vV O0iiOkk

A

Oik
VGiiOkk,
(f) Aqui, h(p) = p"p. Como h(fr) é EMV para h(p) e h(ft) = XTX, segue que

X' X ¢ EMV para pu' p.

segue que é¢ EMV para p.

(9) Aqui, h(p,X) = p"X . Como a invaridncia também vale para funcdes de

multiplos parametros, temos que
Wi %) = X

é¢ EMV para u'X 'pu.

Ao observarmos a funcao de verossimilhanga para uma amostra aleatéria de uma
distribui¢do Normal, (g, 3), percebemos que ela depende dos dados @, . .., x, apenas por
meio de dois elementos: o vetor de médias amostrais & e a matriz de somas de quadrados
e produtos centrados, dada por Y}, (z; — &)(x; — )" = (n — 1)S. Esse fato indica
que qualquer informagao relevante sobre os parametros pu e 3 ja esta contida nesses dois

resumos da amostra.
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Dizemos, nesse caso, que X e S sdo estatisticas suficientes. Isso significa que, ao
condicionar a distribuicao conjunta da amostra a esses dois objetos, nenhuma informacao
adicional sobre os parametros é extraida. Toda a inferéncia sobre média e covariancia
que poderiamos realizar a partir dos dados completos pode ser conduzida apenas com
essas duas estatisticas. Essa propriedade é particularmente conveniente no contexto da
distribuicdo normal multivariada. A informagao total disponivel sobre os parametros esta
contida em X e S, independentemente do tamanho amostral n. Se dois analistas estiverem
trabalhando com a mesma base de dados, mas um deles descartar as observacoes apos
calcular X e S, enquanto o outro mantiver a base completa, ambos obterdo exatamente
as mesmas estimativas para p e X por méxima verossimilhancga. O segundo analista nao
terd vantagem alguma, pois os dados adicionais que retém nao carregam informacao extra
sobre os parametros.

No entanto, é importante reconhecer que essa suficiéncia esta fundamentada na hipdtese
de normalidade multivariada. Para outras distribui¢oes, nao é garantido que o vetor de
médias amostrais e a matriz de variancias e covariancias amostrais resumam adequadamente
a informacao dos dados. Procedimentos baseados apenas nessas quantidades podem ignorar
aspectos relevantes, como a assimetria ou a presenca de outliers. Por essa razao, é prudente
verificar, na pratica, se o modelo normal multivariado é uma descri¢ao razoavel para
os dados. Quando essa suposicio ¢ adequada, X e S tornam-se pilares da inferéncia

estatistica multivariada, tanto do ponto de vista tedrico quanto pratico.

5.2.2 A distribuicio de X e de S

Assumiremos, a partir de agora, que X1, ..., X, formam uma amostra aleatéria de uma
populacao com distribui¢do Normal,(pu, ). Essa hipétese, embora nem sempre plenamente
verificavel na pratica, ¢ suficiente para determinar completamente as distribui¢coes amostrais
de X e 8. Assim como no caso univariado, conhecer essas distribuicoes é essencial para
formular testes de hipdteses e construir regioes de confianga adequadas para os parametros
populacionais. O comportamento de X e S pode ser descrito de forma analitica, mas
também serd explorado por meio de simulacoes computacionais. Essa abordagem empirica
nos permitird visualizar, de maneira mais concreta, como as estatisticas amostrais se
distribuem em torno dos parametros populacionais a medida que o tamanho da amostra
varia. Compararemos essas distribui¢oes com as que ja conhecemos do caso univariado, o
que ajudara a estabelecer conexdes naturais com conceitos ja familiares.

No caso univariado (p = 1), sabemos que X possui distribuicdo normal com média y e
variancia o2 /n. O resultado para o caso multivariado (p > 2) é anélogo, i.e., X possui
distribuicao normal p-variada com vetor de médias p e matriz de variancias e covariancias

%2. No entanto, para demonstra-lo necessitaremos do seguinte resultado.
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Resultado 5.3

Seja X1, ..., X, vetores aleatdrios independentes tal que X ; ~ Normal,(u;, %),

para todo 7 = 1,...,n. Entao, a combinacao linear desses vetores aleatorios
n
V = Z CiXia
i=1
também segue uma distribuicao normal multivariada, i.e.,

V ~ Normal, (Z Cilt;, (Z cf) E) :
i=1 i=1

DEMONSTRACAO:

Comecamos observando que cada vetor X; tem distribuicdo normal multivariada,
portanto qualquer combinacao linear de suas componentes também tem distribuicao

normal univariada. Além disso, como os vetores X; sdo independentes, sua soma
ponderada também é normalmente distribuida.

Isso garante que V segue uma
distribuicao Normal,.

Para calcular o valor esperado de V', usamos a linearidade da esperanca, i.e.,

Para a matriz de variancias e covariancias, usamos o fato de que os vetores sao
independentes, ou seja, Cov(X;, X ;) = 0 sempre que ¢ # j. Logo,

Cov(V) = Cov (Z ciXi> => Cou(X;) =) ¥ = (Z cf) 3.
i=1 i=1 i=1

=1

Portanto, a distribuicao de V' é

V ~ Normal, (Z Ci b, <Z cf) E) ,
i=1

=1

Resultado 5.4

Seja X,..., X, uma amostra aleatério do vetor aleatério X ~ Normal,(p, X)
Entéo, X ~ Normal, (,u, %E)
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Resultado 5.4

DEMONSTRACAO:

No caso da média amostral, estamos lidando com a combinagao linear em que

todos os coeficientes sdo iguais ¢; = 1/n, para todo i = 1,...,n. Portanto, aplicando

S())=)

j=1

o Resultado 5.3, temos

S 1
X =-
n

ZX]- ~ Normal, (711 Zu, (
j=1

=1

L1 , . n _ : A
A média da soma ¢ simplesmente p, j& que 3°7_; p = np, e a matriz de variancias

e covariancias da combinacao linear é

(znj1>2:” _ly

=1

Portanto, concluimos que

- 1
X ~ Normal, (u, E) :
n

Exemplo 5.5

Utilizando o software R, gere 200 amostras de uma populagao bivariada normal

com vetor de médias p =

] e matriz de variancias e covariancias

1 08
Y= .
[O,S 2 }
para diferentes tamanhos amostrais n € {5,10,50,200}. Para cada uma das amostras

determine o valor de X; e Xo.

(a) Construa o grafico dos pontos formados pelos vetores de médias amostrais X e

X, obtidos a partir de amostras simuladas.

(b) O que acontece com a nuvem de pontos a medida que o tamanho amostral

cresce? Esse resultado é consistente com o esperado pelo Resultado 5.47
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SOLUCAO:

(@)

Aproximacéo da distribuicdo de X com o aumento de n

3.00 n = 5 ; 3.00 n=10 3.00 n=>s0 3.00 n =200

275 ) 275 Lo 275 275

2550 : 2550 :

2.25 225
' 2.00 2.00

175 175

1.50 - 1.50

125 ; et 125

2550 3 2550

2.25 o5 225
2.00 o 2.00 ’
175 SR 175

1.50 1.50
125 125

L 0.0 0.5 1.0 15 2.0 L 0.0 0.5 1.0 15 2.0 1 0.0 0.5 1.0 15 2.0 1 0.0 0.5 1.0 15 2.0
X Xy X Xy

Figura 5.1. Aproximacao da distribuicio do vetor de médias amostrais X com

o0 aumento de n.

Codigo R
1 library (MASS) # Para mvrnorm
> library (ggplot2) # Para visualizacgéo
s library (dplyr) # Para manipulagdo de dados

5 # Pardmetros populacionais
s mu <- c(1, 2)
7 Sigma <- matrix(c(l, 0.8, 0.8, 2), nrow = 2)

o # Tamanhos amostrais

1o n_values <- c(5, 10, 50, 200)

11 n_sim <- 1000

12

13 # Gerar as médias amostrais

14« resultados <- lapply(n_values, function(n) {

15 medias <- replicate(n_sim, {

16 amostra <- mvrnorm(n, mu = mu, Sigma = Sigma)
17 colMeans (amostra)
18 })

19 df <- as.data.frame(t(medias))
20 df$n <- as.factor(n)

21 names (df) [1:2] <- c("X1", "X2")
22 return(df)

23 }) %>% bind_rows ()
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Exemplo 5.5

1 # Grafico
> ggplot (resultados, aes(x = X1, y = X2)) +
geom_point (alpha = 0.4, size = 0.8) +

| facet_wrap(~n, nrow = 1, labeller = label_bquote(n == .(
n))) +

5 xlab(expression(bar(X) [1])) +

¢ ylab(expression(bar(X)[2])) +

7 ggtitle ("Aproximagdo da distribuigido de médias amostrais
"y

8 theme _minimal (base_size = 12)

(b) A medida que o tamanho amostral n cresce, observa-se que os pontos se concen-
tram em torno do verdadeiro vetor de médias populacionais. Esse comporta-
mento evidencia, de forma empirica, a convergéncia da distribuicdo de X para

uma distribui¢do Normal, (g, 3/n), conforme discutido anteriormente.

Além disso, quanto maior o valor de n, menor é a variabilidade das médias
amostrais ao redor de u, refletindo a redugao da variancia amostral e, conse-
quentemente, o aumento da precisao do estimador. Essa simulacao ilustra de

maneira clara como o resultado tedrico se manifesta na pratica.

Exemplo 5.6

Utilizando o software R, gere 200 amostras de uma populagao bivariada normal

com vetor de médias p =

] e matriz de variancias e covariancias

»—

1 08
08 2|

para diferentes tamanhos amostrais n € {5,10,50,200}. Para cada uma das amostras

determine o valor de S

(a) Construa histogramas para o valor de cada entrada da matriz de varidncias e

covariancias, obtidos a partir de amostras simuladas.

(b) Que indicativos os histogramas trazem a respeito da verdadeira distribuicao das

variancias e covariancias amostrais? O que ocorre com essas distribuicoes a me-
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dida que o tamanho amostral cresce?

SOLUCAO:

(a)

Distribuicdes amostrais de variancias e covariancia
63, (n=5) 63, (n=10) 63, (n=50) 63, (n=200)

.0 05 10 15 20 25 3.0 X X R X . 0.6 0.8 1.0 12 14 16 08 09 10 11 12 13 14

63, (n=5) 63, (n=10) 63, (n=50) 83, (n=200)

1 2 3 4

612 (n=10) 612 (n=50) 612 (n=200)

04 06 08 10 12 14

Figura 5.2. Aproximacao da distribuigao das variancias e covariancias amostrais

com o aumento de n.

Codigo R
1 mu <- c(1, 2)
> Sigma <- matrix(c(l, 0.8, 0.8, 2), nrow = 2)
3 ns <- c(5, 10, 50, 200)
4+ B <- 200
5 resultados <- data.frame ()

¢ for (n in ns) {
7 for (b in 1:B) {

8 amostra <- mvrnorm(n, mu, Sigma)

9 S <- cov(amostra) * (n - 1) / n # versdo ndo
corrigida

10 resultados <- rbind(resultados, data.frame(

11 n =n,

12 var_X1 = S[1, 1],

13 var_X2 = S[2, 2],

14 cov_X1X2 = S[1, 21))}
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1

5

11

Codigo R
# Grafico das varidncias de X1
ggplot (resultados, aes(x = factor(m), y
geom_jitter(width = 0.2, alpha = 0.5)
geom_hline(yintercept = 1, linetype =
"red") +
labs(x = "Tamanho amostral (n)", y =
de X1")
# Grafico das varidncias de X2
ggplot (resultados, aes(x = factor(mn), y
geom_jitter(width = 0.2, alpha = 0.5)
geom_hline(yintercept = 2, linetype =
"red") +
labs(x = "Tamanho amostral (n)", y =

de X2")

aes (x
0.2,

geom_hline(yintercept

ggplot (resultados,

geom_jitter (width

0.8,

llredll) +

labs (x

amostral entre X1 e X2")

factor(n),

alpha

"Tamanho amostral (n)",

s # Grafico da covariidncia entre X1 e X2

y
0.5)

linetype

y

var_X1)) +
+

"dashed",

color

"Varidncia amostral

var_X2)) +

+

"dashed",

color

"Varidncia amostral

cov_X1X2)) +

+

"dashed", color

"Covaridncia

(b) A medida que o tamanho amostral n cresce, observa-se que os valores estimados

das variancias e covariancias se tornam progressivamente mais concentrados ao

redor dos valores populacionais verdadeiros. Esse comportamento evidencia,

de forma empirica, a convergéncia de S para X, conforme discutido anterior-

mente. No caso univariado, sabemos que as variancias amostrais corrigidas

estao relacionadas a distribui¢oes qui-quadrado, o que justifica a assimetria

observada nos graficos para n pequenos. Com o aumento de n, essa assimetria

vai sendo suavizada, e as distribui¢oes das estimativas passam a se comportar

aproximadamente como normais, com variabilidade decrescendo. Essa evidéncia

empirica refor¢a a intuigdo de que os elementos da matriz S sao estimadores

consistentes (como veremos na préxima segao).
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Antes de introduzirmos a distribuicdo da matriz de varidncias e covaridncias amostrais
no caso multivariado, é importante relembrar um resultado classico do caso univariado,
que ja foi discutido em disciplinas anteriores.

Seja Xi,...,X, uma amostra aleatoria de uma populacdao normal com média p e
2

variancia o2, ou seja, X; ~ Normal(u, 0?) para todo j. A varidncia amostral corrigida,

dada por
1

n—1

52 = Z(XJ_X)27
j=1

¢ um estimador nao-viesado de o%. Um resultado importante, que ji conhecemos, é que a

— 2
n—1 "X, - X

o = o

quantidade

segue uma distribuicao qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade.

Esse resultado estabelece um elo entre variabilidade amostral e uma distribuicao de
probabilidade bem conhecida. Nossa intencdo, a partir de agora, ¢ expandir esse raciocinio
para o caso multivariado, no qual lidamos com vetores de observacoes e uma matriz
que sintetiza suas variancias e covariancias. Essa generalizagao nos levard a chamada
distribuicao de Wishart, que desempenha um papel central na inferéncia estatistica

multivariada.
Definicao 5.2: Distribuicao Wishart

Seja Z, ..., Z, vetores aleatérios independentes com distribuigdo Normal,(0, X),
entao a matriz

W=> 2,7
j=1
possui distribuicao de Wishart, com n graus de liberdade e matriz de escala X:
W ~ Wishart,(n, X).

A distribuigdo Wishart,(n, X) assume valores em matrizes simétricas definidas positi-

vas de dimensao p X p e sua densidade depende apenas de X e de n, i.e.,

1
onp/2 |E|n/2 ]_"p (Z)

FW) = W72 exp (—;tr (=w)).

em que I',(+) é a funcdo gama multivariada, definida por:
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Definicao 5.2

P 1 1
T,(a) = a?@ VT[T <a - ]2) , paraa > pT
j=1

A distribuicdo de Wishart pode ser vista como uma generalizacao multivariada da
distribuicao qui-quadrado. Enquanto a distribuicao qui-quadrado descreve a variabilidade
de amostras provenientes de uma populacao normal univariada, a distribuicao de Wishart
descreve a variabilidade das matrizes de variancias e covariancias amostrais provenientes
de uma populagao normal multivariada.

Seja X1, ..., X, uma amostra aleatéria de uma populagao com distribuicao Normal,(p, X),

com X definida positiva. A matriz

segue uma distribuicao de Wishart com n — 1 graus de liberdade e matriz de escala 32, e

denotamos essa distribuicao por
W ~ Wishart,(n — 1,3).

No contexto da estatistica multivariada, a distribuicao Wishart surge naturalmente como
a distribuicdo da matriz de varidncias e covaridncias amostrais (nao dividida por n — 1),
i.e., (n — 1) sendo pega central em procedimentos inferenciais envolvendo X.

Como a matriz de variancias e covariancias populacionais 3 é, em geral, desconhecida,
nao podemos utilizar diretamente a distribuicdo de X para construir procedimentos de
inferéncia sobre p. No entanto, a matriz amostral S fornece informagao independente
sobre 3, e sua distribuicio nao depende de . Essa independéncia entre X e S, valida sob
a suposi¢ao de normalidade multivariada, nos permite construir estatisticas que combinam
ambas as quantidades para realizar inferéncia sobre o vetor de médias populacionais.

Exploraremos essa ideia em maior profundidade adiante.

5.2.3 Comportamento assintético de X e S

Mesmo fora do contexto normal, os estimadores X e S mantém propriedades impor-
tantes sob certas condigoes gerais. A intuicao por tras desse comportamento foi explorada
nos Exemplos 5.5 e 5.6. No primeiro, observamos que, a medida que o tamanho amostral
cresce, a nuvem de pontos formados pelos vetores de médias amostrais se concentra em

torno do verdadeiro vetor de médias populacionais p. No segundo, vimos que as estimati-
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vas de variancias e covariancias se aproximam de seus valores populacionais, revelando
convergéncia também para a matriz 3.

Esses comportamentos sao formalmente descritos por dois resultados fundamentais da
teoria da probabilidade: a Lei dos Grandes Nimeros e o Teorema Central do Limite. Suas
versoes multivariadas garantem que, mesmo sem assumirmos normalidade, os estimadores
X e S ainda apresentam propriedades desejaveis quando a amostra é suficientemente

grande.

Resultado 5.5: Lei dos Grandes Ntuimeros Multivariada

Seja Xq,..., X, uma amostra aleatéria de uma populacao com vetor de médias
p e matriz de variancias e covariancias 3, ambas finitas. Entao,

X = X, — p quando n — oo,

1

S|

n
1=

no sentido da convergéncia quase certa (ou seja, com probabilidade 1).

DEMONSTRACAO: Ver Teorema 2.4.6, p. 73, de Leite e Singer (1990).

Resultado 5.6: Teorema Central do Limite Multivariado

Seja X4,..., X, uma amostra aleatéria de uma populacao com vetor de médias

@ e matriz de variancias e covariancias 3, ambas finitas. Entao,

Vn(X — p) — Normal,(0,X) quando n — oo,

no sentido da convergéncia em distribuicao.

DEMONSTRACAOQ: Ver Teorema 3.2.8, p. 90, de Leite e Singer (1990).

Esses dois resultados justificam o uso pratico de X e S mesmo em situacdes nas
quais a suposi¢ao de normalidade multivariada nao é apropriada. Desde que o tamanho
amostral seja suficientemente grande, podemos esperar que a distribuicdo amostral de X
seja aproximadamente normal, com matriz de variancias e covariancias se aproximando de
3. Em aplicagoes reais, essa robustez ¢ fundamental para garantir validade inferencial em

contextos mais gerais.
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5.3 Teste de hipoteses para o vetor de médias de uma
populacao normal

Neste ponto de nosso estudo, passamos a tratar de técnicas formais de inferéncia
estatistica aplicadas ao vetor de médias populacionais g em contextos multivariados. Mais
especificamente, nosso foco serd o teste de hipéteses sobre u, assumindo que os dados
provéem de uma populagao com distribui¢cao normal multivariada. Essa abordagem amplia
os conceitos univariados ja conhecidos, incorporando a estrutura de correlagao entre as
variaveis e exigindo, portanto, uma analise conjunta dos componentes do vetor de médias.

A motivacgao central é a seguinte: quando trabalhamos com p variaveis correlacionadas,
procedimentos que ignoram essa dependéncia podem levar a conclusoes equivocadas. O
teste que introduziremos leva essa dependéncia em conta de forma adequada, sendo
construido a partir de estatisticas que combinam X e S. Essas estatisticas carregam,
respectivamente, informagao sobre a localizagao e a dispersao dos dados, e foram discutidas
com cuidado em sec¢Oes anteriores. Agora, faremos uso dessas quantidades para avaliar a
plausibilidade de uma hipdtese formulada sobre o vetor de médias populacionais.

O teste que desenvolveremos nesta segao pode ser visto como uma generalizacao natural
do teste t de Student, amplamente utilizado no contexto univariado para avaliar hipdteses
sobre médias populacionais. Assim como no caso univariado, nosso objetivo serd comparar
uma média amostral com um valor hipotético, levando em conta a variabilidade dos dados.
A principal diferenca é que agora lidamos com vetores de médias e matrizes de variancias
e covariancias, exigindo uma abordagem que considere simultaneamente todas as variaveis
envolvidas. A estatistica de teste que utilizaremos seré baseada na distribuicao T2 de
Hotelling, uma distribuicao que desempenha, no contexto multivariado, um papel analogo
ao da distribuicao ¢t no caso univariado. Antes de apresentarmos essa estatistica em sua
forma geral, faremos uma breve revisao do teste ¢, retomando seus fundamentos com um
exemplo simples. Esse passo nos permitira estabelecer conexoes conceituais importantes e

preparar o terreno para o avanco ao caso multivariado.

Exemplo 5.7

A base de dados rmvm, disponivel no pacote asbio do software R, contém infor-
magoes provenientes de um estudo biométrico com 500 individuos. Para cada um
deles, foram registradas 16 variaveis quantitativas de interesse. Inicialmente, estamos
interessados em verificar se a média populacional p; da concentracao X; de uma

determinada proteina no sangue difere de 2,5 mg/dL.
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Exemplo 5.7

(a) Construa um histograma para a varidavel X; e um grafico de quantis tedricos
versus quantis observados (Q-Q plot). Com base nesses graficos, vocé acredita

que os dados podem ter origem em uma populagao normalmente distribuida?

(b) Aplique o teste de Shapiro-Wilk para avaliar a normalidade de X;. Ao nivel de

significancia de 5%, qual é a sua conclusao?

(¢) Ainda ao nivel de significAncia de 5%, vocé consideraria que hé evidéncias
suficientes para afirmar que a concentracao média da proteina difere de 2,5

mg/dL? Defina as hipdteses, estatistica de teste, regra de decisdo e conclusao.

SOLUCAO:

(a)

o
Q -
o
— ©
o
S
e
w
] 0
o _l | o
[ee] el
o g «
o — j =
S ?
@ o _| 8
g © °
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1 1T T T T 1
01 2 3 4 5 6
Concentragéo da proteina no sangue Quantis tedricos

Figura 5.3. Histograma para a concentracao (em mg/dL) de uma determinada
proteina no sangue junto o grafico de quantis tedricos versus quantis observados
(Q-Q plot).

Com base nos graficos da Figura 5.3, temos um indicativo de que a concentra-
¢ado da proteina no sangue dos individuos da populagao da qual os dados foram
coletados segue uma distribuicdo aproximadamente normal. No histograma,
observa-se uma forma simétrica, com maior frequéncia de valores proximos a

média e caudas que decaem suavemente nos dois sentidos. Ja no grafico
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V)

de quantis tedricos versus quantis observados (Q-Q plot), os pontos seguem
aproximadamente a linha reta de referéncia, com pequenas discrepancias apenas
nas extremidades — o que ¢é esperado mesmo em amostras de tamanho moderado.
Esses aspectos reforcam a plausibilidade da suposi¢ao de normalidade para a

variavel em questao

Codigo R

#Verificando a suposigdo de normalidade
par (mfrow = c(1, 2))

#Histograma

s hist (rmvm$X1,

main = "",

xlab = "Concentracgdo da proteina no sangue",
ylab = "Frequéncia",

col = "LightGreen",

ylim = c(0,120))

;s #Grafico QQ-plot

ggqnorm (rmvm$X1,

main = "",

xlab = "Quantis tedricos",
ylab = "Quantis observados",
col = "Red");

qqline (rmvm$X1)

Com base no teste de Shapiro-Wilk, nao rejeitamos a hipotese de que a amostra
seja proveniente de uma populacao normalmente distribuida, ja que o p-valor

obtido (0,8022) é maior que o nivel de significincia previamente fixado (a = 5%).

Cédigo R

#Verificando a suposicdo de normalidade

3 # Teste de Shapiro-Wilk

shapiro.test (rmvm$X1)
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(¢) « Hipdteses:

Hy: p1 =2,5 (a concentragao média da proteina no sangue é igual a 2,5 mg/dL),

Hy: pp #2,5 (a concentragdo média da proteina no sangue é diferente de 2,5 mg/dL).

« Estatistica de teste: Sob Hj : uy = 2,5, a estatistica de teste é dada por

X, —2,5
T=—"2 ~ty1,
NG !

com n = 500.

 Regra de decisao: Rejeitamos a hipotese Hy : pu; = 2,5 ao nivel de
significAncia @ = 5% quando t < —t. ou t > t., em que t é o valor

observado da estatistica de teste T e t. € R, ¢é o valor critico, i.e.,

e Conclusao: O valor observado da estatistica de teste foi t = 14,72 e do
ponto critico foi £, = 1,96. Como t > t., rejeitamos Hy : 3 = 2,5 ao
nivel de significAncia de a = 5%. Concluimos, portanto, que hé evidéncias

suficientes para afirmar que a concentracdo média da proteina no sangue
difere de 2,5 mg/dL.

Codigo R
1 #Conduzindo o teste t de Student

> t.test(rmvm$X1, mu = 2.5, alternative = "two.side")

No Exemplo 5.7, aplicamos o que ja aprendemos com teoria do caso univariado para
determinar se um valor especifico ug é plausivel como média populacional de uma variavel
aleatéria normal. Do ponto de vista da inferéncia estatistica, esse problema é tratado

como um teste de hipéteses para o parametro u:

HO: U= Mo,
Hy: p# po.
Considere uma amostra aleatoria Xy, Xs, ..., X, de uma populagao normal com média

e variancia 0% desconhecida. A estatistica de teste adequada ¢

5.3. TESTE DE HIPOTESES PARA O VETOR DE MEDIAS DE UMA POPULACAO
NORMAL



em que

X =

A estatistica t tem distribuicao t de Student com n — 1 graus de liberdade, sob a
hipétese nula. Valores extremos de ¢ (isto ¢, valores muito grandes em médulo) fornecem

evidéncias contra Hy : p = pg. Rejeitamos Hy : p = pp quando
t] > t.,

em que t é o valor observado da estatistica de teste T' e t. € R, é o ponto critico que
representa o quantil superior da distribui¢do t de Student com n — 1 graus de liberdade ao
nivel de significancia «;, i.e.

P(T| > telp = po) = a.

Note que, elevando ao quadrado a estatistica 7', temos

(X - Mo)2

2 _
= S2/n

— (X — o) (8) 7 (X = puo).

Esse resultado sugere uma interpretacao geométrica da estatistica como uma medida de
distancia quadratica entre a média amostral X e o valor testado 1, expressa em unidades
de variancia. Essa intuicao ¢ util para o caso multivariado.

Suponha que X1,..., X, seja uma amostra aleatéria proveniente de uma populagao
Normal,(p, ), com 3 definida positiva. Nosso objetivo ¢é investigar se um vetor especifico

W, pode ser considerado plausivel como média populacional. A formulacao do teste é

Hy: p=py versus Hyi:p # pyg.

Chamamos X = % i-1X; o vetor de médias amostrais e

a matriz de variancias e covariancias amostral. Nesse sentido, uma extensao natural da
estatistica T2, determinada anteriormente para o caso univariado, é dada pela estatistica

T? de Hotelling, que é definida como

T? = n(X — po) ' STHX — po)-
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O valor de T? representa uma medida de distAncia quadrética entre o vetor de médias

observado e o vetor testado, levando em conta a estrutura de correlagao entre as variaveis.

A intuicdo é andloga ao escore T2 no teste univariado: quanto maior a distancia de X até

Ky, medida em unidades da variabilidade conjunta, menos plausivel se torna Hy : g = p,.
Sob a hipdtese Hy : p = p, vale a representacao

1 _

W (™) (VX ).

T’ = (Vi(X - )

n—1

na qual /7 (X — p) ~ Normal,(0,X) e W,,,_1(X) segue uma distribuigio de Wishart
com n — 1 graus de liberdade e matriz de escala 3. A independéncia entre o vetor normal

centrado e a matriz Wishart resulta em

n—p

————T% ~ Fypps
(n—1)p pr

isto é, uma variavel F' de Snedecor com p e n — p graus de liberdade.
Fixado um nivel de significincia o € (0, 1), rejeitamos Hy : g = p, sempre que

(n—1)p
n—p

> fer
em que f, € R, denota o quantil superior de ordem 100(1 — «)% da distribuicao F, ,_,,
ie.,

P(F > fc) =,

em que '~ F,, ..

Assim, o procedimento multivariado reproduz a légica do teste ¢ univariado: compara-
mos uma medida de distancia padronizada entre a média amostral e o valor hipotético a um
ponto critico obtido na distribuicao apropriada. A estatistica T2 incorpora, porém, toda a
estrutura de correlacdo da amostra por meio de S~', garantindo um teste que respeita
a dependéncia entre as varidaveis. Nos exemplos seguintes aplicaremos esse resultado,

interpretando os valores de 7% da mesma forma que fizemos com 7' no contexto univariado.

Exemplo 5.8

Considere a mesma base de dados introduzida no Exemplo 5.7. Suponha que agora

estejamos interessados nas seguintes variaveis:

o X;: Nivel de concentragao de uma determinada proteina no sangue de individuos

sauddveis (em mg/dL);

o X5: Medida da pressao arterial sistélica em repouso (em mmHg);
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o Xj3: Nivel de oxigenagao sanguinea medido por oximetria (em %).

-
Queremos verificar a plausibilidade do vetor de médias p, = {4, 15 11,1 94, 4}

T
para o vetor de médias populacionais g do vetor aleatério X = {Xl X5 X3j| .

(a) Construa um histograma e um gréafico de quantis tedricos versus quantis ob-
servados (Q-Q plot) para cada uma das componentes do vetor aleatério X e,
em seguida, aplique o teste de Shapiro-Wilk para avaliar a normalidade das
marginais. Com base nos graficos e nos testes, vocé acredita que os dados podem
ter origem em uma populacao multivariada normalmente distribuida? Por qué?

Use um nivel de significancia de 5% para o teste.

(b) Construa o grafico de dispersao multivariado. Com base nesse grifico, vocé
acredita que os dados podem ter origem em uma populacdo multivariada nor-

malmente distribuida? Por qué?

(¢) Ainda ao nivel de significancia de 5%, teste a plausibilidade do vetor de mé-
T

dias py = (4,15 11,1 94,4| para o vetor de médias populacionais g do

vetor aleatorio X . Defina as hipdteses, estatistica de teste, regra de decisao e

conclusao.
SOLU CAO :

(a) Com base nos gréaficos apresentados na Figura 5.4, temos indicios favoraveis
a suposicao de normalidade marginal para as trés componentes do vetor ale-
atério X. Os histogramas revelam distribuig¢oes aproximadamente simétricas
e unimodais com caudas que decaem suavemente nos dois sentidos, enquanto
os graficos de quantis observados versus quantis tedricos (Q-Q plots) mostram
que os pontos se alinham de forma bastante satisfatéria a reta de referéncia,

sugerindo compatibilidade com a distribuicao normal.
Complementando a analise grafica com os testes de Shapiro-Wilk, obtemos os
seguintes resultados:

o p—valor para X;i: 0,8022;

o p—valor para Xs: 0,5083;

o p—valor para Xj3: 0,2126.
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Como todos os p-valores sao maiores que o nivel de significAncia o = 5%, nao
rejeitamos a hipotese de normalidade marginal para nenhuma das varidveis.
Portanto, tanto os graficos quanto os testes indicam que é plausivel assumir que
os dados provém de uma populagao com distribuicdo aproximadamente normal
multivariada. Isso ndao garante normalidade conjunta, mas a evidéncia empirica

sugere que a suposicao é razoavel neste contexto.
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Figura 5.4. Histogramas para as componentes do vetor aleatério X junto com

os respectivos gréaficos de quantis tedricos versus quantis observados (Q-Q plot).

Codigo R
1 #Verificando a suposigdo de normalidade

s par (mfrow = c(2, 3))

5 # Histogramas

6 hist (rmvm$X1, main = "", xlab = "Concentragio da proteina",
ylab = "Frequéncia", col = "LightGreen")

7 hist (rmvm$X2, main = "", xlab = "Press&8o sistdélica", ylab = "
Frequéncia", col = "LightGreen")
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Codigo R

1 hist (rmvm$X3, main = "", xlab = "Nivel de oxigenagdo",
ylab = "Frequéncia", col = "LightGreen")

3 # Graficos Q-Q

i gqnorm (rmvm$X1l, main = "", xlab = "Quantis tedricos", ylab
= "Quantis observados", col = "Red");

5 qqline (rmvm$X1)

6 qqnorm (rmvm$X2, main = "", xlab = "Quantis tedricos", ylab
= "Quantis observados", col = "Red");

7 qqline (rmvm$X2)

s qqnorm (rmvm$X3, main = "", xlab = "Quantis tedricos", ylab
= "Quantis observados", col = "Red");

gqline (rmvm$X3)

11 # Teste de Shapiro-Wilk
12 shapiro.test (rmvm$X1)
13 shapiro.test (rmvmn$X2)
14 shapiro.test (rmvm$X3)

(b) Com base no grafico de dispersdao multivariado apresentado, é plausivel supor que
os dados podem ter origem em uma populagdo normal multivariada. As nuvens
de pontos entre os pares de variaveis exibem formas aproximadamente circulares,
com distribuicao simétrica em torno de um centro e sem indicios evidentes de
assimetria, caudas pesadas ou agrupamentos fora do padrao, o que esta de
acordo com o comportamento esperado sob normalidade multivariada. Embora
o grafico de dispersao nao permita uma verificagao definitiva da normalidade
conjunta, ele fornece uma evidéncia visual consistente com essa suposicao. Esse
diagnodstico complementa a analise das marginais e o teste de Shapiro-Wilk

aplicados no item (a).

Codigo R

1 #Teste T2-Hotelling

> library (ICSNP)

3 dados <- rmvm[, c("X1", "X2", "X3")]
HotellingsT2(dados, mu = c(4.15, 11.1, 94.4))
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e Hipdéteses:

[4,15]
Hy: p=|11,1
94,4
[4,15]
Hy: p# |11,1
94,4

(as médias populacionais sdao iguais aos valores de referéncia)

(a0 menos uma média populacional difere do valor de referéncia)

- Estatistica de teste: Sob Hy: p = p,, a estatistica de teste T? de

Hotelling é dada por

7= 0 (X~ o) 87 (X o) ~

(n—1)p

Fyn—p, = 500 = 3.
p— ps COIM 7 ep

+ Regra de decisao: Rejeitamos a hipotese Hy : p = p, ao nivel de

significAncia @ = 5% quando #* > 2, em que t? é o valor observado da

estatistica de teste T? e t2 € Ry é o valor critico, i.e.,

P(T? > t* | u = py) = 0, 05.

« Conclusao: O valor observado da estatistica de teste foi t2 = 0,82 e do

ponto critico foi t2 = 7,9. Como t? < t2, ndo rejeitamos a hipétese nula

Hy : p = py. Concluimos, portanto, que nao ha evidéncias suficientes para

g
afirmar que o vetor de médias populacionais difere de 4,15 11,1 94, 4] .
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Figura 5.5. Grafico de dispersao multivariado para o vetor aleatério X que

contém a informagado da concentragdo de proteina no sangue, pressao sistolica e

nivel de oxigenacao de 500 individuos.
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Considere a mesma base de dados introduzida no Exemplo 5.7 e as mesmas variaveis

consideradas no Exemplo 5.8.

(a) Ao nivel de significAncia de 5%, teste a plausibilidade do vetor de médias p, =
T
[2, 5 11,1 94, 4] para o vetor de médias populacionais p do vetor aleatorio

X. Defina as hipoteses, estatistica de teste, regra de decisao e conclusao.

(b) Sua resposta para o item (a) é consistente com aquela obtida no item (c) do

Exemplo 5.7. Por qué?
SOLUCAO:

(a) Cédigo R
1 #Teste T2-Hotelling
> library (ICSNP)

3 dados <- rmvm[, c("X1", "X2", "X3")]

i HotellingsT2(dados, mu = c(2.5, 11.1, 94.4))

e Hipdteses:

12,51
Hy: p=|11,1 (as médias populacionais sdo iguais aos valores de referéncia)
94,4
2,51
Hy: p# 11,1 (a0 menos uma média populacional difere do valor de referéncia)
94,4

« Estatistica de teste: Sob Hy: p = g, a estatistica de teste T? de
Hotelling é dada por

(n—1)p

T2:n(X—p,O)TS_1 (X—p,o) ~ o

Fyn—p, comn =500ep=3.

 Regra de decisao: Rejeitamos a hipétese Hy : u = p, ao nivel de
significancia a = 5% quando t? > t2, em que t? é o valor observado da

estatistica de teste T? e t2 € Ry é o valor critico, i.e.,

P(T? > 2 | pp = py) = 0,05.
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« Conclusao: O valor observado da estatistica de teste foi t2 = 474,72 e
do ponto critico foi t2 = 7,9. Como t? > t2, rejeitamos a hipdtese nula
Hy : p = py. Concluimos, portanto, que ha evidéncias suficientes para

&
afirmar que o vetor de médias populacionais difere de [2, 5 11,1 94,4| .

(b) A resposta obtida no item (a) estd em concordéncia com o resultado do item
(¢) do Exemplo 5.7. No item (c), ao testarmos se a média populacional da
concentragao da proteina no sangue era igual a 2,5 mg/dL, rejeitamos a hip6tese
nula ao nivel de significincia de 5%, indicando que esse valor de referéncia
nao é plausivel para a média da populacao de onde os dados foram extraidos.
J& no item (c), testamos simultaneamente as médias populacionais das trés

=
variaveis Lul i ,u3} e, novamente, rejeitamos a hipotese de que elas sao

-
iguais aos valores de referéncia [2,5, 11,1, 94,4} . A rejeigdo conjunta inclui,
em particular, a rejeicao da hipétese de que p; = 2,5, o que reforca a consisténcia

entre os dois testes.

O teste T? de Hotelling que desenvolvemos nesta secao ¢, na verdade, equivalente
ao teste da razao de verossimilhancas para a hipétese Hy: p = p, quando a matriz de
variancias e covariancias populacional 3 é desconhecida. Essa equivaléncia garante que o
teste T2 compartilha das boas propriedades assintéticas dos testes baseados em razao de
verossimilhangas. Em particular, quando o tamanho amostral é suficientemente grande, o

teste possui o maior poder médio possivel entre todos os testes de hipdtese com tamanho
fixado.

Por fim, é importante destacar que, ao rejeitarmos Hy, nao podemos afirmar qual ou
quais componentes do vetor g sao incompativeis com os valores hipotetizados em p,. A
rejeicao pode ocorrer devido ao desvio de uma tnica média ou de uma combinacao linear
especifica entre elas. Em aplicagoes praticas, raramente estamos interessados em testar se
todos os componentes da média populacional sao exatamente iguais a valores especificos.
Em vez disso, geralmente buscamos identificar regioes de valores plausiveis para o vetor p
com base nos dados observados e ¢ justamente esse o caminho que seguiremos na proxima

secao.
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5.4 Regioes de confianca para o vetor de médias de uma
populacao normal

Apés estudarmos o teste T2 de Hotelling para o vetor de médias populacionais, surge
naturalmente a questdao: quais valores de p sdo plausiveis a luz dos dados observados? Em
outras palavras, ao invés de testarmos uma hipotese pontual como Hy: p = p,, queremos
encontrar um conjunto de valores de g que nao sejam rejeitados pelo teste, ou seja, que
estejam de acordo com as informagoes fornecidas pela amostra. Esse conjunto é conhecido
como regiao de confianga para o vetor de médias populacionais.

Antes de tratarmos a construcao de regioes de confianca para o vetor de médias
populacionais, comegaremos com um caso mais simples e familiar: o intervalo de confianca
para a média de uma tnica variavel, assumindo normalidade. Essa abordagem servira como
base para compreendermos a logica por tras das comparacoes simultaneas e da construgao
de regioes de confianga no contexto multivariado. Vamos ilustrar esse procedimento por

meio de um exemplo pratico.

Exemplo 5.10

A base de dados mtcars, disponivel no proprio software R, contém informacgoes
técnicas sobre o desempenho de diferentes modelos de automoveis, a partir de um
estudo realizado na década de 1970. Para cada modelo, foram registradas diversas
variaveis quantitativas relacionadas ao consumo e caracteristicas do motor. Neste
exemplo, nosso objetivo é construir um intervalo de confianca para a média populacio-
nal p; da varidvel X7, que representa o consumo médio de combustivel (mpg) medido

em milhas por galao.

(a) Construa um histograma da varidavel X; e um gréfico de quantis tedricos versus
quantis observados (Q-Q plot). Com base nos graficos, avalie a possibilidade

dos dados terem se originados de uma populagao normalmente distribuida.

(b) Aplique o teste de Shapiro-Wilk para avaliar a normalidade da varidvel X;. Ao

nivel de significAncia de 5%, qual é a sua conclusao?

(¢) Supondo que a suposi¢ao de normalidade seja plausivel, construa uma regiao de

confianca com 95% de confianga para a média populacional ;.
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SOLUCAO:

(a)
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Figura 5.6. Histograma para o consumo de combustivel (em mpg) junto ao

grafico de quantis tedricos versus quantis observados (Q-Q plot).

Com base nos graficos da Figura 5.6, observamos que a distribuicao da variavel
X; (consumo de combustivel, em milhas por galdao) apresenta uma assimetria a
direita. O histograma mostra uma maior concentracao de observacoes entre 15 e
20 mpg, enquanto valores mais altos de consumo aparecem em menor frequéncia,
estendendo a cauda da distribui¢do. Ja no grafico de quantis tedricos versus
quantis observados (Q-Q plot), as observagoes associadas aos maiores valores de
consumo se afastam da linha de referéncia, especialmente a direita, indicando a

presenca de desvios em relagao a normalidade.

Esses padroes sugerem que os dados podem nao ter origem em uma populacao
perfeitamente normal. No entanto, a maior parte das observacoes permanece

préxima da linha, o que pode indicar que a normalidade nao esta completamente
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descartada. Para avaliar essa suposi¢ao com maior rigor, a aplicagao de um

teste formal de normalidade se faz necessaria.

Codigo R

#Verificando a suposigdo de normalidade

par (mfrow = c(1, 2))

5 #Histograma

13

14

15

16

hist (dados$mpg,

main = "",

xlab = "Consumo de combustivel",
ylab = "Frequéncia",

col = "lightgreen")

2 #Grafico QQ-plot

qqnorm (dados$mpg,

main = "",

xlab = "Quantis tedricos",
ylab = "Quantis observados",
col = "Red");

qqline (dados$mpg)

(b)

Com base no teste de Shapiro-Wilk, nao reijeitamos a hipotese de que a amostra
seja proveniente de uma populacao normalmente distribuida, ja que o p-valor

obtido (0,1229) é maior do que o nivel de significAncia previamente fixado

(v =5%).
Cédigo R

#Verificando a suposicdo de normalidade

# Testes de normalidade univariada

shapiro.test (dados$mpg)

Como a suposi¢ao de normalidade foi considerada plausivel nos itens anteriores,
¢ possivel utilizar a distribuicao ¢ de Student para construir o intervalo de

confianga para a média populacional p; do consumo de combustivel.
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¢« Quantidade pivotal:

X1 —m
T .= ~t,.1, comn =32
o Intervalo de confianga: Fixado um nivel de confian¢a 95%, um intervalo
de confianga para p; ¢ dado por

IC(M1,95%): Xl—t X1—|—t

SRR

em que t. € R, ¢ tal que

P(—t. <T <t.) = 95%.

1. Conclusao: Observada a amostra uma estimativa intervalar para pu; com 95%

de confianca é dada por
IC(p1,95%) = [17,92, 22,26] .

Isso significa que, com 95% de confianga, o consumo médio de combustivel dos

veiculos dessa populagao encontra-se dentro desse intervalo.

Codigo R
1 # Intervalo de confianga de 95% para a média de mpg

> t.test(mtcars$mpg, conf.level = 0.95)

No exemplo anterior, utilizamos os dados observados para construir um intervalo de
confianca para a média populacional 11 do consumo de combustivel. Agora, vamos retomar
a teoria por tras dessa construcao para o caso univariado. Suponha que Xy, X», ..., X, seja
uma amostra aleatéria de uma populacdao normal com média u e varidncia o2 desconhecida.

Sabemos que, nesse caso,

X - ~t
S~

¢ uma quantidade pivotal que segue uma distribuicao ¢ de Student com n — 1 graus

T =

de liberdade. A partir disso, podemos construir um intervalo com confinaca de 1 — «,

a € (0,1), para o pardmetro p da seguinte forma
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_ S - S
1C(p,1—a)=|X—-t.-—, X+t(l—a/2) —
(1.1~ a) g Xrt-a/)
em que t. € R, étal que P(—t, <T <t,)=1-—«
Esse intervalo é formado por todos os valores de p que nao seriam rejeitados ao nivel

« em um teste bilateral de hipdteses:

Hy: p=po versus Hy: p# .

Em outras palavras, para cada valor de pg pertencente ao intervalo de confianca, o valor
observado da estatistica T" nao seria suficientemente extremo para rejeitar Hy em um teste
com nivel de significancia «. Por isso, os limites do intervalo fornecem uma descricao mais
completa do conjunto de valores plausiveis para a média populacional, com base nos dados
observados.

No caso univariado, aprendemos que é possivel construir um intervalo de confianga
para a média populacional y, baseando-se na estatistica da distribuicdo ¢ de Student. De
forma semelhante, no caso multivariado, desejamos construir uma regidgo de confianca para
o vetor de médias populacionais p, que generaliza a ideia de um intervalo de confianga.

Dada uma amostra aleatéria X1,...,X,, de um vetor aleatério X com distribuicao
Normal, (g, 3) temos, com probabilidade 1 — « (antes de observar a amostra), a seguinte

desigualdade ¢ satisfeita:

- - n—1
P <n<x WS NE — ) < ()pfc) “1-a
n—p
em que X é o vetor de médias amostrais, S é a matriz de varidncias e covaridncias
amostrais e f, € Ry étal que P(FF < f,) =1— o, em que F' ~ F),,,_,,.
Observada uma amostra xq, s, ..., x,, a regiao de confianca para p com nivel de

confianga 100(1 — a)% é, portanto, o conjunto de todos os vetores pu que satisfazem

(n—1)p

n(@—p) S (x—p)< —

fC7

definindo, geometricamente, um elipsbéide centrado em . Em outras palavras,

RC(p,1—a) = {u eR”:n(x—p)' Sz —p) < mfc}

Essa construgao generaliza o conceito de intervalo de confianca para o caso multivariado

e estd intimamente relacionada com o teste T2 de Hotelling. Assim como o intervalo
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de confianca univariado contém todos os valores de 1y que nao seriam rejeitados em um
teste bilateral, o elipséide de confianca multivariao contém todos os vetores p, que nao

seriam rejeitados em um teste do tipo Hy : pp = p, contra Hy : p # py ao nivel a.

Exemplo 5.11

A base de dados mtcars, disponivel no software R, contém informagoes sobre o
desempenho de diferentes modelos de carros. Dentre as variaveis registradas, temos o
consumo de combustivel em milhas por galao (mpg) e a cilindrada do motor (disp).
Neste exercicio, estamos interessados em construir uma regiao de confianga conjunta

para o vetor de médias populacionais associado as variaveis X; = mpg e X5 = disp.

(a) Construa histogramas e graficos de quantis tedricos versus quantis observados
para cada uma das varidveis. Em seguida, aplique o teste de Shapiro-Wilk
e avalie a normalidade marginal. Use o nivel de significincia de 5%. Avalie
a plausibilidade dos dados terem se originado de uma populagao bivariada

normalmente distribuida.

(b) Considere a variavel X; = log(disp). Reavalie a plausibilidade dos dados terem

se originado de uma populacao bivariada normalmente distribuida.

(¢) Supondo que a suposi¢ao de normalidade bivariada seja plausivel para o vetor

1
[X 1 Xﬂ , construa uma regido de confianca com 95% de confianca para o

-
vetor de médias populacionais p = [,ul ,u;} . Descreva geometricamente essa

regiao e interprete seu significado pratico no contexto da base de dados.

SOLUCAO:

(a) Com base nos graficos apresentados, observa-se que a variavel X; = mpg (con-
sumo de combustivel) apresenta uma distribuigdo assimétrica a direita. O
histograma mostra maior concentracao de valores entre 15 e 20 mpg, com alguns
valores mais altos aparecendo com menor frequéncia. No grafico de quantis
tedricos versus quantis observados (Q-Q plot), os pontos seguem razoavelmente
a linha de referéncia, com certo afastamento nos quantis superiores. Essa leve
discrepancia indica que a normalidade marginal pode nao ser perfeitamente
atendida, mas ¢é plausivel assumir que X; tenha origem em uma populagao
aproximadamente normal, especialmente considerando o resultado do teste de
Shapiro-Wilk (p-valor = 0,1229), que nao rejeita a hipdtese de normalidade ao
nivel de 5%.
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N

A variavel Xy = disp (cilindrada do motor), por sua vez, apresenta distribuigao
mais evidentemente assimétrica a direita, com concentracao de valores menores e
cauda longa a direita. Esse padrao é reforcado pelo Q-Q plot, no qual os pontos
se afastam da linha de referéncia, especialmente nas extremidades. Ademais,
o teste de Shapiro-Wilk (p-valor = 0,02081) também rejeita a hipdtese de

normalidade marginal ao nivel de 5%.

Portanto, os padroes graficos e os testes indicam que a suposicao de nor-
malidade conjunta para o vetor bivariado [X 1 XQ}T pode nao ser plenamente
atendida. A normalidade marginal de X; é plausivel, mas a violagao em X,
compromete a plausibilidade de uma distribuicdo normal bivariada. Avaliar
transformacoes para Xy pode ser uma estratégia interessante antes de prosseguir

com métodos que assumem normalidade multivariada.

Codigo R

#Verificando a suposigdo de normalidade

s par (mfrow = c(2, 2))

5

6

# Histogramas

7 hist (dados$mpg,

main = "",

xlab
ylab
col = "lightgreen")

"Consumo de combustivel",

"Frequéncia",

hist (dados$disp,
main = "",
xlab
ylab

col = "lightgreen")

"Cilindrada do motor",

"Frequéncia",

#Grafico QQ-plot
gqnorm (dados $mpg,

main = ,

xlab = "Quantis tedricos",

5.4. REGIOES DE CONFIANCA PARA O VETOR DE MEDIAS DE UMA POPULACAO
NORMAL




Exemplo 5.11

Codigo R
1 ylab = "Quantis observados",
2 col = "Red");
5 qqline (dados$mpg)

5 qqnorm (dados$disp,

6 main e
7 xlab
8 ylab
9 col = "Red");
10 qqline (dados$disp)

"Quantis tebricos",

"Quantis observados",

12 # Testes de normalidade univariada
13 shapiro.test (dados$mpg)
11+ shapiro.test(dados$disp)

12
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Figura 5.7. Histogramas para o consumo de combustivel (em mpg) e para

as cilindradas do motor junto aos graficos de quantis tedricos versus quantis
observados (Q-Q plot).
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(b) O histograma de X sugere uma distribui¢do mais simétrica em comparacao com
a variavel original X, e o grafico de quantis tedricos versus quantis observados
(Q-Q plot) mostra um melhor alinhamento dos pontos a linha de referéncia,
com apenas pequenas discrepancias nas extremidades. Além disso, o teste
de Shapiro-Wilk aplicado a variavel transformada resultou em um p-valor de
aproximadamente 0,053, o que indica que, ao nivel de significAncia de 5%, nao

rejeitamos a hip6tese de normalidade marginal para X; = log(X5).

Comparando com o item (a), onde ji haviamos considerado que X; = mpg
apresentava uma distribui¢ao aproximadamente normal, a transformacao da
segunda variavel contribui para que a suposi¢ao conjunta de normalidade biva-
riada se torne mais plausivel. Embora os dados ainda possam nao se ajustar
perfeitamente a uma distribuicdo normal bivariada, os indicios graficos e o
resultado dos testes estatisticos reforcam a razoabilidade dessa hipdtese no

contexto da analise proposta.
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Figura 5.8. Histograma para o logaritmo das cilindradas do motor junto ao

grafico de quantis tedricos versus quantis observados (Q-Q plot).
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Codigo R

1 # Histograma

N

s hist (log(dados$disp),

A main = 5

xlab = "log(Cilindrada do motor)",
6 ylab = "Frequéncia",
7 col = "lightgreen")

o #Grafico QQ-plot

11 qqnorm (log(dados$disp),

12 main = 5

13 xlab = "Quantis tedricos",
14 ylab = "Quantis observados",
15 col = "Red");

16 qqline (log (dados$disp))

1s # Testes de normalidade univariada

19 shapiro.test (log(dados$disp))

(¢) Como a suposigao de normalidade foi considerada plausivel nos itens anteriores,
é possivel utilizar a varidvel aleatéria T? de Hotelling para construir a regiao
de confianga para o vetor de médias populacionais p* associado as variaveis
consumo X; de combustivel em milhas por galao e o logaritmo da cilindrada
X5 =log(X3) do motor.

¢« Quantidade pivotal:
7o (X ) s (X ) ~
n—p PP
comn=32ep=2.

e Regiao de confianga: Fixado um nivel de confianca de 95%, a regido de

confianga para p* é dada por
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RC(p*,95%) = {u* eR?: (" — p") 8 (@ —p) < 02},

-1
em que ¢ = (r(L)Z; fe, fo € Ry é o valor critico associado a distribuigao
n(n—p
F com p =2 en—p=30 graus de liberdade, i.e., P(F < f.) =1 —«, com

F ~ Fy 3.

o Conclusao: Observada a amostra uma estimativa para p* com 95%
de confianga é dada pela regiao RC(u*,95%) que trata-se de um elipse

T
centrada no vetor de médias amostrais * = {20, 09 5,29| , cujo o eixo

maior tem tamanho

2e\/\1 = 2 x /0,21 x /36,61 = 5,55

-
com diregao e sentido igual ao do autovetor e; = [—O, 99 0,08] ,e o eixo

menor tem tamanho
2/ As = 2 x /0,21 x /0,61 = 0,30

.
com dire¢ao e sentido igual ao do autovetor e; = [—0, 99 0, 08} . Isso
significa que, com 95% de confiancga, o vetor contendo o consumo médio
de combustivel dos veiculos e o logaritmo da cilindrada do motor dessa

populacao encontra-se dentro dessa regiao.

Regido de confianga conjunta (95%)

5.6 5.8
|

5.4
|

log(Cilindrada do motor)
52

5.0
|

4.8

T T T T T T T
14 16 18 20 22 24 26

Consumo médio de combustivel (mpg)

Figura 5.9. Regiao de 95% de confianca para o vetor contendo o consumo

médio de combustivel dos veiculos e o logaritmo da cilindrada do motor.
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Codigo R
1 # Instale o pacote se necessario
> install.packages("ellipse")
3

4+ library(ellipse)

¢ # Dados fornecidos

7 mu <- c(20.090625, 5.284836)

s S <- matrix(c(36.324103, -3.216173,

9 -3.216173, 0.3460685),

10 nrow = 2, byrow = TRUE)

11 n <- 32

2 p <- 2

13

14 alpha <- 0.05

15

16 # Constante critica (ajustada)

17 f_crit <- qf(1 - alpha, p, n - p)

13 €2 <= (p*x (n -1) / (n *x (n - p))) *x f_crit

19

20 # Geragdo da elipse (agora com matriz S ao invés de S/n)

21 elip <- ellipse(S, centre = mu, level = sqrt(c2), t =
TRUE)

22

23 # Grafico

22 plot(elip, type = "1", lwd = 2, col = "blue",
25 xlab = "Consumo médio de combustivel (mpg)",
26 ylab = "log(Cilindrada do motor)",

27 main "Regido de confianga conjunta (95%)")
28

20 # Média amostral

30 points(mull], mu[2], pch 19, col = "red")
31

32 # Autovalores e autovetores

33 elg <- eigen(8)

31 eig_vals <- eig$values

35 eig_vecs <- eig$vectors
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Embora a inspeg¢ao visual por meio de histogramas, graficos de quantis tedricos versus
quantis observados (Q-Q plots) e graficos de dispersao fornega informagoes importantes
sobre a plausibilidade da normalidade multivariada, testes formais podem complementar
essa andalise. Um dos testes mais utilizados para verificar essa suposicao ¢ o teste de Mardia.
Esse teste avalia a normalidade conjunta a partir de dois aspectos fundamentais: a simetria
multivariada e o achatamento (ou curtose) da distribui¢ao. Intuitivamente, a estatistica de
simetria compara as distancias entre observagdes com o centro da distribuicdo, enquanto a
estatistica de curtose analisa o quanto os dados se concentram ou se dispersam em torno
desse centro. Valores extremos dessas estatisticas, quando comparados a distribui¢oes de
referéncia adequadas, indicam desvios relevantes da normalidade. A seguir, aplicaremos

esse teste aos vetores aleatorios considerados nos exemplos anteriores.
Exemplo 5.12

Considere os problemas do Exemplo 5.8 (concentracdo X; de proteina, pressao
arterial X, e nivel X3 de oxigenizagdo) e do Exemplo 5.10 (consumo de combustivel e

cilindrada do motor).

(a) Aplique o teste de Mardia para verificar a normalidade trivariada do vetor
T
aleatorio X = [Xl X5 Xg} do Exemplo 5.8. Compare com as analises

univariadas feitas anteriormente.

(b) Aplique o teste de Mardia para verificar a normalidade bivariada do vetor alea-
T
torio X = {Xl XQ} do Exemplo 5.10. Compare com as analises univariadas

feitas anteriormente.

(c) Aplique o teste de Mardia para verificar a normalidade bivariada do vetor
T
aleatério X = {Xl X;] do Exemplo 5.10, em que X = log(X3). Compare

com as andlises univariadas feitas anteriormente.
SOLUCAO:

(a) Ao aplicar o teste de Mardia ao vetor aleatério trivariado X = |X; X, Xg}—r,
obtemos como resultado uma estatistica de assimetria by, = 14, com valor de
probabilidade igual a 0,17, e uma estatistica de curtose by, = —1, 82, com valor
de probabilidade igual a 0,068. Segundo o teste, ao nivel de significancia de 5%,

nao rejeitamos a hipétese nula de normalidade multivariada.

Esses resultados sao coerentes com as anélises univariadas previamente realizadas.

No grafico de quantis tedricos versus quantis observados na Figura 5.10, os
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pontos estao razoavelmente alinhados com a linha de referéncia, o que reforca
a plausibilidade da suposicao de normalidade conjunta. Portanto, a evidéncia
empirica sugere que o vetor X pode ter origem em uma populagao trivariada

normalmente distribuida.

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles
2
I

°© T T T T T T T

-3 -2 -1 0 1 2 3

Theoretical Quantiles

Figura 5.10. Graficos de quantiis tedricos vs. quantis observados para a

normalidade trivariada do vetor aleatério em estudo no Exemplo 5.8.

(b) Com base no teste de Mardia aplicado as varidveis X; = mpg (consumo de
combustivel) e Xy = disp (cilindrada do motor), observamos uma estatistica de
assimetria multivariada de aproximadamente 9,54, com valor-p igual a 0,049, e
uma estatistica de curtose igual a —1,14, com valor-p igual a 0,25. Considerando
o nivel de significAncia de 5%, um dos p-valores é superior ao limiar adotado e
o outro inferior, portanto ha evidéncias suficientes para rejeitar a hipotese de

normalidade bivariada com base nesse teste.

Esses resultados dialogam com as analises marginais realizadas anteriormente.
Enquanto a variavel X; apresentava alguma assimetria a direita, mas sem rejeicao
significativa no teste de Shapiro-Wilk, a varidvel X, exigiu uma transformacao

logaritmica para atingir uma distribuicao mais proxima da normal, o que é
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reforcado pelo grafico de quantis tedricos versus quantis observados na Figura

5.10, onde observamos algum afastamento nas caudas da reta de referéncia.

Normal Q-Q Plot

25

Sample Quantiles
1.0 1.5

0.5
|

Theoretical Quantiles

Figura 5.11. Graficos de quantiis tedéricos vs. quantis observados para a
normalidade bivariada do vetor aleatério em estudo no Exemplo 5.10, sem

transformacao logaritmica.

Apoés essa transformacao, os graficos de quantis tedricos versus quantis observa-
dos indicaram boa aderéncia a normalidade, o que ¢ refor¢cado pela nao rejeicao
da hipétese de normalidade bivariada no teste de Mardia, onde observamos uma
estatistica de assimetria multivariada de aproximadamente 4,72, com valor-p

igual a 0,32, e uma estatistica de curtose igual a —1,22, com valor-p igual a

0,22.

Portanto, os resultados obtidos pelo teste formal estao coerentes com as avali-
acoes graficas univariadas e bivariadas conduzidas anteriormente, reforcando
a plausibilidade da suposicao de normalidade bivariada para o vetor aleatério

composto pelas varidveis transformadas X; = mpg e X5 = log(disp).
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Normal Q-Q Plot
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Figura 5.12. Graficos de quantiis tedéricos vs. quantis observados para a
normalidade bivariada do vetor aleatério em estudo no Exemplo 5.8, com

transformacao logaritmica.

Codigo R
| mardia(dados[, c("mpg", "disp")])
> mardia(dados[, c("mpg", "log_disp")1)
s mardia(rmvm[, c("X1", "X2", "X3")])

Vale destacar que a regiao de confianca construida para o vetor de médias fornece,
de maneira visual e geométrica, as combinagoes de valores populacionais para as quais
nao rejeitarfamos a hipétese nula no teste 7?2 de Hotelling. Sendo assim, é esperado que
valores localizados fora dessa regiao levem a rejeicdo da hipotese nula, enquanto valores

no interior sejam sejam suportados pelos dados observados.

Exemplo 5.13

Considere o problema do Exemplo 5.10 (consumo de combustivel e cilindrada do
motor). Conduza o teste T2 de Hotelling para alguns valores de referéncia dentro e

fora da regiao de confiancga.

5.4. REGIOES DE CONFIANCA PARA O VETOR DE MEDIAS DE UMA POPULACAO
NORMAL




Exemplo 5.13

SOLUCAO:
Com base nos testes T2 de Hotelling conduzidos, observamos que os seguintes

vetores de médias populacionais nao foram rejeitados ao nivel de significancia de
22 18
5,5

5%: o = (p-valor = 0,2153), py =
(p-valor = 0,1412). Esses resultados indicam que tais valores sdo compativeis com

20
3 (p-valor = 0,9838) e p, =

Y

5,1

o vetor de médias populacionais verdadeiro ao nivel de confianga adotado, e estao

contidos na regiao elipsoidal de confianga construida no Exemplo 5.11.

I

18
Por outro lado, o vetor p, = ] resultou em um p-valor extremamente pequeno

(p-valor < 5,3 x 107), o que leva a rejeicao da hip6tese nula com elevada evidéncia.
Tal vetor estd claramente localizado fora da regidao de confianca conjunta.

Esses resultados confirmam a coeréncia entre os testes de hipotese individuais e
a interpretagdao geométrica da regiao de confianca: vetores nao rejeitados nos testes
estao situados dentro da elipse, enquanto vetores rejeitados estao fora. A regiao de
confianca pode, portanto, ser compreendida como o conjunto dos vetores de médias

populacionais para os quais o teste 72 de Hotelling nao leva a rejeicao da hipétese

nula.
Codigo R
| HotellingsT2(dados[, c("mpg", "log_disp")], mu = c(22,5.1))
> HotellingsT2(dados[, c("mpg", "log_disp")], mu = c(20,5.3))
5 HotellingsT2(dados[, c("mpg", "log_disp")], mu = c(18,5.5))
1 HotellingsT2(dados[, c("mpg", "log_disp")], mu = c(18,5))

Ao aplicar uma transformacao nao-linear, como a logaritmica, para tornar plausivel
a suposi¢ao de normalidade dos dados, é importante lembrar que o valor de referéncia
utilizado nos testes nao deve ser simplesmente a transformacao do valor original de interesse.
Por exemplo, se estamos interessados em testar se a média de uma variavel original X é g,
nao é, em geral, correto realizar o teste com a hipé6tese de que E[log(X)] = log (). Isso sé
seria valido sob condi¢des muito restritas, como no caso em que log(X) é aproximadamente
normal com varidncia pequena. De forma mais ampla, a decisao estatistica tomada com
base na variavel transformada nao pode ser automaticamente transferida para a escala
original. Mesmo que a hipdtese nula seja rejeitada na escala transformada, isso nao implica
necessariamente que a hip6tese original (em termos da média de X') também seria rejeitada

— e o contrario também ¢é verdadeiro. Essa distingdo deve ser considerada com cuidado na
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interpretacao dos resultados. Por outro lado, no caso de transformagoes lineares, como
uma padronizacao do tipo Y = aX + b, a equivaléncia entre os testes na escala original e
transformada é garantida, uma vez que a linearidade preserva as relacoes de esperancia e

variancia de maneira proporcional.

5.5 Intervalos de confianca simultaneos

A regiao de confianca definida por
n(z—p) ST —p) <

ja resume o conhecimento conjunto sobre os valores plausiveis de p. Entretanto, em muitas
situagoes é tutil traduzir essa informagao para afirmagoes de confianca a respeito de cada
componente do vetor de médias. De fato, quando estamos trabalhando com muitas variaveis,
as regioes nao possuem um apelo geométrico e, portanto, nao sao ferramentas acessiveis
para clientes e pesquisadores sem uma solida formacao estatistica. Estimativas intervalares
sdo mais faceis de interpretar e fazem mais sentido para esse tipo de piblico. Queremos,
portanto, que todas as afirmacoes individuais sejam verdadeiras simultaneamente com alta
probabilidade. Esse requisito motiva a construcao dos chamados intervalos de confianca
simultaneos.

E natural que a primeira estratégia para criar intervalos de confianca individuais
para cada componente do vetor de médias populacionais seja considerar os intervalos de
confianca para as médias de popula¢des normais com variancia desconhecida, os quais
sao baseados na distribuicao t de Student e, portanto, também sdo conhecidos como
t-intervalos. Iniciamos, portanto, discutindo intervalos dessa natureza. Para tal, vamos
construir t-intervalos para quaisquer combinacdes lineares da forma a'p de componentes
do vetor de médias populacionais p. A razao para essa escolha se fard clara mais adiante
neste texto.

Seja X ~ Normal,(p, ) e considere a combinagao linear
Z = Xy +axXo+ -+ a,X, = aTX,

.
em que a = [al e ap} € R? ¢ um vetor de constantes qualquer. Pelo resultado de

propriedades de combinagoes lineares de varidveis normais, temos

pz =E(Z)=a'p,
02 =Var(Z) =a'Za.
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Seja x1,...,x, os vetores observados da amostra aleatéria X, ..., X, do vetor alea-

torio X. Defina
! -
zj = a xj, jg=1...,n.

T

Note que, dessa forma, z =a'x e 53 =a'S a, em que & e S sdo, respectivamente, o

vetor de médias e a matriz de varidncias e covariancias amostrais observadas.

Sabemos que quando a variancia 0% é desconhecida, a varidvel aleatéria

T.— Z — iz _ Vi(a'X —a"p)
NG VaTSa

segue distribuicao ¢ de Student com n — 1 graus de liberdade. Logo, um intervalo para

~ 2
741422
n
~ T
IC(a"p,1—a)= {aTXitc a_Sa )
V' n

em que t, € Ry é tal que P(—t. < T <t.)=1—a,sendo T ~ t,_;. Em outras palavras,

pz =a'pu com 100 x (1 — ) % de confianca é

‘[C(N’Z71_a) -

ou, equivalentemente,

T T
= a' Sa - a'Sa
Pla"X —t, gaTugaTX+tc — | =1-q.
n n
T
Escolher a = {1 0o --- 0] , por exemplo, recupera o intervalo usual para p, e assim

por diante para os demais componentes. Contudo, exigir validade simultanea para todas

as escolhas de a nao preserva o nivel 1 — a desejado; é preciso um ajuste.

Exemplo 5.14

Uma amostra aleatéria de 36 criangas da 5% série do ensino fundamental de uma
certa escola proporcionou uma altura média z; = 150 cm com desvio-padrao de
V511 = 5 c¢m, e uma nota média em Matematica z; = 5 pontos com desvio-padrao
de \/s22 = 2 pontos. Suponha que os dados tenham sido analisados e que a hip6tese
de normalidade bivariada para o vetor aleatério X = [Xl XQ]T de acordo com o
teste de Mardia seja plausivel. Além disso, suponha ser razodvel assumir que X; é

independente de Xs.
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(a) Fixado um nivel de confianga de 95%, construa intervalos de confianga individuais
(t-intervalos) para a altura média p; e para nota média ps das criangas da 5%
série do ensino fundamental de uma certa escola. Interprete os intervalos em

termos do problema.

(b) Qual é a probabilidade dos t-intervalos incluirem simultaneamente o verdadeiro

valor de p; e o verdadeiro valor de ps.

(c) Represente graficamente a regiao de confianga delimitada pelos t-intervalos
obtidos no item (a). Interprete a regido em termos do problema.

SOLUCAO:

(a) Observada a amostra, temos ¥; = 150 cm e /s;; = 5 cm. Logo, um intervalo

para 1 com 95% de confianca é dado por

Ry
n

5
= [150 £ 2,03 x ——
[ \/36]

= [150 + 1, 69]
= [148,31; 151,69].

Portanto, com uma confianca de 95%, o intervalo [148,31; 151,69] inclui a
verdadeira altura média das criangas da 5% série do ensino fundamental da escola

em questao.

Por outro lado, observada a amostra, temos o = 5 cm e /s9o = 2 cm. Logo,

um intervalo para ps com 95% de confianga é dado por

IC (11, 95%) = [332 + t\/‘?]

2
= (542,03 x —
[ \/361

= [5+0,68
= [4,32; 5,68].

Portanto, com uma confianga de 95%, o intervalo [4, 32; 5, 68] inclui a verdadeira

nota média das criancas da 5 série do ensino fundamental da escola em questao.
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(b) Como é plausivel assumir que X; é independente de X5, temos

2 /g _ iy
P { r\ [jZ; - tc EEE fg i fg ;Xk + tc éﬁl }
i=1 n V.n
2 — E%i - E%i
=TIP [ X — by 22 < < X+t | 2
i=1 n n

=0, 95>
=0,9025.

(¢) Com 90,25% de confianca, simultaneamente, tanto o intervalo [148, 31; 151, 69]
inclui a verdadeira altura média das criancas da 5% série do ensino fundamental
da escola em questao, quanto o intervalo [4,32; 5,68] inclui a verdadeira nota

média dessas criangas.

6.0

55
|

w2
5.0
|

4.5

4.0

148 149 150 151 152

U1

Figura 5.13. Regiao de confianca delimitada pelos t-intervalos construidos para
a altura média e a nota média de criancas da quinta série do ensino fundamental

de uma certa escola.

Para realizar o ajuste supramencionado, primeiramente, observe que fixado um nivel de
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confianca 1 — «, temos para cada a € RP

P(—t. <T<t)=P(T*<t2)=1-a0,

em que
p_Vn(@X-ap »
va'Sa "
Como
T n(a' —a'pw)?
a'Sa ’
segue que

na'X —a'p)>
P <t:]l=1-—aq.
< a'Sa - ¢ @

Portanto, como vimos no Exemplo 5.14,

P n(a' X —a'p)?
a'Sa

<t VaERP>§1—a.

Para que todas as escolhas plausiveis de a compartilhem um mesmo coeficiente de
confianca global 1 — «, substitui-se o limite ¢, por um valor maior, digamos ¢?. Esse ¢? é

selecionado de modo que

p (n(aTX —a'p)?

2 —
+ Sa §c,‘v’a€R”>—1—a.

Note que essa estratégia resulta numa regiao de confianca que inclui todas as combinagoes
lineares @'y com confianca 1 — a. Consequentemente, os intervalos extraidos dessa regido
— um para cada escolha de a, i.e., cada combinagao linear especifica — sdo mais largos que
os obtidos individualmente, refletindo o preco pago por garantir cobertura conjunta.

Para determinar ¢? tal que

P (n(aTX’ —a'p)?

2 —
+ Sa SC,VGERP>—1—Q.

Observamos que

n(a,TX' —a'p)’ - To-1/5 2
max +Sa =n(Z—p) S (Z—p)=T".
Dessa forma, temos

n(a"X —a'p)?
a'Sa

< VaeR & T2 <
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Logo, B
n(a'X —a'p)?

P(T2§c2>:IP’<

a'Sa
Como ja vimos,
T2 (ZilszFp,n—p
Portanto,
2= (n— 1>pfc,
n—p

em que f. € Ry é tal que P(F > f.) = «, sendo F' ~ F,,,_,,.

Acabamos de mostrar que

— T - — T
aTX (n 1)pfc la'Sa <ap<a’ X+ (n 1)pfC la Sa7 Va € R?
V n—p n V' n—p n

Note que, simultaneamente, para todo a € RP, os intervalos da forma

[[GTX + 4/ = 1)pfc\/ aSa a'p
n—op n

incluem os verdadeiros valores de @' com confianga de exatamente (1 — ) x 100%. Por

P =1—oq.

outro lado, individualmente, para cada a € RP, cada intervalo da forma

n—op n

inclui o verdadeiro valor de a'p com confianca de pelo menos (1 — ) x 100%. E

conveniente referir-se a esses intervalos simultaneos como T?2-intervalos, j4 que a cobertura
¢ determinada pela distribuicdo da estatistica T2

Sucessivas escolhas de vetores

a' =[1,0, ..., 0]
a" =1[0,1, ..., 0],
a =1[0,...,0,1]

nos permitem construir intervalos simultaneos para cada componente de p, i.e.,

= p(n— 1) 511
Xl + A mfc \/7] )
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IC(pg, > 1—a) = | Xy £ m]fc\/% :
IC(pp, > 1— )= | X, + mfc\/?

todos validos simultaneamente com coeficiente de confianca 1 — « e individualmente com
coeficiente de confianca de pelo menos 1 — a.
Note que, sem alterar o coeficiente de confianga global, também é possivel construir

intervalos para diferencas p; — u escolhendo vetores a como
a" =1[0,...,0,a;,0,...,0,a,0,...,0],

emque a; =1¢ea,=—1.

Exemplo 5.15

Considere o mesmo problema descrito no Exemplo 5.14.

(a) Fixado um nivel de confianga global de 95%, construa intervalos de confianga
simultaneos (72-intervalos) para a altura média e a nota média em Matematica
das criangas da quinta série do ensino fundamental da escola em questao.

Interprete esses intervalos em termos do problema.

(b) Compare os intervalos obtidos no item (a) com os t-intervalos obtidos no
Exemplo 3.14. Para a comparacgao leve em consideracio a confianca e a precisao

(tamanho) dos intervalos.

(¢) Represente no mesmo plano cartesiano a regiao de confianga delimitada pelos
t-intervalos, a regiao de confianca delimitada pelos T2-intervalos e a elipse de

confianca. Compare essas regioes.
SOLUCAO:

(a) Observada a amostra, temos r; = 150 cm e /s;; = 5 cm. Logo, um intervalo

para p; com 95% de confianca é dado por

5.5. INTERVALOS DE CONFIANCA SIMULTANEOS



Exemplo 5.15

- p(n—1) /811
)

[150 + 4, 94]
= [145,06; 154, 94].

Portanto, com uma confianga de pelo menos 95%, o intervalo [145,06; 154, 94]
inclui a verdadeira altura média das criancas da 5 série do ensino fundamental

da escola em questao.

Por outro lado, observada a amostra, temos o = 5 cm e /s9o = 2 cm. Logo,

um intervalo para ps com 95% de confianga é dado por

1C(pa, > 95%) =

- p(n—l)f 822]
2 )c

p
= (545,93 x —
[ v36]

= [5+1,98
= [3,02: 6,98].

Portanto, com uma confianga de 95%, o intervalo [3, 02; 6, 98] inclui a verdadeira

nota média das criangas da 5% série do ensino fundamental da escola em questao.

(b) Por um lado, o T?-intervalo para p; é [145,06; 154,94], enquanto o respec-
tivo t-intervalo é [148,31; 151,69]. Por outro lado, o T?-intervalo para s é
[3,02; 6,98] , enquanto o respectivo t-intervalo é [4,32; 5,68]. Podemos notar
que os T? intervalos sdo mais largos (menos precisos) do que os respectivos
t-intervalos. Isso ocorre, porque, individualmente, os T%-intervalos sao mais
confidveis (confianga de pelo menos 95%) do que os t-intervalos (confianca de

exzatamente 95%).

(¢) o Com exatamente 90,25% de confianga, simultaneamente, tanto o intervalo
[148,31; 151,69] inclui a verdadeira altura média das criangas da 5% série do
ensino fundamental da escola em questao, quanto o intervalo [4,32; 5, 68|

inclui a verdadeira nota média dessas criangas.
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o Com ezatamente 95% de confianca, a elipse inclui, simultaneamente, tanto
a verdadeira altura média das criangas da 5* série do ensino fundamental

da escola em questao, quanto a verdadeira nota média dessas criancas.

o Com pelo menos 95% de confianca, simultaneamente, tanto o intervalo
[145,06; 154, 94] inclui a verdadeira altura média das criangas da 5% série do
ensino fundamental da escola em questao, quanto o intervalo [3,02; 6, 98|

inclui a verdadeira nota média dessas criangas.

© —— |IC simultaneo (T?-retangulo)
— ICs individuais (t-retangulo)
— — Elipse T?
~ —
© -
oy
O e | STTCITETPRES
<+ -
o -
T T T T T T T
144 146 148 150 152 154 156

W1

Figura 5.14. Regioes de confianca delimitadas pelos t-intervalos, T?-intervalos
e elipse de confianca construidas para a altura média e a nota média de criancas

da quinta série do ensino fundamental de uma certa escola.

Note que, por um lado, a confianca de que os t-intervalos incluam as verdadeiras médias
populacionais decrescem com nimero p de variaveis em analise, sendo cada vez menores do
que o nivel de confianca global 1 — a. Por outro lado, embora a confianca dos T?-intervalos
sejam maiores do que o nivel de confianga global 1 — «, eles s@o poucos precisos (muito

largos).

5.5. INTERVALOS DE CONFIANCA SIMULTANEOS



Exemplo 5.16

De 50.000 valvulas fabricadas por uma cia., retira-se uma amostra de 61 valvulas e
obtém-se a vida média de 800 horas o desvio-padrio de /244 horas e o tamanho médio
de 120 mm e desvio-padrao de 15,25 mm. Suponha que seja plausivel assumir que o
tempo de vida e o tamanho das valvulas venham de uma populagdao normal bivariada.

Além disso, assuma ser plausivel assumir independéncia entre essas variaveis.

(a) Construa um intervalo de confianca para o verdadeiro tempo de vida médio das

valvulas com 95% de confianca.

(b) Construa um intervalo de confianga para o tamanho médio das vélvulas com

95% de confianca.

(¢) Qual é a probabilidade de ambos os intervalos dos itens (a) e (b) conterem

simultaneamente os respectivos parametros verdadeiros? Interprete.

(d) Construa intervalos de confianga simultaneos (T*-intervalos) para p e iz com

95% de confianca.

() Compare os intervalos simultaneios (T*-intervalos) obtidos no item (d) com os

intervalos individuais (t-intervalos) obtidos nos itens (a) e (b).

(f) Construa uma regido de confianca para o vetor de médias populacionais p
utilizando os intervalos de confianca individuais (¢-intervalos). Qual é a confianga

dessa regiao incluir o verdadeiro valor de p?

(g9) Construa uma regidao de confianca para o vetor de médias populacionais p
utilizando os intervalos de confianga simultdneos (72-intervalos). Qual é a

confianga dessa regiao incluir o verdadeiro valor de p?

(h) Construa a elipse de confianga para o vetor de médias populacionais p. Qual é

a confianca dessa regiao incluir o verdadeiro valor de p?

(1) Construa as regioes de confianca obtidas nos itens (f), (g) e (h) todas em um

mesmo plano cartesiano e compere-as.
SOLUCAO:
(a) Sejam

Xj : Tempo de vida da vélvula (em horas),
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i1 - Tempo de vida médio das valvulas (em horas),

X1’17X271, c. 7X61,1 a.a. de Xl.

e Quantidade pivotal:

o Intervalo de confianga: Observada a amostra, temos z; = 800h e

s11 = 244 h%. Logo, o intervalo para p; com 95% de confianca é dado por:

.f?:litc,/sn} =
n

« Interpretacgio do intervalo: Com 95% de confianga, o intervalo [796, 804]

244

IC(p1,95%) = 800 £2- 61] = [796, 804].

inclui o verdadeiro valor do tempo de vida médio das valvulas dessa cia.
(b) Sejam

X5 : Tamanho da vélvula (em mm),
2 : Tamanho médio da valvula (em mm),

Xl’g, X272, . ,XGLQ a.a. de XQ.

e Quantidade pivotal:

o Intervalo de confianga: Observada a amostra, temos ro = 120 mm e

S99 = 15,25 mm?. Logo, o intervalo para o com 95% de confianca é dado

por:
15,25
1C (13, 95%) = @itm/sﬂ = 1202+ /= ] = [119, 121].
n

 Interpretacgio do intervalo: Com 95% de confianga, o intervalo [119, 121]

inclui o verdadeiro tamanho médio das valvulas dessa cia.
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(c¢) Defina os intervalos aleatérios [; := [)_(1 + ¢, %} e ly = [)_(2 + ¢ %}, em

seguida, defina os eventos

(11 © p1) := o intervalo I; inclui o verdadeiro valor de p,

(I3 3 po) := o intervalo I, inclui o verdadeiro valor de ps.

Logo, a probabilidade de cobertura simultanea ¢ dada por
]P[(Il = ul) N ([2 = ,UQ)] = ]P(Il > ,ul) . P([Q > [Lg) = 0,95 x 0,95 = 0,9025,

pois estamos assumindo X; e X5 variaveis aleatorias independentes.

Interpretacao: Com 90,25% de confianca, simultaneamente, tanto o intervalo
(796, 804] inclui o verdadeiro tempo de vida médio quanto o intervalo [119, 121]

inclui o verdadeiro tamanho médio das valvulas dessa cia.
(d) Sejam
X = [ " vetor aleatério, cujas componentes sao o tempo X; de vida
2
(em horas) e o tamanho X, (em mm) das valvulas dessa cia,

M1 ;1 . . . -
Q= : vetor de médias populacionais, cujas componentes sao o tempo
M2

de vida médio p; (em horas) e o tamanho médio s (em mm) das valvulas

dessa cia,

X17X2,...7X61 a.a. de X.

Fixado o nivel de confianca de 95%, sabemos que

P{ aTXi\/(n_l)fc-aTSa

n—op n
Xli\/(n_l)fc'%l] SN

Sa'p,Va e RQ} = 0,95,

Logo,
IP) {
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o Intervalos de confianca: Observada a amostra, temos x; = 800 h |
s11 = 244 h?, Ty = 120 mm, 95 = 15,25 mm?, n =61, p =2, f = 3,15.

Logo, os intervalos que incluem p; e pp simultaneamente com 95% de

confianga sao, respectivamente:

60-2-3.15 244

60-2-315 1525
120i\/ o e | A 12041,27) = (11873, 121,27,

o Interpretaciao do intervalo: Com pelo menos 95% de confianca, o
intervalo [794,94, 805,06] inclui o verdadeiro tempo de vida médio das
valvulas da cia ao mesmo tempo que o intervalo [118,73, 121,27] inclui o

verdadeiro tamanho médio.

(e) o Para u;:
— IC individual (t-intervalo): [796, 804],
— IC simultaneo (T?-intervalo): [794,94, 805,06]
o Para pus:
— IC individual: [119, 121],
— IC simultaneo: [118,73, 121,27].

« Discussdo: Os intervalos simultaneos (T*-intervalos) para p; e s sao
mais largos, pois a confianca de que cada um, individualmente, inclua o
verdadeiro valor do pardmetro é maior do que 95%, enquanto a confianca

dos intervalos individuais (t-intervalos) é exatamente 95%.
o Justificativa: De fato,

P {m € } > 0,95.

Quanto maior a confianca exigida em relacao a uma estimativa intervalar,

Xii\/(n_l)fc'sii
n—p n

menos precisos estaremos sendo e, portanto, mais largos os intervalos de

confianca serao.
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(f) Com 90,25% de confianga, o verdadeiro vetor de médias populacionais p esté con-

tido na regido delimitada pelos intervalos de confianga individuais (¢-intervalos.)

122
|

121
|

Uz
120
1
°

119
|

118
|

T T T T T T T
794 796 798 800 802 804 806

M1

Figura 5.15. Regiao de confianga delimitada pelos t-intervalos construidos

para o tempo de vida médio e para o tamanho médio das valvulas da cia.

(9)
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|

o
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1
°
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|
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1
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794 796 798 800 802 804 806

]

Figura 5.16. Regido de confianca delimitada pelos T?-intervalos construidos
para o tempo de vida médio e para o tamanho médio das valvulas da cia. Com
confianca de pelo menos 95%, a regido delimitada pelos T?-intervalos incluem o

verdadeiro vetor de médias populacionais p.
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(h) Sabemos que a regidao ccom 95% de confianga ¢ definida por

_ 2 o 2
RO, 95%) — {u ere; W= 8007 (e — 12017 1},

244 - 2 15,25 - ¢2
em que
60-2-3,15
2 )
= ———— ~0,105.
59 - 61 ’
x TR . _ 800
Logo, a regiao de confianca é delimitada por uma elipse centrada em & = 120l

com eixo maior paralelo ao eixo das abscissas, de extremidades 800 + 5,06, e

eixo menor paralelo ao eixo das ordenadas, com extremidades 120 4+ 1,27.

Note que os intervalos simultaneos:
(794,94, 805,06] e [118,73, 121,27]

coincidem com os extremos da elipse.

122
|

121
|

w2
120
I

119
I

118
|

794 796 798 800 802 804 806

(3]
Figura 5.17. Elipse de confianca construida para o tempo de vida médio e
para o tamanho médio das valvulas da cia.

e Conclusao: Com confianca de 95%, a regido eliptica inclui o verdadeiro

vetor de médias populacionais .
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(i) A maior regiao ¢ aquela delimitada pelo intervalos simultaneos (T-intervalos),
pois possui maior confianca 95%. A segunda maior regido é a elipse que
também possui exatamente 95% de confianga, enquanto a menor regiao ¢é
aquela delimitada pelos intervalos individuais (¢-intervalos), que possui a menor
confianga (90,25%). Todas as regides incluem, simultaneamente, o verdadeiro
tempo de vida médio e o verdadeiro tamanho médio das valvulas da companhia

com os respectivos niveis de confianca.

N
N M IC individuais (t-retangulo)
M IC simultaneos (T2retangulo)
M Elipse T2
N 4
) & 4 °
N

\
%

118
]

794 796 798 800 802 804 806

U1

Figura 5.18. Regioes de confianca delimitadas pelos t-intervalos, T?-intervalos
e elipse de confianca construidas para o tempo de vida médio e para o tamanho

médio das valvulas da cia.

Em muitas situagoes, o interesse esta restrito a um numero pequeno de afirmagoes
de confianca individuais. Nesses casos, é possivel obter regioes de confianca simultaneas
menores (mais precisas) do que as fornecidas pelos intervalos T2. Um método alternativo
para construcoes simultaneas é chamado de método de Bonferroni. Esse método é creditado
ao matematico italiano Carlo Emilio Bonferroni, que publicou no inicio do século XX uma
desigualdade fundamental da teoria da probabilidade. Embora sua motivacao original

tenha surgido no contexto de probabilidade pura, a desigualdade passou a ser amplamente
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utilizada em inferéncia estatistica como uma forma conservadora de controlar o erro do
tipo I em testes multiplos. Seu uso em estatistica aplicada ganhou forga a partir da década
de 1950, especialmente em contextos em que se deseja garantir que varias inferéncias sejam
simultaneamente validas com elevado grau de confianca.

Suponha que, antes da coleta dos dados, deseje-se fazer afirmacoes de confianga sobre
m combinacoes lineares a| g, aqp, ..., a) . Denote por C; a afirmagio de confianga
sobre o valor de a; p, como, por exemplo, um intervalo aleatério que inclua o verdadeiro

valor de a; . Defina
P[C; verdadeira] =1 —«;, i=1,2,...,m.
A probabilidade de todas essas afirmagoes serem simultaneamente verdadeiras é

P[todas as C; verdadeiras| = 1 — P[pelo menos uma C; falsa]
>1—> P(C; falsa)
i=1
=1-> (1 — P(C; verdadeira))

=1

=1— (g +as+- -+ an).

A desigualdade anterior, conhecida como desigualdade de Bonferroni, permite controlar
o erro global ay + as + - - - + ay,, independentemente da estrutura de correlagao entre as
afirmagoes de confianga. O método ainda permite atribuir diferentes niveis de importancia
a algumas afirmacoes, ajustando os «; conforme necessario. Quando nao temos informagao
a priori sobre qual o grau de importancia das afirmagoes de confianga, podemos assumir
o = a para todo i = 1,2,...,m, i.e., todas as afirmacoes de confianga possuem o mesmo
grau gze importancia.

Desejando construir intervalos simultaneos para os componentes individuais p; do vetor

de médias p de um vetor aleatério X em RP e assumindo a; = a/p, podemos utilizar os

Fit b2 i=1,2,....m,
n

em que t. € R, é tal que P(—t, <T <t,)=1-— e Assim, para cada 1 =1,2,...,p,
m

P( Xi:ttc“& 9//4) = _a
n p

e, consequentemente, utilizando o método de Bonferroni discutido anteriormente, temos

intervalos
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o Sii
Xt 22 2 21—<O‘+a+---+a)
n P p P

=1-a.

Portanto, fixado um nivel de confianca global de 1 — « e observada uma amostra
Ty, To,...,x,, podemos escrever as m = p afirmagoes sobre as componentes do vetor de

médias populacionais g da seguinte maneira:

e (m,l—o‘> = |1 =t 2 2]
p n n

Ic (m,l—o‘) - [m—tc\/sm; x2+tc\/8”],
P n n

« _ S _ S
IC (Mp,l—p> = [:cp—tc,/;”; a:p+tc,/7’ﬂ,

em que t, € Ry étal que P(—t. <T <t.)=1-— g, sendo T ~ t,_.
p

Nesse sentido, se ao invés de intervalos simultaneos para os componentes do vetor de
médias populacionais p de um vetor aleatorio X de RP, estivéssemos interessados em
construir intervalos simultdneos para m combinacoes lineares a' p desse vetor de médias
populacionais, poderfamos assumir «; = a/m para todo ¢ = 1,2,...,m e utilizar o método
de Bonferroni discutido anteriormente. Assim, fixado um nivel de confianga global de
1 — a e observada amostra x, xs, ..., x,, temos

_ T
1C (aTu,l—a> = [aTXj:tC a_Sa ,
m

n

em que t. € Ry étal que P(—t, <T <t,)=1-— % sendo T~ t,,_1. Analogo ao caso dos
componentes do vetor de médias populacionais, a probabilidade desses intervalos incluirem
simultaneamente as m transformagoes lineares de interesse é de pelo menos 1 — a.

Note que os intervalos de Bonferroni para combinacoes lineares a' p e os intervalos

analogos do tipo T2 possuem a mesma estrutura geral, i.e.,

a'Sa

a' X + (valor critico)
n
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Fixado um nivel de confianga global de 1 — a, quando a; = a/m, para todo i =
1,2,...,m, a razao entre o comprimento do intervalo de Bonferroni e o do intervalo do

tipo T2 é dada por

Comprimento do intervalo de Bonferroni te
Comprimento do intervalo T2 T
n)

em que t, € R, é tal que P(—t. <T <t.,) =1-— g, sendo T' ~ t,, 1, e f. € Ry é tal
que P(F > f.) = «, sendo F' ~ F,,_,. Note que]; razao independe das quantidades
aleatérias X e S. Para um ntimero pequeno m de combinacdes paramétricas do tipo a ' p,
os intervalos de Bonferroni tendem a ser mais curtos do que os intervalos simultaneos do
tipo T2. A Tabela 5.4 mostra o quanto eles sao mais curtos para diferentes valores de n e
p =m, quando 1 — a = 0,95.

Tabela 5.1 Razao entre o comprimento do intervalo de Bonferroni e o comprimento do

intervalo T2 para 1 — a = 0,95 e o; = 0,05/m.

n m=p=2 m=p=4 m=p=10
15 0,88 0,69 0,29
25 0,90 0,75 0,48
50 0,91 0,78 0,58
100 0,91 0,80 0,62
o0 0,91 0,81 0,66

Por outro lado, quando comparamos os intervalos de Bonferroni com os t-intervalos

individuais construidos com nivel de confianca 1 — «, temos

Comprimento do intervalo de Bonferroni

Comprimento do intervalo ¢ t.’

em que t? € R, é tal que P(—tf <T< tCB) =1- g, sendo T ~ t,_q, e t. € Ry & tal
que P(—t. <T <t.)=1—a,sendo T ~t, ;. P

Note que os t-intervalos sdo menores (mais precisos). Isso ocorre porque o valor critico
t? dos intervalos de Bonferroni é associado a um nivel de confianca individual maior que
1 — a, mais precisamente, 1 — a/p, enquanto o valor critico ¢, dos t-intervalos é associado
a uma confianga de exatamente 1 — «.

Logo, ao passo que os intervalos de Bonferroni encurtam os intervalos simultaneos
do tipo T? quando p é pequeno, eles necessariamente alargam os t-intervalos construidos
individualmente. Esse alargamento é o preco a se pagar para garantir uma confianga

simultanea minima de 1 — « sobre todos os parametros considerados.
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(a) Considere o mesmo problema discutido nos Exemplos 5.14 e 5.15. Fixado um
nivel de confianga global de 95%, construa os intervalos de Bonferroni para a
altura média e a nota média em Matematica das criancas da quinta série do
ensino fundamental da escola em questao. Compare-os com os t-intervalos e
com os T%-intervalos. Para a comparacao leve em consideracdo a confianca e a

precisdo (tamanho) dos intervalos.

(b) Considere o mesmo problema discutido no Exemplos 5.16. Fixado um nivel de
confianca global de 95%, construa os intervalos de Bonferroni para o tempo de
vida médio e o tamanho médio das valvulas fabricadas pela cia. Compare-os com
os t-intervalos e com os T?-intervalos. Para a comparacio leve em consideracao

a confianca e a precisdo (tamanho) dos intervalos.

SOLUCAO:

(a) Sejam

X

X = Xl : vetor aleatério, cujas componentes sdo a altura X; (em cm) e
2

a nota Xy (em pontos) das criangas da quinta série do ensino fundamental

da escola participante do estudo;

251

M2
média p; (em cm) e a nota média py (em pontos) as criancas da quinta

lJ,:

] : vetor de médias populacionais, cujas componentes sao a altura

série do ensino fundamental da escola participante do estudo;

Xl,XQ,...,X36 a.a. de X.

Observada a amostra, temos x; = 150 cm e /s;; = 5 cm. Logo, fixado um nivel
de confianga global de 95%, um intervalo de Bonferroni para p; com 97,5% de

confianga é dado por

IC(ND 977 5%) =

Bt 8”}
n

5
= 150 £ 2,34 x ——
l \/36]

= [150 & 1, 95]
— [148,05; 151,95].

Portanto, com uma confianga de 97,5%, o intervalo [148,05; 151, 95] inclui a
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verdadeira altura média das criangas da 5 série do ensino fundamental da escola

em questao.

Por outro lado, observada a amostra, temos o = 5 cm e /soo = 2 cm. Logo,

fixado um nivel de confianca global de 95%, um intervalo de Bonferroni para jo

fgitc,/sn]
n

com 97,5% de confianca é dado por

[C<:u27 977 5%) =

= [5+2,34 x

ssix 7
= [540,78]

= [4,22; 5,78].

Portanto, com uma confianga de 95%, o intervalo [4, 22; 5, 78] inclui a verdadeira

nota média das criangas da 5% série do ensino fundamental da escola em questao.

H1 H2
LI LS LI LS
t-intervalos 148,31 151,69 | 4,32 5,68
Intervalos de Bonferroni | 148,05 151,95 | 4,22 5,78
T?-intervalos 145,06 154,94 | 3,02 6,98

A partir da tabela anterior, notamos que os t-intervalos sdo os mais precisos,
no sentido de apresentarem menor comprimento, mas também sao os menos
confidveis, ja que cada um deles possui apenas 95% de confianca individual,
com confianca conjunta menor do que o nivel de confianga global fixado. Em
contraste, os T?-intervalos sdo os mais conservadores, isto é, mais largos, pois
asseguram um nivel de confian¢a conjunta de, no minimo, 95%. Os intervalos
de Bonferroni ocupam uma posicao intermediaria: sao mais largos do que os
t-intervalos, pois precisam compensar a multiplicidade para manter a confianca
simultdnea, mas ainda assim tendem a ser mais curtos do que os T?-intervalos
quando o nimero de pardmetros p nao é muito grande. Assim, oferecem um

bom equilibrio entre precisao e controle da confianca global.

(b) Sejam
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X
X = [ 1] . vetor aleatério, cujas componentes sao o tempo X; de vida
2

(em horas) e o tamanho X, (em mm) das valvulas dessa cia,

1

H2
de vida médio p; (em horas) e o tamanho médio ps (em mm) das valvulas

I_l,:

] : vetor de médias populacionais, cujas componentes sdo o tempo

dessa cia,
X17X2,...7X61 a.a. de X.

Observada a amostra, temos Z; = S00h e s; = 244 h?. Logo, fixado um nivel
de confianca global de 95%, um intervalo de Bonferroni para p; com 97,5% de

confianga é dado por

1C(111,97,5%) = [ml +1, S”}

n
= 800 + 2,34 ,/244
N ’ 61
= [800 + 4, 68]

= [795,32; 804, 68].

Com 97,5% de confianga, o intervalo [795,32; 804, 68| inclui o verdadeiro valor

do tempo de vida médio das valvulas dessa cia.

Observada a amostra, temos To = 120 mm e S99 = 15,25 mm?. Logo, fixado
um nivel de confianca global de 95%, um intervalo de Bonferroni para ps com

97,5% de confianca é dado por

IC([I/2797, 5%) = [fg itc’/snm]

15,25]

120£2-
61

= [120 +1,17]
= [118,83; 121,17).

Com 97,5% de confianga, o intervalo [118,83; 121,17] inclui o verdadeiro

tamanho médio das valvulas dessa cia.
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H1 H2
LI LS LI LS
t-intervalos 796 804 119 121
Intervalos de Bonferroni | 795,32 804,68 | 118,83 121,17
T?-intervalos 794,94 805,06 | 118,73 121,27

A partir da tabela anterior, notamos que os t-intervalos sdo os mais precisos,
no sentido de apresentarem menor comprimento, mas também sao os menos
confidveis, ja que cada um deles possui apenas 95% de confianca individual,
com confianga conjunta menor do que o nivel de confianga global fixado. Em
contraste, os T?-intervalos sdo os mais conservadores, isto é, mais largos, pois
asseguram um nivel de confianga conjunta de, no minimo, 95%. Os intervalos
de Bonferroni ocupam uma posicao intermediaria: sao mais largos do que os
t-intervalos, pois precisam compensar a multiplicidade para manter a confianca
simultdnea, mas ainda assim tendem a ser mais curtos do que os T?-intervalos
quando o nimero de pardmetros p nao é muito grande. Assim, oferecem um

bom equilibrio entre precisao e controle da confianca global.

5.6 Inferéncia sobre o vetor de médias populacionais a

partir de grandes amostras de dados multivariados

Quando o tamanho amostral n é grande, torna-se possivel inferir sobre o vetor de médias
populacionais p do vetor aleatério X em RP, dispensando a suposicao de normalidade para
distribuicao de X. Sob condic¢oes gerais de regularidade, i.e., X,..., X, uma amostra
aleatoéria (i.i.d.) de X com p finito e matriz de covaridncia positiva definida X, vale a
aproximacao assintética

n(X =) ST (X —p) <\

em que X129 indica a distribuicao qui-quadrado com p graus de liberdade. Consequentemente,
Pln(X —p) STHX —p)<q|~1-0,

com ¢. € R, sendo o percentil superior de ordem 100 x a% da distribuigao X]%, ie.,
P(Q > q.) = a para Q ~ )(123. A partir dessa relacdo obtém-se, para amostras grandes,

testes de hipoteses e regides de confianga simultaneas.
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Nesse sentido, se n — p é grande, para testar Hy: pu = p, contra Hy: p # p, podemos

utilizar a seguinte regra de decisdo: rejeitamos Hy ao nivel significincia « € (0,1) quando
n(X — po) ' STHX — o) > e,

em que ¢. € R, é o ponto critico tal que P(Q > ¢.) = « para Q ~ xf,. Nesse caso, o

elipséide com 100 x (1 — «)% de confianga é dado por
RC(p,1—a)={pe®R :n(X —p)" S (X — p) < g}

Tais aproximacoes possuem a seguinte consequéncia pratica: para cada componente y;,

1 =1,2,...,p, forma-se o intervalo

IC(pi, <1—a):= {)_(Z:i:\/@ ZZ]

que apresenta confianca simultanea de pelo menos 1 — a.

E importante observar que em uma ou duas dimensoes, amostras entre 30 e 50
observagoes ja costumam ser consideradas grandes. Em dimensdes maiores exige-se n — p
suficientemente grande: com p = 2, n = 50 pode ser “grande”, mas com p = 52 seria
necessario n muito maior do que 100 para manter n — p elevado. Além disso, moderados
desvios de normalidade tendem a nao afetar drasticamente o nivel do teste, mas desvios
extremos podem infld-lo. Sugerem-se as mesmas verificagoes gréficas (histogramas, Q-Q

plots) e eventuais transformages usadas no caso normal-teérico.
Exemplo 5.18: Johnson e Wichern, 2014, p. 236, tradugao e grifo nosso

Para estabelecer normas nacionais de desempenho musical na Finlandia, um
educador aplicou testes de aptidao musical a milhares de estudantes do 12° ano.
A Tabela 5.2 resume parte desse conjunto de dados para uma amostra de n = 96
alunos, apresentando a média amostral z; e o desvio-padrao ,/s; de cada componente

avaliada.

(a) Fixado um nivel de confianga global de 95%, construa os intervalos individuais (¢-
intervalos), os intervalos simultaneos (7-intervalos) e os intervalos de Bonferroni,

para grandes amostras, utilizando a aproximagao qui-quadrado.

(b) Fixado um nivel de confianga global de 95%, construa os intervalos individuais (¢-
intervalos), os intervalos simultdneos (T-intervalos) e os intervalos de Bonferroni

sem considerar a aproximacao qui-quadrado.
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(¢) Compare os intervalos obtidos no item (a) com aqueles obtidos no item (b).

(d) Avalie a plausibilidade da hip6tese levantada por um dos pesquisadores de que

o perfil musical médio do estudante é dado pelo seguinte vetor de médios

.
po=[31 27 34 31 23 22 22

Tabela 5.2. Pontuagoes médias e desvios-padrao de sete componentes de aptidao

musical para n = 96 estudantes finlandeses

Variavel Média z; Desvio-padrao ,/s;;
X1 = melodia 28.1 5.76
X5 = harmonia 26.6 5.85
X3 = tempo 35.4 3.82
X4 = compasso 34.2 5.12
X5 = fraseado 23.6 3.76
Xg = balanco 22.0 3.93
X7 = estilo 22.7 4.03

SOLUCAO:

(a)

Tabela 5.3. Limites inferiores e superiores para as sete componentes do
vetor médio de aptiddo musical — comparacdo entre t-intervalos, T2-intervalos
e de Bonferroni, fixado um nivel de confianca global de 95% e considerando
aproximacoes para grandes amostras. Aqui, utilizamos o quantil da normal

z. = 1,96 para os t-intervalos e intervalos de Bonferroni e o quantil da qui-

quadrado g. = 14,07 para os T%-intervalos.

t-intervalos ~ Bonferroni  7™?-intervalos
Componente

LI LS LI LS LI LS
i = melodia  26.95 29.25 26.52 29.68 25.90 30.30
fo = harmonia 25.43 27.77 24.99 28.21 24.36 28.84
[t3 = tempo 34.64 36.16 34.35 36.45 33.94 36.86
g = compasso 33.18 35.22 32.79 35.61 32.24 36.16
s = fraseado  22.85 24.35 22.57 24.63 22.16 25.04
1¢ = balanco 21.21 22.79 20.92 23.08 20.50 23.50
17 = estilo 21.89 23.51 21.59 23.81 21.16 24.24
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(b)
Tabela 5.4. Limites inferiores e superiores para as sete componentes do
vetor médio de aptidao musical — comparacao entre t-intervalos, T-intervalos
e de Bonferroni, fixado um nivel de confianca global de 95% sem considerar
aproximacoes para grandes amostras. Aqui, utilizamos o quantil da ¢ de Student
t. = 1,99 para os t-intervalos e intervalos de Bonferroni e o quantil da F

f. = 2,11 para os T*-intervalos.

t-intervalos Bonferroni  T?-intervalos

LI LS LI LS LI LS
11 = melodia  26.93 29.27 2648 29.72 25.76 30.44
to = harmonia 25.41 27.79 24.96 2824 24.23 28.97
i3 = tempo 34.63 36.17 34.33 36.47 33.85 36.95
pg = compasso 33.16 35.24 32.76 35.64 32.12 36.28
s = fraseado  22.84 24.36 22.54 24.66 22.07 25.13
e = balango 21.20 22.80 20.90 23.30 20.41 23.59
7 = estilo 21.88 23.52 21.57 23.83 21.07 24.33

Componente

(¢) Os resultados obtidos para a amostra grande de n = 96 estudantes mostram que
os limites simultdneos baseados na aproximagao qui-quadrado (Tabela 5.3) e os
que nao fazem uso da aproximagao (Tabela 5.4) sdo muito préximos, diferindo
apenas na terceira ou, no maximo, na segunda casa decimal. Isso acontece porque,
a medida que n cresce e n — p se torna grande, vale a aproximacao classica
da T2-de Hotelling para qui-quadrado e, de modo andlogo, da distribuicao
t de Student para distribuicdo normal. Portanto, com n elevado, os trés
conjuntos de intervalos — t-intervalos, T2-intervalos e intervalos de Bonferroni —
apresentam praticamente o mesmo comprimento e levam as mesmas conclusoes
sobre as médias populacionais. Em sintese, para amostras realmente grandes, a
escolha entre x? ou F/t afeta pouco a precisao ou a confianga dos intervalos; j&
para tamanhos moderados, preferir os percentis F/t ainda é uma opgao mais

conservadora.

(d) Vemos a partir dos intervalos simultaneos das Tabelas 5.3 e 5.4 que a afirmagao
feita pelo pesquisador sobre os componentes de p,, associado com melodia,
tempo e compasso nao parecem, ao nivel global de 95%, ser valores plausiveis

para as correspondentes médias do sistema de pontuacao Filandés.
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Mesmo quando o tamanho amostral é elevado, muitos estatisticos optam por reter os
percentis baseados em F' e em t em vez de substitui-los pelos percentis da qui-quadrado
ou da normal-padrao. Observe que os pontos criticos da qui-quadrado ¢. e da normal
padrao z. podem ser interpretados como os limites, quando n — oo, dos valores criticos
provenientes das distribuigoes F' e t. Consequentemente, os intervalos obtidos com F' e
t tendem a ser mais longos e, portanto, mais conservadores, oferecendo ao usuario uma
margem de seguranga adicional quando julga necessario.

Encerramos este capitulo lembrando que, na pratica, raramente somos solicitados
a verificar se p coincide exatamente com um vetor especifico de valores. Ainda assim,
o arcabougo desenvolvido aqui é essencial. Os testes para o vetor de médias fornecem
a base matemadtica para situagoes de interesse aplicado, como comparagoes pareadas,
delineamentos de medidas repetidas sob diferentes tratamentos, analise de variancia
multivariada (MANOVA, do inglés Multivariate Analysis of Variance) e anélise de perfis.
Esses procedimentos multivariados sao ferramentas-chave em areas como agricultura,
biologia, ciéncias ambientais e psicologia, onde se faz necessario avaliar, simultaneamente,
varios desfechos correlacionados. Assim, mesmo que a hipétese Hy: pu = p pareca pouco
frequente, dominar sua teoria assegura confianga na aplicacdo de métodos mais sofisticados

que dependem, direta ou indiretamente, da inferéncia aqui apresentada.

5.7 Exercicios

1. Seja X1, X, ..., X, uma amostra aleatéoria de um vetor aleatério X em RP com
vetor de médias p € RP e matriz de varidncias e covaridncias ¥ € M, ,(R). Considere
a transformacdo Y ; = AX; + b, para todo j =1,2,...,n, em que A € My, ¢ uma

matriz de constantes e b € R? é um vetor de constantes.
(a) Mostre que Y = AX + b e, em seguida, determine E(Y) e Cov(Y).
(b) Mostre que 8 = ASX A" em que S: e S} sdo as matrizes de varidncias e

covaridncias amostrais e, em seguida, determine E(SY).

2. Seja X1, Xo,..., X, uma amostra aleatéria de um vetor aleatério X em RP com
vetor de médias p € RP e matriz de varidncias e covariancias 3 € My, (R). Mostre
que Cov (2?21 a; X, >0 ijj) = 0 se, e somente se, a € R" e b € R" forem

ortogonais.

3. Seja X1, X9,..., X, uma sequéncia de vetores aleatorios independentes tal que
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X j ~ Normal,(p;, ;) para qualquer j =1,2,...,p. Mostre que
Zanj ~ Normal, Zajuj,Za?Ej ,
j=1 j=1 j=1

-
em que a = [al Qg - an] ¢ um vetor de constantes reais.

4. (Johnson e Wichern, 2014, p. 204, traducao e grifo nosso) Seja X, X5, X3

e X4 uma amostra aleatéria do vetor aleatéio X ~ Normal,(pu, X).

(a) Encontre as distribui¢goes marginais para cada um dos seguintes vetores aleatd-

rios . . . .
91:1X1—1X2+1X3—1X4

¢ 1 1 1 1
Vo= ZX1+ZX2—ZX3—ZX4.

(b) Encontre a densidade conjunta do vetor aleatério V1 e Vo definido no item (a).

5. (Johnson e Wichern, 2014, p. 204, tradugao e grifo nosso) Seja X1, X, X3, X4
e X5 uma amostra aleatéria do vetor aleatério X ~ Normal,(p,X). Encontre o
vetor de médias e a matriz de variancias e covariancias das seguintes combinacgoes
lineares de vetores aleatorios

1 1 1 1
V1 - gXl +5X2+ 5X3+ 5X4

Vo=X, - Xo+ X35 — X4+ X5
Obtenha também Cov(V1, V).

6. Sejam X, X5 e X3 uma amostra aleatéria do vetor aleatério X ~ Normal,(p, X).
Considere Y; = X1+ X5, Y, = X0+ X3eY3 =X+ X3 Obtenha a distribuicao
condicional de Y1|Yy =y, ede Y 1|Yy =vy,, Y3 = y;, em que y,,y,,y; € RP sdo

vetores fixos.

7. (Johnson e Wichern, 2014, p. 205, tradugao e grifo nosso) Seja X1, X»,..., X2
uma amostra aleatdria de tamanho n = 20 de um vetor aleatério X ~ Normalg(p, 3).
Especifique cada uma as distribuigoes de cada vetor aleatério (ou varidvel aleatoria)

definidas a seguir.
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X.
V(X — p)
(n—1)8

X - = (X - p).

X —p)S X - p).

8. (Johnson e Wichern, 2014, p. 206, tradugio e grifo nosso) Uma pesquisa de

precos em um jornal local forneceu informacgoes sobre dez carros compactos usados

de origem estrangeira. Para cada veiculo, foram registrados dois atributos: a idade

em anos (X1) e o preco de venda em milhares de ddlares (X3). Os dados observados

sao apresentados a seguir:

v (idade) | 1 2 3 3 4 5 6 8 9 11

Ty (pre(;o)‘18,95 19,00 17,95 15,54 14,00 12,95 894 7,49 6,00 3,99

(a)

Utilize os resultados da matriz de médias amostrais X e da matriz de variancias
e covariancias amostrais S para calcular as distancias estatisticas ao quadrado
de cada observacao em relacao a média:

&= (x;—x)' S (w;—x), j=1,...,10,

-
em que ¢; = [xﬂ SC]'Q} .
Ordene as distancias estatisticas ao quadrado e construa um grafico de quantis

tedricos vs. quantis observados, comparando os quantis teéricos da distribuicao

qui-quadrado com 2 graus de liberdade. Quais padroes vocé observa?

Vocé considera razoavel assumir que os dados foram gerados por uma populacao
aproximadamente normal bivariada? Justifique sua resposta com base nos

resultados obtidos.

9. O conjunto de dados iris, disponivel no software R, contém medidas de comprimento

e largura das sépalas e pétalas de trés espécies de flores. Neste exercicio, utilizaremos

apenas as 50 observagoes da espécie setosa e trés variaveis: tamanho da sépala,

largura da sépala e tamanho da pétala. O objetivo é verificar se as suposi¢oes de

normalidade multivariada sao razodveis, e, em seguida, aplicar o teste 72 de Hotelling

para o vetor de médias.

5.7.

EXERCICIOS




(a) Construa histogramas, graficos de quantis tedricos versus quantis observados
(Q-Q plots) e graficos de dispersao bivariados para todas as combinagdes das
variaveis. Com base nesses graficos, parece razoavel supor que as variaveis

seguem conjuntamente uma distribuicao normal multivariada?

(b) Realize testes de Shapiro-Wilk para cada uma das quatro varidveis margi-
nais. Qual é a sua conclusao sobre a normalidade univariada? Use nivel de

significancia de 5%.

(¢) Considere o vetor de valores de referéncia

5,0
/1;0 - 3,4
1,5

Vocé consideraria plausivel que o vetor de médias populacionais seja igual a g7
Para isso, conduza o teste T? de Hotelling com o = 5%. Defina as hipdteses,

estatistica de teste, regra de decisao e conclusao.

(d) Determine o vetor de médias amostrais & e compare-o com o vetor de referéncia
- Sua conclusdo para o teste conduzido no item (c¢) parece compativel com
essa comparac¢ao? Por qué?

(e) Com base nas etapas anteriores, vocé acredita que a suposi¢do de normalidade
multivariada é razoavel? A conclusdo obtida no teste 7% de Hotelling parece

confidvel neste contexto? Por qué?

10. A base de dados airquality, disponivel no software R, contém medidas atmosféricas
coletadas na cidade de Nova lorque durante os meses de maio a setembro de 1973.
Para este exercicio, foram consideradas duas varidveis quantitativas: velocidade do
vento (Wind) e temperatura do ar em graus Fahrenheit (Temp). Apés a exclusao de
observagoes com valores ausentes, restaram n (determine!) observagoes vélidas para
analise. O objetivo é verificar a plausibilidade de um modelo multivariado normal e,
em seguida, construir uma regiao de confianca para o vetor de médias populacionais

dessas variaveis e testar hipéteses relativas a esse vetor.

(a) Construa, para cada uma das varidveis, um histograma e um gréafico de quantis
tedricos versus quantis observados (Q-Q plot). Com base nesses graficos, avalie
a plausibilidade dos dados terem se originado de uma populacao normalmente
distribuida?

(b) Aplique o teste de Shapiro-Wilk para avaliar a normalidade marginal de cada

variavel. Ao nivel de significAncia de 5%, quais sdo suas conclusoes?
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(c¢) Construa os graficos de dispersao bivariados entre as varidveis. A forma das

nuvens de pontos observadas sugere plausibilidade da normalidade multivariada?

(d) Considere como hip6tese nula que o vetor de médias populacionais é igual ao
vetor de médias amostrais. Conduza o teste T2 de Hotelling correspondente.
Ao nivel de significancia de 5%, qual é a sua conclusao? Defina as hipoteses,

estatistica de teste, regra de decisao e conclusao.

(e) Com relagao a sua resposta ao item (d), seria possivel chegar a ela sem conduzir
o teste T2 de Hotelling? Por qué?

(f) Construa uma regiao de confianca com 95% de confianga para o vetor de médias
considerando apenas as variaveis Wind e Temp. Defina a quantidade pivotal,
regiao de confianca e conclusdao. Visualize graficamente a regiao elipsoidal

correspondente.

(9) De acordo com sua resposta para o item (f), para quais vetores de médias p,,

o teste T? de Hotelling rejeitaria a hipotese Hy : p = py? Por qué?

11. (Johnson e Wichern, 2014, p. 261, tradugao e grifo nosso) Considere a

matriz de dados
12

co O 00 N

10

em que cada linha representa uma observagao bivariada do vetor aleatério X =
T
{Xl XQ} . Suponha que X ~ Normaly(u, X).

(a) Calcule a estatistica de teste T de Hotelling para testar a hipotese

7
1]

(b) Especifique a distribuicao da estatistica T? sob H,, indicando os graus de

Hol o=

liberdade e a forma equivalente da estatistica usando a distribuigao F'.

(¢) Com base nos resultados dos itens anteriores, conduza o teste de hipétese ao
nivel de significAncia o = 5%. Apresente sua conclusao com base na comparagao

entre o valor observado da estatistica de teste e o valor critico adequado.

12. (Johnson e Wichern, 2014, p. 261, tradugao e grifo nosso) A transpiragao
de 20 mulheres saudaveis foi analisada. Trés componentes, X; = taxa de suor, Xy =

teor de soédio e X3 = teor de potassio, foram medidos,
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e os resultados, que chamaremos de dados de suor, estao apresentados na tabela a

seguir.

Individuo | X; (Taxa de suor) | X3 (Sédio) | X3 (Potéssio)
1 3,7 48,5 9,3
2 5,7 65,1 8,0
3 3.8 472 10,9
4 3.2 53.2 12,0
> 3,1 55,5 9,7
6 46 36,1 7.9
7 2.4 24,8 14,0
8 7,2 33,1 7,6
9 6,7 A7 4 85
10 5,4 54,1 11,3
11 3,9 36,9 12,7
12 4,5 58,8 12,3
13 3.5 9278 9.8
14 4.5 40,2 8,4
15 1,5 13,5 10,1
16 8,5 56,4 7,1
17 4,5 71,6 8,2
18 6,5 52,8 10,9
19 41 44,1 11,2
20 5,5 40,9 9,4

Assumindo que X ~ Normalz(p, X)), faga o que se pede:

T T
(a) Teste a hipotese Hy: p = [4 50 10] contra Hy: p # [4 50 10} ao nivel
de significancia @ = 0,10. Defina as hipoteses, estatistica de teste, regra de

decisao e conclusao.

(b) Determine o conjunto dos valores de p, € R? para os quais nao rejeitarfamos a

hipétese Hy : p = p, ao nivel de significancia o = 0, 10.
(¢) Esboce o conjunto determinado no item (b).
(d) Sua resposta para o item (a) e para o item (b) sdo consistentes.
13. Sejam X ~ Normal,(,X) ¢ Y = CX +d, em que C € M,,, ¢ uma matriz

nao-singular e d € RP é um vetor de constantes. Dadas as observagoes x1, ..., x, de

X, mostre que
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Sy = n—1 Z?:l(yj - Q)(yj - @)T =CSC'.

)
)
c) p, =E(Y)=Cp+d.
) T2 =n(y — )" Sy (¥ — py) = n(@— )" S (7 — p).
) Proponha uma matriz C' € M3y 3(R) e um vetor de constantes d € R3 e verifique

que a estatistica 7% de Hotelling encontrada no item (a) do Exercicio 12 se

-

mantém a mesma se a intencao for testar Hy : Cu+d = C [4 50 10} VS.
T

Hy:Cp+d#Cl4 50 10 .

14. (Johnson e Wichern, 2014, p. 263, tradugao e grifo nosso) Um antropé6logo

fisico realizou uma andlise mineral de nove fios de cabelo de antigos peruanos. Os
resultados para os niveis de cromo (X;) e estrdncio (X3), em partes por milhao

(ppm), foram os seguintes:

1 (Cr) | 048 4053 2,19 055 0,74 066 093 037 022
2 (St) | 12,57 73,68 11,13 20,03 20,20 0,78 4,64 043 1,08

Fonte: Benfer et al., “Mineral Analysis of Ancient Peruvian Hair,” American Journal
of Physical Anthropology, 48, n.° 3 (1978), pp. 277-282.

Sabe-se que baixos niveis (menores ou iguais a 0,100 ppm) de cromo sugerem a
presenca de diabetes, enquanto o estroncio é um indicativo de ingestao de proteina

animal.

(a) Construa a elipse de confianca conjunta de 90% para o vetor de médias popula-
cionais pu' = Lul M2} , assumindo que esses nove fios de cabelo representam
uma amostra aleatéria de individuos pertencentes a uma cultura peruana antiga

particular.
(b) Obtenha os intervalos individuais (t-intervalos) de 90% de confianga para pu; e
H2-

(¢) Fixado um nivel de confianga global de 90%, obtenha os intervalos de confianca

simultaneos (T?-intervalos) para 1 e po.

(d) Fixado um nivel de confianca global de 90%, obtenha os intervalos de confianga

de Bonferroni para p; e po.

(e) Compare os intervalos obtidos nos itens (b), (¢) e (d) quanto a confianga e

precisao.
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(f) Construa em um mesmo plano cartesiano, o retangulo de confianca delimitado
pelos intervalos individuais (¢-intervalos) encontrados no item (b), o retdngulo
de confianca delimitado pelos intervalos simultaneos (T%-intervalos) encontrados
no item (c), o retdngulo de confianca delimitado pelos intervalos de Bonferroni
encontrados no item (d) e a elipse de confianca obtida no item (a). Compare

essas regioes quanto a confianca e precisao.

(9) Parece que essa cultura peruana tem um nivel médio de estréncio igual a 107

5

Isto é, algum dos pontos [,ul 10} estd contido nas regices de confianca? O
T

vetor [0,30 10} ¢ um valor plausivel para p? Discuta.

(h) Os dados parecem seguir uma normal bivariada? Discuta essa hip6tese com
base no resultado do teste de Mardia. Se os dados nao forem normalmente

distribuidos, quais sao as implicagoes disso para as conclusoes obtidas no item
(9)?

(i) Repita a anélise com a observagao claramente atipica removida. As inferéncias

mudam? Comente.

15. (Johnson e Wichern, 2014, p. 262, tradugao e grifo nosso) Harry Roberts,
um naturalista do Departamento de Pesca e Caga do Alasca, estuda ursos pardos
com o objetivo de manter uma populagao saudavel. As medigdes em n = 61 ursos

forneceram as seguintes estatisticas resumo:

Variavel Médias amostrais x
Peso (kg) 95,52
Comprimento do corpo (cm) 164,38
Pescogo (cm) 55,69
Circunferéncia (cm) 93,39
Comprimento da cabega (cm) 17,98
Largura da cabega (cm) 31,13

Matriz de varidncias covariancia amostrais:

_3266,46 1343,97 731,54 1175,50 162,68 238,37_
1343,97 72191 324,25 537,35 80,17 117,73
731,54 324,25 179,28 281,17 39,15 56,80
1175,50 537,35 281,17 474,98 63,73 94,85
162,68 80,17 39,15 63,73 9,95 13,88
238,37 117,73 56,80 94,85 13,88 21,26 |
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(a) Para as médias populacionais das seis medidas corporais, obtenha os intervalos

individuais (¢-intervalos) de 95% de confianca (para grandes amostras).

(b) Fixado um nivel de confianga global de 95%, obtenha os intervalos (para grandes
amostras) de confianca simultaneos (T?-intervalos) para as médias populacionais

das seis medidas corporais.

(c) Obtenha a elipse de confianca de 95% (para grandes amostras) para o vetor de
médias populacionais cujas componentes sado o peso média e a circunferéncia
média.

(d) Fixado um nivel de confianca global de 95%, obtenha os intervalos de confianga
de Bonferroni (para grandes amostras) para as médias populacionais das seis

medidas corporais.

(e) Com base na sua resposta para o item (a), construa o retdngulo de confianga
delimitado pelos intervalos individuais (¢-intervalos) para o peso médio e para
circunferéncia média. Compare esse retangulo com a elipse de confianca obtida

no item (c).

(f) Com base na sua resposta para o item (b), construa o retdngulo de confianga
delimitado pelos intervalos simultdneos (T*-intervalos) para o peso médio e
para circunferéncia média. Compare esse retangulo com a elipse de confianca

obtida no item (c).

(9) Com base na sua resposta para o item (d), construa o retangulo de confianga
delimitado pelos intervalos de Bonferroni para o peso médio e para circunferéncia
média, use a; = /6, i = 1,2. Compare esse retdngulo com a elipse de confianga

obtida no item (c).
(h) O que mudaria se ao invés de usar «; = a/6, usassemos «; = a/2? Por qué?

(1) Fixado um nivel de confianca global de 95%, obtenha o intervalo de confianca

de Bonferroni (para grandes amostras) para
largura média da cabeca — comprimento médio da cabeca

usando a/7.

16. (Johnson e Wichern, 2014, p. 268, traducao e grifo nosso) Um ecdlogo
de vida selvagem mediu X; = comprimento da cauda (em milimetros) e Xy =
comprimento da asa (em milimetros) para uma amostra de n = 45 fémeas de

gavioes-de-bico-ganchoso. Os dados estao apresentados na tabela.
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x1 (Cauda) 9 (Asa) | z; (Cauda) x5 (Asa) | z; (Cauda) x5 (Asa)
191 284 186 266 173 271
197 285 197 285 194 280
208 288 201 295 198 300
180 273 190 282 180 272
180 275 209 305 190 292
188 280 187 285 191 286
210 283 207 297 196 285
196 288 178 268 207 286
191 271 202 271 209 303
179 257 205 285 179 261
208 289 190 280 186 262
202 285 189 277 174 245
200 272 211 310 181 250
192 282 216 305 189 262
199 280 189 274 188 258

Fonte: Dados cedidos por S. Temple.

(a) Encontre e esboce a elipse de confianca de 95% para as médias populacionais
{1 € fo. Suponha que se sabe que p; = 190 mm e puy, = 275 mm para gavioes
machos. Esses sao valores plausiveis para o comprimento médio da cauda e

comprimento médio da asa das fémeas? Explique.

(b) Fixado um nivel de confianga global de 95%, construa os intervalos simultaneos
de confianga (T?-intervalos) de 95% para u; e pg, bem como os intervalos
de Bonferroni para p; e ps. Compare os dois conjuntos de intervalos. Qual
vantagem, se houver, que os T?-intervalos apresentam em relacio aos intervalos

de Bonferroni?
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6 Comparacao de varios vetores de médias

Em muitas investigagoes aplicadas, o interesse recai menos em estimar um tnico vetor
de médias populacionais e mais em comparar simultaneamente varios vetores provenientes
de grupos, tratamentos ou momentos distintos de observacao. Neste capitulo, estudaremos
métodos que estendem de forma natural as ideias de inferéncia multivariada para cené-
rios comparativos. Iniciaremos com comparagoes pareadas e delineamentos de medidas
repetidas, em que o mesmo conjunto de unidades experimentais é avaliado sob diferentes
condi¢oes. Em seguida, abordaremos a anélise de varidncia multivariada, permitindo testar,
em bloco, se pelo menos um dos grupos difere nos componentes de seu vetor de médias.
Finalmente, exploraremos a analise de perfis, ferramenta ttil quando o foco é descrever
e contrastar o formato (ou tendéncia) das médias ao longo de uma colegao ordenada de
variaveis. Esses procedimentos sdo amplamente utilizados em areas como agricultura,
biologia, psicologia e ciéncias da satide, onde respostas correlacionadas sao coletadas para

avaliar tratamentos, cultivares, protocolos clinicos ou intervenc¢oes comportamentais.

6.1 Comparacoes pareadas

Nesta secao, o objetivo é planejar experimentos que comparem mais de uma medicao
obtida sob dois tratamentos (ou antes-depois da aplicagdo de um tnico tratamento) na
mesma unidade experimental, ou em unidades muito semelhantes, de modo a controlar a
variabilidade intrinseca de cada individuo e aumentar o poder do teste. Por exemplo, os
resultados de um experimento pareado é descrito na Tabela 6.1. Nesse caso, o experimento
é delineado para comparar a pressao sistélica e a frequéncia cardiaca dos mesmos pacientes
antes e depois de um medicamento, cada paciente servindo de “controle” para si mesmo.
Tabela 6.1. Pressao sistélica (em mmHg) e frequéncia cardiaca (em bpm) medidas em 3

pacientes antes e apds a aplicacdao de um tratamento.

Paciente  Pressao sistolica (mmHg) | Frequéncia cardiaca (bpm)

Antes Depois Diferenca | Antes Depois Diferenca

Joao 140 130 10 82 75 7
Maria 160 150 10 38 80 8
Pedro 150 140 10 79 74 2

Note que todos os pacientes reduziram exatamente 10 mmHg na pressao sistolica,
revelando inequivocamente o efeito do farmaco. Assim, mesmo que os valores absolutos
variem de pessoa para pessoa, a diferenca costuma ser muito mais homogénea. Portanto
se analisassemos dois grupos independentes, um grupo de que nao recebe o tratamento e

outro que recebe, essa variabilidade individual poderia obscurecer o efeito de interesse.
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No primeiro ensaio clinico controlado documentado, James Lind (1747) alojou 12
marinheiros com escorbuto em condi¢oes idénticas de bordo, dividindo-os em seis pares
que receberam seis tratamentos distintos (sidra, acido sulfurico diluido, vinagre, agua do
mar, laranjas + limoes e uma mistura de ervas). Apds apenas seis dias, o par que ingeriu
frutas citricas recuperou-se rapidamente, estabelecendo a eficdcia da vitamina C, ainda
que a falta de randomizacao e o conhecimento prévio dos tratamentos pelos marinheiros
limitem a forca inferencial do estudo.

Mais de um século depois, William S. Gosset (Student, 1908) introduziu o teste t ao
investigar se diferentes condigoes de cultivo alteravam o peso médio de graos de cevada. Seu
objetivo declarado era decidir se diferencas de média observadas eram reais ou meramente

devidas ao erro amostral (Student, 1908, p. 4).

Exemplo 6.1

Na tabela a seguir, temos o peso de 5 de graos de cevada que foram expostos a
dois métodos de cultivos distintos.
Tabela 6.2. Peso de 5 de graos de cevada que foram expostos a dois métodos de

cultivos distintos.

Grao ; Modo de cultivo

Tj1  Tjo d;
1 6,2 6,8 -0,6
2 6,5 7,0 -0,5
3 6,4 7,1 -0,7
4 6,3 6,9 -0,6
5 6,6 7,2 -0,6

Aqui, z; representa o peso da semente j sob o método de cultivo 1, x5 representa o
peso da semente j sob o método de cultivo 2 e dj = xj; — x5 ¢é a diferenca que os
métodos de cultivos possuem sobre o peso da semente j, 7 =1,2,...,5. Com base
na amostra observada, temos a diferenca média amostral d e varidncia amostral da
diferenca s3:

d=—-0,6 e s2=0,005

Supondo que Dy, Do, ..., D5 segue uma distribuicao normal com média ¢ e variancia

0%, ambas desconhecidas, responda as seguintes perguntas.

(a) Observando apenas os dados da tabela, o que essa amostra sugere?
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(b) Fixado um nivel de significancia a = 5%, verifique se o método de cultivo possui
um efeito significativo sob o peso médio das sementes de cevada. Defina as hipo-
teses (estatistica e cientifica), a estatistica de teste, a distribuigao da estatistica
de teste sob a hipdtese nula, a regra de decisdo e a conclusao (estatistica e em

termos do problema).

(¢) Fixado um nivel de confianga 1—a = 95%, construa um intervalo para a diferenga
esperado que o tipo de cultiva causa sobre o peso das sementes. Interprete o
intervalo estatisticamente e em termos do problema. Sua resposta é consistente

com a sua resposta para o item (b)? Por qué?

SOLUCAO:

(a) Com base na amostra observada, temos indicativos de que os graos que foram

expostos o segundo tipo de cultivo sdao, em média, mais pesados.

(b) « Hipbteses:
— Hy: 6 =0 (em média, nao hé diferenca entre os tipos de cultivos sob
o peso dos graos);
— Hy : 9 # 0 (em média, ha diferenga entre os tipos de cultivos sob o

peso dos graos).

o Estatistica de teste: Sob Hy: 0 =0,

r—bP=0
_Sd/\/ﬁ n—1,

com n = .

 Regra de decisao: Ao nivel de significancia o = 5%, rejeitamos a
hipé6tese nula Hy : 6 = 0 quando [t| > t. (t < —t. ou t > t.), em que ¢
é o valor observado da estatistica T' e t. € Ry é o valor critico tal que
P(|T| > t.|Hy) = 5%.

e Conclusao: Observada a amostra, temos t = —42 86. Ao nivel de
significAncia o = 5%, temos t, = 5,598. Logo, como t < —t,, rejeitamos
a hipotese nula Hy : 6 = 0. Em outras palavras, com base na amostra
observada, ao nivel de significAncia o = 5%, ha evidéncias de que tipo de

cultivo tem impacto no peso médio dos graos.
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(¢) Fixado o nivel de confianca de 1 — o = 95%,

— g4 td
1C(8,95%) = PiQ¢A

0,005
— l—0,6:t5,598 ! ]
= [~0,6+0,014]
= [-0,614; —0,586].

Com confianga de 95%, o intervalo [—0,614; —0,586] inclui a verdadeira dife-
renca média entre os pesos dos graos exposto a primeiro tipo de cultivo com os
pesos daqueles expostos ao segundo tipo de cultivo. Como IC(6,95%) % 0, a
amostra traz evidéncia que o tipo de cultivo afeta a o peso médio das sementes,
0 que é consistente com nossa resposta para o item (b). Além disso, como o
intervalo inclui apenas niimero negativos, ha evidéncias também que o segundo
tipo de cultivo leve a sementes mais pesadas do que aquelas expostas ao primeiro

tipo de cultivo.

Agora, se estivermos interessados em realizar mais de duas medic¢oes sob dois trata-
mentos, entao denotaremos por Xj; a i-ésima medicao feita sobre a unidade experimental
J sob o primeiro tratamento e Xs;; como sendo a i-ésimo medigao feita sobre a unidade
experimental j sob o segundo tratamento, sendo j =1,2,...,net=1,2,...,p. Observada

a amostra, podemos organizar os dados em tabela da seguinte maneira:

] ‘ Tratamento 1 Tratamento 2
Unidade j
T151 Tij2 o Tigp | 251 L2522 - T2gp
1 . :
2
n

Logo, a diferenca das medi¢oes entre dois tratamentos pode ser armazenada em um

vetor de R? da seguinte maneira

X — Xon
Djo . Xijo — Xojo
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Logo, dadas as observagoes dq,ds, ..., d, dos vetores aleatorios Dy, D5, ..., D, em
R? tal que D; ~ Normal,(d,3,), em que § € R? é o vetor de diferencas médias e
34 € Myy,(R) é a matriz de varidncias e covaridncias das diferengas, queremos testar
hipéteses:

e Hy:d =0 (em média, as medigoes sao as mesmas sob os dois tratamentos),
o Hj: 6 # 0 (em médias, pelo menos uma das medigoes é diferente sob os tratamentos).
Como, sob Hy : 6 =0,

(n—1)p
n—p

E

— T —
T*:=nD S;'D ~ D—ps
podemos utilizar a estatistica T2 para testar as hipéteses supramencionadas. Logo, ao
nivel de significAncia a = 5%, rejeitamos a hip6tese nula Hy : § = 0 quando t* > 2, em

que t? é o valor observado da estatistica T2 e t> € R, é o valor critico tal que

(n—1)p

12 =
C n_p

Jes
sendo f, € R, tal que P(F > f,) =a, com F' ~ F,,,_,,.
Fixado o nivel de confianga de 100 x (1 — «)%, podemos construir o elipsdide de

confianga para o vetor de diferencas médias é tal como faziamos no capitulo anteiror, i.e.,
RC(8,1—a)= {6 cRP: (d—8)'S;'(d~ ) <},

em que
2= (n— 1)pfc,

n—p
sendo f, € R, tal que P(F' > f,) = a, com F' ~ F,,,_,,.

Embora o elipsdide de confianca seja suficiente do ponto de vista teérico, sua utilidade
pratica diminui rapidamente quando p > 2. Em trés ou mais dimensoes, situacao comum
quando varias medigoes sao feitas em cada unidade experimental, a visualizagao direta
desse elipsoide torna-se impossivel e a interpretacao das conclusdes passa a ser abstrata
para o pesquisador. Por esse motivo, em aplicagoes com p > 3 recomenda-se substituir
a representacao geométrica pelo conjunto de intervalos de confianca simultaneos para
cada componente 0; = py; — po;, ¢ = 1,2,...,p. Fixado o nivel global de confianca
100 (1 — @)%, esses limites podem ser construidos como fizemos no capitulo anterior:

utilizando t-intervalos, T-intervalos e intervalos de Bonferroni:
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 Intervalos individuais ({-intervalos): Fixado o nivel de confianga de 100 x (1 —

)%,
1C(6;,1 —a) = [Ji +1, S} ,

n

em que t, € Ry tal que P(—t. <T <t.)=1—a,com T ~ ¢, ;.

« Intervalos simultineos (7?-intervalos): Fixado o nivel de confianga de 100 x

(1—a)%,
;o [n=Dp . [s5
dl:l: n_p fC TL] )

em que f. € R, tal que P(F' > f.) =a, com F ~ F,,_,.

o Intervalos de Bonferroni: Fixado o nivel de confianca de 100 x (1 — a)%),

[O<5“1_a> == {d_zj:tc Sii])
P n

e
em que t, € Ry tal que P(—t. < T <t.)=1——, com T ~t, ;.
p

Dessa forma cada componente é reportado em unidades familiares ao usuario, mantendo-
se o controle do erro global sem recorrer a figuras de dificil interpretacao. Vale lembrar
que os intervalos de Bonferroni constituem um equilibrio pratico entre precisao e confianga,
pois reduzem?se em relacio aos T?-intervalos ao mesmo tempo que mantém o controle do

erro global.

Exemplo 6.2: (Johnson e Wichern, 2014, p. 276, tradugio e grifo nosso)

Estagoes municipais de tratamento de esgoto precisam, por lei, monitorar rotinei-
ramente os efluentes lancados em rios e cérregos. A confiabilidade dos resultados de
um programa de automonitoramento levou a um estudo no qual amostras de efluente
foram divididas em duas aliquotas e enviadas a dois laboratérios. Metade de cada
amostra foi enviada ao Wisconsin State Laboratory of Hygiene e a outra metade
a um laboratério comercial usado regularmente no programa de monitoramento.
Obtiveram-se, para n = 11 amostras fracionadas, medig¢oes da demanda bioquimica
de oxigénio (BOD) e dos sélidos em suspensao (SS) nos dois laboratérios; os dados

estao na Tabela 5.3. Suponha que seja plausivel assumir a normalidade multivariada.
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Tabela 6.3. Dados de efluente: BOD e SS medidos por dois laboratorios em n = 11

amostras.
| Laboratério comercial | Laboratoério estadual de higiene
Amostra j
x1j1 (BOD) @152 (SS) | 2251 (BOD) Tajo (SS)
1 6 27 25 15
2 6 23 28 13
3 18 64 36 22
4 8 44 35 29
5 11 30 15 31
6 34 75 44 64
7 28 26 42 30
8 71 124 54 64
9 43 54 34 56
10 33 30 29 20
11 20 14 39 21

(a) Fixado um nivel de significAncia o = 5%, verifique se pelo menos uma das
medigoes realizadas nas amostras de agua apresenta um diferenca significativa

de laboratorio para laboratoério.

(b) Construa intervalos de Bonferroni com um nivel de confianga global de 1 — a =

95% e verifique se eles sdo consistentes com sua resposta para o item (a).
SOLUCAO:

(a) + Hipbteses:

— Hp : 8 = 0 (em média, ndo ha diferenga entre as medigoes quimicas
conduzida pelo laboraratério comercial com aquelas conduzidas pelo
laboratério estatal);

— Hy : 6 # 0 (em média, hé diferenga entre as medi¢oes quimicas
conduzida pelo laboraratorio comercial com aquelas conduzidas pelo

laboratoério estatal)

« Estatistica de teste: Sob Hy: 4 =0,

_ _ -1
T? .— nDTS;lD ~ quvn_p, comn=11ep=2.
n—p
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e Regra de decisao: Ao nivel de significAncia « = 5%, rejeitamos a hipotese
nula Hy : § = 0 quando t? > ¢2, em que t? é o valor observado da estatistica

T? e t2 € Ry é o valor critico tal que

(n—1)p

t2 =
C n_p

fC7

sendon=11,p=2e f. € Ry tal que P(F > f.) =, com F' ~ F,,,_,.

e Conclusao: Observada a amostra, temos ¢t = 13,6. Ao nivel de signifi-
cancia o = 5%, temos t2 = 9,47. Logo, como t* > 2, rejeitamos a hipGtese
nula Hy : 6 = 0. Em outras palavras, com base na amostra observada,
ao nivel de significincia o = 5%, ha evidéncias de que pelo menos uma
das analises quimicas realizadas pelo laboratério comercial sao diferentes

daquelas conduzidas pelo laboratério estatal.

(b) e Intervalo de Bonferroni para d;: Fixado um nivel de confianga global
de 95%, o intervalo de Bonferroni para diferenca média entre o nivel de
CO2 na agua medido pelo laboratério comercial e o nivel medido pelo

laboratério estatal é

1C(6,,97,5%) = [Jl . ‘iﬂ

199, 2
— |—-0,36 + 2,63,/ 0220
11
=[-9,36 & 11, 19]
= [1,83; 20,55].

Com 97,5% confianca, o intervalo [1,83; 20, 55] inclui a verdadeira dife-
renca média entre o nivel de CO2 na agua medido pelo laboratorio comercial
e o nivel medido pelo laboratério estatal. Como [1,83; 20,55] Z 0, con-
cluimos que hé evidéncias de diferencas significativas entre as medi¢oes

conduzidas pelos laboratorios.

o Intervalo de Bonferroni para d,: Fixado um nivel de confianca global de
95%, o intervalo de Bonferroni para diferenca média entre a quantidade de

solidos suspensos na dgua medido pelo laboratorio comercial e a quantidade
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medida pelo laboratério estatal é

[C(85,97,5%) = [d2 e /Sﬂ

418,61
_ 13,27 + 2,63, 150
11
= [13,27 £ 6,17]
= [7,10; 19,44].

Com 97,5% confianca, o intervalo [7,10; 19, 44] inclui a verdadeira dife-
renca média entre a quantidade de sélidos suspensos na dgua medido pelo
laboratério comercial e a quantidade medida pelo laboratorio estatal. Como
[7,10; 19,44] # 0, concluimos que ha evidéncias de diferengas significativas

entre as medicoes conduzidas pelos laboratoérios.

6.2 Delineamento de experimentos com medidas repeti-
das para comparar tratamentos

Em muitos contextos experimentais, especialmente nas areas da medicina, psicologia,
farmacologia, veterindria e ciéncias biolégicas, é comum que a mesma unidade experimental
seja submetida a diferentes tratamentos ao longo do tempo. Essa estrutura, conhecida
como delineamento com medidas repetidas, permite que cada unidade sirva de seu préprio
controle, reduzindo a variabilidade e aumentando o poder do teste estatistico. Do ponto
de vista estatistico, esse tipo de delineamento gera dados multivariados correlacionados,
nos quais queremos investigar se ha evidéncias de que as médias dos tratamentos diferem
significativamente. Ao longo desta se¢ao, desenvolveremos ferramentas para tratar esse
tipo de problema e aplicaremos os testes desenvolvidos a comparagao de quatro diferentes
combinacoes de tratamentos em caes, com base nas suas respostas fisiolégicas.

Considere um experimento com ¢ tratamentos e n unidades experimentais. Suponha
que cada unidade experimental receba todos os tratamentos ao longo do tempo, resultando
em uma observacao vetorial por unidade. Especificamente, denotamos por X; € R? a

observacao da j-ésima unidade experimental, para j = 1,2,...,n, em que
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X

j
com Xj; sendo a resposta da j-ésima unidade ao i-ésimo tratamento. Nosso objetivo é
testar se os tratamentos produzem respostas diferentes, ou seja, se as componentes do
vetor de médias p = E(X ;) sdo todas iguais.

Para formalizarmos melhor a hipotese estatistica de interesse, vale destacar que um
tratamento é definido como a combinacao especifica dos niveis de dois ou mais fatores, isto
é, variaveis categoricas que se acredita influenciarem a varidvel resposta. Cada fator pode
assumir diferentes niveis, e os tratamentos representam todas as possiveis combinagoes
entre esses niveis.

Por exemplo, considere um experimento agricola em que estamos interessados no efeito
da adubacao e da irrigagao sobre a produtividade de uma lavoura. Suponha que o fator
adubagao tenha dois niveis (orgénica e quimica) e o fator irrigagdo também tenha dois
niveis (baixa e alta). Os tratamentos possiveis sao entao:

o Adubagao organica com irrigacao baixa (tratamento 1);
o Adubagao organica com irrigagao alta (tratamento 2);
» Adubagdo quimica com irrigagao baixa (tratamento 3);
» Adubagao quimica com irrigagao alta (tratamento 4).

Cada uma dessas combinacoes constitui um tratamento distinto. O objetivo da analise
estatistica é verificar se hé diferencas significativas na resposta (neste caso, a produtividade
da lavoura) entre os diferentes tratamentos. Essa estrutura nos permite formular hipdteses
como: “Existe efeito da adubagao sobre a produtividade?”, “Existe efeito da irrigacao?”,
e “Ha interacao entre os fatores adubacao e irrigacao?”. Nesse caso, podemos testar
conjuntamente essas hipdteses definindo uma matriz C, denominada matriz de contraste,
da seguinte maneira

-1 -1 1 1

C=|1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

e escrevendo a hipdtese nula do teste como

HO : 0“2045

-
em que fb = |y fo p3 jia| , sendo p; a produtividade média das lavouras quando
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expostas ao tratamento i, i = 1,2,3,4. Todavia, o(a) pesquisador(a) poderia estar
interessado apenas em verificar o efeito da adubagao e da irrigacao sobre a produtividade.

Nesse caso, a matriz de contraste seria

-1 -1 1 1
C = .
1 1 -1 -1
Em outras, palavras as matrizes que contrastam combinagoes lineares entre as médias dos
tratamentos dependem das respostas que estamos interessados em responder conjuntamente.

Portanto, em geral, a hipotese nula genérica que envolve diferentes combinagoes dos efeitos

dos tratamentos postulado pode ser escrita da seguinte maneira
HO . C[J/ = Ok,

para uma matriz de contraste C' de ordem k X g, em que k é o nimero de contrastes sendo
testados conjuntamente. Com base nos vetores transformados C' X ;, é possivel calcular
a média CX e a matriz de covaridncia amostral CSC". O teste é entdo conduzido

utilizando a estatistica

T? = n(CX)T(CSCT)*l(CX),
que segue, sob Hy : Cp = 0y, uma distribuicao 72 de Hotelling, i.e.,

(n—1)k

T2 ~
n—=k

Fk,nfk-
Portanto, fixando um nivel de significancia a € (0,1), rejeitamos a hipdtese nula
Hy : Cp = 0y quando t* > t2, em que t* é o valor observado da estatistica T? e t? é o

valor critico tal que
2 (n—1)k 1.
c= T e
em que f. € R, tal que P(F > f.) = a, sendo F' ~ F .
Uma outra forma de avaliar a plausibilidade da hipotese Hy : C'u = 0y é verificar se o
elipsdide de (1 — a)) x 100% de confianca inclui o vetor nulo Oy, i.e., devemos verificar se

RC(Cpu,1 — a) > 0, em que
RC(Cp,1-a):={CpeR:n(CX - Cp)" (CSCT) (CX - Cp) <},

em que
o (n—1)k
c = n — k fC)

em que f. € Ry tal que P(F > f.) = a, sendo F' ~ Fj, .

Caso a hipdtese nula conjunta seja rejeitada, isto é, caso o teste baseado na matriz
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de contrastes aponte evidéncia de que pelo menos um dos efeitos (adubagao, irrigacao ou
interacgdo, no caso do exemplo anterior) tem influéncia significativa sobre a produtividade,
o préximo passo natural é investigar quais contrastes sdo responsaveis por essa rejeicao.
Para isso, uma abordagem adequada consiste na construcao de intervalos de confianga
simultaneos com correcao de Bonferroni. Essa técnica permite avaliar individualmente
cada contraste da matriz C' controlando o erro do tipo I de forma conservadora, mas
menos rigida do que abordagens globais. No contexto do nosso experimento, isso permite
responder perguntas praticas como: “A adubacao quimica aumenta significativamente a
produtividade em relagao a organica?”, “Aumentar a irrigacao tem efeito significativo?”
ou “O efeito da adubacao depende do nivel de irrigacao?”. O método de Bonferroni é
especialmente razoavel nesse cenario por oferecer um bom equilibrio entre precisdao (ao
manter intervalos relativamente estreitos) e confiabilidade (ao garantir um nivel global
de confianga pré-estabelecido). Assim, além de detectar a presenca de algum efeito,
conseguimos indicar com clareza quais fatores estdo de fato influenciando a variavel
resposta.

Fixado um nivel de confianca global de 1 — a, a € (0,1), o intervalo de Bonferroni

-
_ c, Sc;
cjx £t 1,

V' n

em que ¢; denota a i-ésima linha da matriz de contrastes C e t. € R, é tal que

a
P(—t. < T <t)=1-—, sendo T ~ t, ;. Os t-intervalos e os T*intervalos sao
p

.. T ,
para o i-ésimo contraste ¢; p é dado por

I T 1_0‘):
C(czu, ’

construidos de maneira analoga, apenas trocando o ponto critico, respectivamente, por

— 1)k
the (n/zf“ em que ti € Ry étal que P(—t; <T <t!)=1—a,sendo T ~ t, 1, e
n_

fe € Ry étal que P(F > f.) = «, sendo F' ~ Fj .

Exemplo 6.3: (Johnson e Wichern, 2014, p. 279, traducao e grifo nosso)

Melhorias em anestésicos frequentemente comegam a ser estudadas por meio de
experimentos em animais. Em um estudo, 19 caes foram inicialmente tratados com o
farmaco pentobarbital. Em seguida, administrou-se diéxido de carbono (CO3) em
dois niveis de pressao para cada cao. Posteriormente, administrou-se halotano (H),
e os mesmos dois niveis de pressao de COy foram reaplicados. A varidvel resposta
registrada foi o tempo (em milissegundos) entre batimentos cardiacos. Esse tempo
foi medido para os quatro tratamentos originados das combinagoes dos niveis
de pressao com os niveis da variavel que indica a administracao ou nao de halotano.

Esses tratamentos sao representados a seguir e a Tabela 6.4 apresenta as quatro
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medigoes para cada um dos 19 caes, em que
o Tratamento 1 = pressao alta de CO5 sem halotano;
o Tratamento 2 = pressao baixa de CO5 sem halotano;
o Tratamento 3 = pressao alta de COy com halotano;
o Tratamento 4 = pressao baixa de CO5 com halotano

Analisaremos os efeitos anestésicos da pressao de CO5 e do halotano a partir desse

delineamento com medidas repetidas.

Tabela 6.4. Tempo entre batimentos cardiacos (em milissegundos) para os 19 caes

sob os quatro tratamentos.

Cao Tratamento 1 Tratamento 2 Tratamento 3 Tratamento 4

1 426 609 556 600
2 253 236 392 395
3 359 433 349 357
4 432 431 022 600
d 405 426 513 513
6 324 438 207 539
7 310 312 410 456
8 326 326 350 504
9 375 447 247 548
10 286 286 403 422
11 349 382 473 497
12 429 410 488 047
13 348 377 447 514
14 412 473 472 446
15 347 326 455 468
16 434 458 637 524
17 364 367 432 469
18 420 395 508 531
19 397 256 645 625
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Presenca e a

Halotano

Auséncia e a

Baixa Alta
Pressao de CO»

(a) Fixado um nivel de significancia o = 5%, um pesquisador esté interessado em
avaliar se pelo menos um dentre trés contrastes a seguir possuem um efeito
significativo sobre o tempo entre batimentos cardiacos: (i) a administracao de
halotano, (i7) o nivel de pressao ou a interacao entre halotano e pressdo. Defina
as hipoteses estatisticas e cientifica, a estatistica de teste, a distribuicao da
estatistica sob a hipdtese nula, a regra de decisao e as conclusoes estatistica e

cientifica.

(b) Fixado um de confianca global de 1 —a = 95%, construa intervalos de Bonferroni
para avaliar qual(is) dentre os trés contrastes mencionados no item (a) possui

um efeito significativo sobre o tempo entre batimentos cardiacos.

SOLUCAO:
(a) Nesse caso, os contrastes sao:

« Contraste 1: avalia o efeito do halotano sobre o tempo médio entre
batimentos cardiacos, sem se importar com o nivel de pressao, o que

estatisticamente traduzimos como,
p+ plo = pi3 + pra = p + pio — pr3 — pra = 0.

« Contraste 2: avalia o efeito do nivel de pressao sobre o tempo médio entre
batimentos cardiacos, sem se importar com a administracao de halotano, o

que estatisticamente traduzimos como,
p+ ps = po + pa = pa — po + pg — fta = 0.

o Contraste 3: avalia o efeito do nivel de pressao sobre o tempo médio
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entre batimentos cardiacos, se importando com a administragao de ha-
lotano, equivalente, a avaliar o efeito do halotano sobre o tempo médio
entre batimentos cardiacos, se importando com o nivel de pressdo. Em
outras palavras, estamos avaliando a interagdo entre o nivel de pressao e

administracao de halotano, o que estatisticamente traduzimos como,

P — Ho = pig — fla = f1 — fi2 — p13 + g = 0.

« Hipoéteses:

— Hy : Cu = 03 (os contrastes considerados nao possuem efeito sobre o

tempo médio entre batimentos cardiacos dos caes),

— H; : Cu # 03 (pelo menos um dos contrastes considerados possuem

efeito sobre o tempo médio entre batimentos cardiacos dos caes).

« Estatistica de teste: Sob Hy: Cu = 03,

T? = n(CX) (CSCT) H(CX) ~ (7”;—_1k)k7

Fypn-rcomn=19e k= 3.
« Regra de decisao: Fixado o nivel de significancia a = 5%, rejeitamos
Hy : Cp = 03 quando t? > t2, em que t* é o valor observado da estatistica
T? e t? é o ponto critico tal que
»_ (n—1k

t:=——"—f, comn=19ek =3,
n—=k

em que f. € Ry tal que P(F > f.) sendo F' ~ Fj 4.

« Conclusao: Observada a amostra, temos t*> = 116, e ao nivel de signifi-
cancia a = 5%, temos t? = 10,94. Como t* > {2, rejeitamos a hipotese
Hy : Cp = 03 ao nivel de significancia de 5%. Em outras palavras, a
amostra traz evidéncias de que pelo menos um dos contrastes possui um
efeito significativo sobre o tempo médio entre batimentos cardiacos dos

caes.
(b) Fixado o nivel de confianca global de 95%, temos

c! Se,

n

IC (c1p,98,3%) = | ] @ + ¢, = [209, 31 + 73,70] = [135,61; 283,01].
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1S
IC (e]p,983%) = |ej @ 1, C2nc2 = [~60,05 & 54,70] = [—114,75; —5,35],
T — T~ c5 Ses
IC (cfp,98,3%) = |ej @ +t, | =[12.79£65,97) = [-53,18; 78.76].

O primeiro intervalo de confianga indica que ha um efeito do halotano. A
presenca de halotano aumenta o tempo entre batimentos cardiacos. Isso ocorre
em ambos os niveis de pressao de COs, uma vez que o contraste de interacao

entre halotano e pressao de CO,,

(1 + pa) = (p2 — p13),

nao ¢ significativamente diferente de zero (ver o terceiro intervalo de confianga).
O segundo intervalo de confianca indica que ha um efeito devido a pressao
de COs: a menor pressao de COy produz maiores intervalos entre batimentos

cardiacos.

Alguma cautela deve ser adotada na interpretacao desses resultados, pois os testes
com halotano foram conduzidos apds os testes sem halotano. O aparente efeito
do halotano pode ser consequéncia de uma tendéncia temporal. (Idealmente, a

ordem dos tratamentos deveria ser completamente aleatoria.)

6.3 Analise de variancia multivariada com um udnico
fator

Em diversas situagoes praticas, estamos interessados em estudar o efeito de um fator
qualitativo sobre mais de uma variavel resposta quantitativa. Embora a anélise de variancia
(ANOVA, do inglés Variance Analysis) permita avaliar esse efeito quando ha apenas uma
variavel resposta, sua aplicacao isolada pode ser limitada diante da natureza multivariada
de muitos problemas. Nesses casos, a anélise de varidncia multivariada (MANOVA, do
inglés Multivariate Variance Analysis) surge como uma extensao natural, possibilitando
a consideracao simultanea de multiplas respostas e permitindo explorar nao apenas as
diferencas médias entre grupos, mas também as possiveis correlagoes entre as variaveis.

Iniciamos esta sec¢ao revisando como conduzir uma ANOVA univariada.
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No caso univariado, assumimos que Xy, Xy, ..., Xy, ¢ uma amostra aleatéria prove-
niente de uma populagao Normal(u,, 02), com £ =1,2,..., g, e que as amostras aleatérias
sao independentes entre si. Embora a hipdtese nula de igualdade entre as médias pudesse
ser formulada como Hy : 1y = ptg = - -+ = [ig, € cOMUIM eXpressarmos jiy COmo a soma
de um componente médio geral, como u, e de um componente associado a populagao
especifica. Por exemplo, podemos escrever py = u + (pg — f1) ou py = p + 74, em que
Te = He — M

Populagoes geralmente correspondem a diferentes conjuntos de condigoes experimentais.
Assim, é conveniente investigar os desvios 7y associados a (-ésima populagao (ou tratamento,

ou grupo). A reparametrizacao

He N ¢
~—~ ~—
média da populacdo ¢ média geral  efeito do tratamento ¢

leva a uma reformulagao da hipotese de igualdade entre as médias. A hipotese nula torna-se
Hy:mi=m=-=7,=0.

A varidvel resposta X,;, com distribui¢do Normal(u + 14, 02), pode, portanto, ser expressa

na forma
Xy = p + 7 + ey
~—~ ) ~~ ~—~
resposta média geral efeito do tratamento erro aleatério

em que os € sao varidveis aleatorias independentes com distribui¢io Normal(0, 0?). Para
definir de forma tnica os pardmetros do modelo e suas estimativas de minimos quadrados

(modelo identificivel), é comum impor a restrigdo

g
ZT@ = 0.
=1

Motivada pela decomposi¢ao anterior, a analise de variancia se baseia em uma decom-

posicao analoga das observagoes:

Ty = L + (7, — ) + (245 — T0),
édi 1d 5
observagio ~ Mmedia geral da amostra  ofeito estimado do tratamento residuo

em que Z é uma estimativa de p, 7y = (Z, — &) é uma estimativa de 74, e (2, — Z¢) € uma

estimativa do erro ¢;.

6.3. ANALISE DE VARIANCIA MULTIVARIADA COM UM UNICO FATOR




Exemplo 6.4

No ano de 2022, na cidade de Violeta do Sul foi conduzida uma pesquisa, cujo
objetivo era investigar se o tipo de exercicio fisico (sendentério, leve, pesado) possuia
efeito significativo sobre a pressao arterial sistdlica (PAS) nos adultos dessa cidade. O
cadastro da cidade continha os dados pessoais de 1.000 adultos, dos quais foi coletada
uma amostra de 30 adultos para participar da pesquisa. A amostra observada é dada
na Tabela 6.5.

Tabela 6.5. Pressao arterial sistélica (PAS) de acordo com o tipo de exercicio fisico

(sedentario, leve e pesado) aferida em 30 adultos da cidade de Violeta do Sul.

Grupo PAS (mmHg)

Sedentério 135, 138, 132, 140, 137, 136, 133, 139, 134, 138
Exercicio leve 130, 128, 129, 132, 131, 127, 130, 129, 131, 128
Exercicio pesado 122, 120, 118, 121, 123, 119, 117, 120, 118, 122

(a) Construa bozplots da pressao arterial sistdlica (PAS) em cada um dos grupos

definidos pelos tipos de exercicio fisico (sedentério, leve e pesado). Interprete-os.
(b) Construa uma tabela ANOVA.

(¢) Fixado um nivel de significAncia o = 1%, verifique se hd uma diferenca signi-
ficativa da pressao média entre os grupos. Define as hipoteses estatisticas e
cientificas, a estatistica de teste, a distribuicao da estatistica de teste sob a
hipétese nula, a regra de decisao e as conclusoes estatisticas e em termos do

problema.

(d) Sua conclusao para o item (c) é compativel com os indicios obtidos no item (a)?

Por qué?

SOLUCAO:

(a) Com base nos bozxplots, temos um indicativo de que a pressao arterial sist6lica
média em cada um dos grupos ¢ diferente, sendo maior no grupo dos sedentarios
e menor no grupo dos individuos que praticam exercicios pesados. A amostra

sugere, portanto, que o tipo de exercicio influencia a pressao arterial sistolica.
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(b) A tabela de analise de varidncia (ANOVA) é dada por

FV g.l SQ QM  Estatistica F
M
Entre os grupos g—1 SQp QMg F= QMg
QMp

Dentro dos grupos n—g SQp QMp

Total n—1

Figura 6.1. Boxplots da pressao arterial sistolica (PAS) de acordo com o tipo

de exercicio fisico (sedentdrio, leve e pesado) aferida em 30 adultos da cidade
de Violeta do Sul.

em que F'V é uma abreviacao para fonte de variacao, g.l ¢ uma abreviagdo para
graus de liberdade, S@) é uma abreviacao para soma dos quadrados e QM é
uma abreviagao para a média da soma dos quadrados. Sao duas as somas dos

quadrados:
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e Soma dos quadrados entre os grupos:
g
SQp =Y n(Te — T)%
=1
e Soma dos quadrados dentro dos grupos:

g ny
SQp =33 (- )",

=1 j=1

consequentemente, temos dois QMs:

e« Média da soma dos quadrados entre os grupos:

1 & SQg
Q E g_1£§:1n€(l’€ :L‘) g— 1’

e« Média da soma dos quadrados dentro dos grupos:

1 ii(xﬁj_iff: SQD

QMD =
n=9=j=1 n—g

Observada a amostra, a tabela ¢ ANOVA é dada por

FV g.l SQ QM Estatistica F

Entre os grupos 2 1.325,3 662,6 f=3,18x10"1
Dentro dos grupos 27 122,1 4,5

Total 29

(¢) e« Hipbteses:

— Hy : pp = pe = pg (a pressdao arterial sistélica média é a mesma
para os trés grupos considerados na analise: individuos sedentarios,
individuos que praticam exercicios leves e individuos que praticam
exercicios pesados);

— H : algum p; é diferente dos demais (a pressao arterial sistélica média
de pelo menos um dos trés grupos considerados na andlise é diferente

das demais).

Como discutido, essas hipoteses sao equivalentes as seguintes hipoteses:

6.3. ANALISE DE VARIANCIA MULTIVARIADA COM UM UNICO FATOR



Exemplo 6.4

— Hy : 71 = ™ = 1 = 0 (os tipos de exercicios (sedentario, leve ou
0 3 )

pesado) nao possuem efeito sobre a pressao arterial sistélica esperada);

— H; : algum 7; é diferente dos demais (pelo menos um dos tipos de

exercicios (sedentério, leve ou pesado) possui efeito sobre a pressao

arterial sistélica esperada).

« Estatistica de teste: Sob a hipdtese nula Hy : 1 = ps = pg (equivalen-

temente, Hy : 71 = 75 = 73 = 0), temos

_ QMg

T? =
QMp

~Fy ipng, comn=30eg=23.

e Regra de decisao: Ao nivel de significAncia o = 1%, rejeitamos a hipotese
nula Hy : u1 = pe = pg (equivalentemente, Hy : 71 = 75 = 73 = 0) quando
f > f., em que f é o valor observado da estatistica F' e f. € R, é o valor
critico tal que P(F > f.) = 0,01, sendo F' ~ F; 7.

« Conclusao: Observada a amostra, f = 3,18 x 10715, Fixado o nivel de
significAncia oo = 1%, temos f, = 5,48. Como f > f., ao nivel de signifi-
cancia de 1%, rejeitamos a hipdtese Hy : 1 = po = p3 (equivalentemente,
Hy: 1 =1 =13 =0). Em outras palavras, ao nivel de significincia de
1%, a amostra observada traz evidéncias de que ao menos um dos grupos
possui pressao sistolica arterial média diferente dos demais, i.e., a0 menos
um dos tipos de exercicio fisico exerce efeito significativo sobre a pressao

média.

(d) As conclusdes obtidas no item (c) sdo consistentes com os indicios fornecidos
pelos boxplots do item (a). No primeiro caso, concluimos que hé evidéncias de
que pelo menos um dos grupos possui uma pressao sistolica arterial (PAS) média
diferente dos demais e a andlise descritiva sugere que individuos sedentarios
possuem a maior PAS média, enquanto o grupo de individuos que pratica
exercicios pesados possui a menor PAS média. Em suma, os métodos estatisticos
utilizados corroboram para o fato de que o tipo de exercicio afeta a pressao

sistolica arterial.

Na MANOVA, podemos realizar uma reparametrizacdo analoga a feita na ANOVA,
mas agora considerando simultaneamente mais de uma variavel resposta, o que permite

estudar o efeito do fator sobre o vetor e médias populacionais.
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Frequentemente, é necessario comparar mais do que duas populagoes. Amostras

aleatérias, coletadas de cada uma das g populagoes, sdo organizadas da seguinte forma:

Populacao 1: X1, Xq9,..., X1,
Popula(;éo 2: X21,X22,...,X2n2,

Populagao g: X1, Xgo,..., X

) <X gng

em que X; ¢ um vetor aleatério de R? que representa p respostas da unidade experimental
j ao tratamento ¢, £ =1,2,....gej=1,2,... ny.

A MANOVA ¢ utilizada inicialmente para investigar se os vetores de médias popula-
cionais sao iguais e, caso nao sejam, quais componentes dessas médias diferem significa-
tivamente. As suposic¢oes sobre a estrutura dos dados para MANOVA de um fator sao
analogas ao caso univariado:

1. Xo, X, .., X, ¢ uma amostra aleatéria de tamanho n, de uma populacao com

média p,, para £ =1,2,...,g. As amostras aleatérias provenientes de populagoes

diferentes sao independentes entre si;
2. Todas as populagoes possuem uma mesma matriz de covariancia 3:;
3. Cada populagao é normalmente distribuida de forma multivariada (p-variada).

A condicao 3 pode ser relaxada com base no teorema central do limite multivariado,
quando os tamanhos amostrais n, forem grandes.

Generalizando o modelo desenvolvido para ANOVA univariada, no caso da MANOVA,
temos

Xyj=p+7itey j=12,....np e (=12,...,9

em que os termos €y; sao variaveis aleatorias independentes com distribui¢do Normal,(0,, X).
Aqui, o vetor de pardmetros p representa o nivel médio geral e 7, representa o efeito do

(-ésimo tratamento sobre a resposta esperada, com a restri¢ao

g
Z T = 0p,
=1

para tornar o modelo identificavel. De acordo com esse modelo, cada componente do
vetor observado X, satisfaz o modelo univariado correspondente. Os erros associados aos
componentes de X ; sao correlacionados, mas a matriz de covariancia X ¢ a mesma para

todas as populacoes.
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Um vetor de observagdes pode ser decomposto conforme sugerido pelo modelo. Assim,

Ty = x + (xy — ) + (g — )
édi 1d
observacéo media geral da amostra  ofeito estimado do tratamento 74 residuo €g;

A decomposicao acima leva ao andlogo multivariado da decomposicao da soma dos qua-

drados observada no caso univariado. Primeiramente, notamos que o produto
- AT
(e — ) (@ — @)
pode ser reescrito como

(g —Z)(xe; — )" = [(Tgj — o) + (& — T)][(w0; — Te) + (T — )]
= (Tgj — o) (@ — &) + (T — T) (T — )"

+ (g — &) (g — @)+ (20, — ) (Tf — )"

A soma sobre j das duas expressoes intermediarias resulta na matriz nula, pois

e

Z(mgj — 535) = 0

J=1
Assim, somando os produtos cruzados sobre os indices ¢ e j, obtemos:

9 m g g
. T AN AT - —\T
Y (wy—x)(y—x) =Y (@ —x) (@ —x) + D (T — @) (20 — )
(=1 j=1 =1 (=1j=1
Agora, as somas de quadrados sdo matrizes de ordem p x p. Denotamos por T a
matriz da soma de quadrados e termos cruzados totais, F a matriz da soma de quadrados
e termos cruzados entre tratamentos e por D a matriz da soma de quadrados e termos

cruzados dentro dos tratamentos, i.e.,

n

~

(xej — Z) (@ — )T,

N
I
M=

~
Il

-
<
Il

_

ne(xy — z)(xy — )",

S|
I
I
3

0
(To; — &) (e — ) "

>
I
M

T
I
<
i
I\

Assim, T = FE + D.

De forma analoga ao caso univariado, a hipétese de auséncia de efeitos de tratamento

Hol’Tl:TQ:"':Tg:Op
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¢ testada a partir da comparagao entre os tamanhos relativos das somas (e produtos
cruzados) entre e dentro dos grupos. Alternativamente, pode-se considerar o tamanho
relativo das somas total e dentro de quadrados e produtos cruzados. Para motivar
essa maneira alternativa. Lembremos que na ANOVA univariada, rejeitamos H, para
valores grandes de QMpg/QMp, o que é equivalente a rejeitar Hy para valores grandes de
SQr/SQp ou valores grandes de 1 + SQg/SQp. Alternativamente, rejeitamos Hy para

valores pequenos de
1 _ SQp _ SCp
14+ 5Qp/SQp  SQp+SQr  SQr

No caso da andlise de variancia multivariada, precisamos resumir as informagoes contidas

nas matrizes T', D e E para construir a estatistica de teste. Para isso, vamos considerar a

variabilidade generlizada de cada uma dessas matrizes, i.e., seus determinantes. Portanto,

rejeitamos a hipotese Ho: py = py = -+ = (equivalentemente, Hy: 71 = 19 = -+ =
T, =0,) quando
Dl ID]
T| |D+ E]|

for pequeno. Essa estatistica é denominada estatistica de Wilks e sua distribui¢do pode ser
derivada a partir dos casos especiais listados na tabela a seguir.
Tabela 6.6. Distribuicao da estatistica de Wilks A*.

P g Distribuicao
p=1 ¢g>2 <Z:i]> <1X*A*> e
p=2 g=2 (n ;f; O ?/AKA_ ~ Fag-1), 2(n-g-1)
oo (2 (5
p>1 g= (n_§_2> (1?//%/\_) ~ Fop, o(n—p-2)

Em todo caso, para os fins dessas notas de aulas, vamos contar com o auxilio do
software R em problemas que envolvem MANOVA de um fator, a funcao que descrevemos
no codigo a seguir faz uso de um modificacao da estatistica de Wilks A* que deve-se a
Bartlett (ver slides).

Listing 6.1: Codigo
# Ajuste do modelo MANOVA
modelo <- manova(cbind(Y1l, Y2) ~ grupo, data = dados)
# Resultado utilizando a modificacgdo de Barlett para estatistica
de Wilks

summary (modelo, test = "Wilks")
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Exemplo 6.5

Considere o mesmo problema do Exemplo 6.4, mas considere além da pressao

arterial sistélica (PAS), a varidvel resposta frequéncia cardiaca em repouso (FRC). A

amostra observada nos 30 adultos de Violeta do Sul é dada na tabela a seguir.

Tabela 6.7. Pressao arterial sistélica (PAS) e frequéncia cardiaca em repouso (FR)

de acordo com o tipo de exercicio fisico (sedentério, leve e pesado) aferida em 30
adultos da cidade de Violeta do Sul.

Grupo

PAS (mmHg)

FCR (bpm)

Sedentério

135, 138, 132, 140, 137, 136, 133, 139,
134, 138

91, 88, 90, 92, 87, 89, 86, 93, 88, 90

Exercicio leve

130, 128, 129, 132, 131, 127, 130, 129,
131, 128

78, 76, 75, 74, 77, 79, 76, 75, 78, 76

Exercicio pesado

122, 120, 118, 121, 123, 119, 117, 120,
118, 122

64, 62, 60, 63, 61, 59, 62, 60, 61, 63

(a) Construa bozplots da pressao arterial sistélica (PAS) e frequéncia cardiaca em

repouso (FRC) em cada um dos grupos definidos pelos tipos de exercicio fisico

(sedentdrio, leve e pesado). Interprete-os.

(b) Fixado um nivel de significAncia o = 1%, verifique se hd uma diferenca signi-
ficativa do vetor de médias entre os grupos. Define as hipéteses estatisticas
e cientificas, a estatistica de teste, a distribuicao da estatistica de teste sob a

hipétese nula, a regra de decisao e as conclusoes estatisticas e em termos do

problema.

(¢) Sua conclusdo para o item (b) é compativel com os indicios obtidos no item (a)?

Por qué?

SOLUCAO:

(a)

média e a frequéncia cardiaca em repouso em cada um dos grupos é diferente,
sendo maior no grupo dos sedentarios e menor no grupo dos individuos que

praticam exercicios pesados. A amostra sugere, portanto, que o tipo de exercicio

Com base nos bozplots, temos um indicativo de que a pressao arterial sistélica

influencia a pressao arterial sistdlica e a frequéncia cardiaca em repouso.
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Figura 6.2. Boxplots da pressao arterial sistolica (PAS) de acordo com o tipo
de exercicio fisico (sedentério, leve e pesado) aferida em 30 adultos da cidade
de Violeta do Sul.

(b) « Hipbteses:

— Hy : py = py = ps (0 vetor das médias das medidas fisioldgicas em
pauta (PAS e FRC) é a mesma para os trés grupos considerados na
analise: individuos sedentarios, individuos que praticam exercicios
leves e individuos que praticam exercicios pesados);

— Hp : algum p; é diferente dos demais (o vetor de médias de pelo
menos um dos trés grupos considerados na analise ¢ diferente das
demais).

Como discutido, essas hipdteses sao equivalentes as seguintes hipoteses:

— Hy : 71 = 79 = 73 = 0 (os tipos de exercicios (sedentério, leve
ou pesado) nao possuem efeito sobre o vetor de medidas fisiol6gicas
esperado);

— H : algum 7; é diferente dos demais (pelo menos um dos tipos de

exercicios (sedentério, leve ou pesado) possui efeito sobre o vetor de

medidas fisiologicas esperado).
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« Estatistica de teste: Sob a hipdtese nula Hy : g, = py = pg (equivalen-

temente, Hy : 71 = T2 = 73 = 0), temos

_|D| __|D|

A* =
T| |[D+E]|

tem distribuicao de Wilkis tal como dada na Tabela 6.6.

e Regra de decisao: Utilizando a modificacao de Barlett, para ficar consis-
tente com os resultados do R, ao nivel de significAncia o = 1%, rejeitamos
a hipétese nula Hy : py = p, = pg (equivalentemente, Hy : 71 = 79 =
73 = 0) quando foppror. > fe, €em que fx. ¢ 0 valor observado da esta-
tistica Fx. (ver slides para detalhes) e f. € R, é o valor critico tal que
P(Fopproz. > fo) = 0,01, sendo Fippron. ~ Fiso.

o Conclusao: Observada a amostra, f = 77.226. Fixado o nivel de signi-
ficAncia o = 1%, temos f, = 3,7. Como f > f., ao nivel de significAncia
de 1%, rejeitamos a hipdtese Hy : p; = p, = ps (equivalentemente,
Hy: 1 =79 =73 =0). Em outras palavras, ao nivel de significincia de
1%, a amostra observada traz evidéncias de que ao menos um dos grupos
possui vetor de medidas fisiol6ficas (FCR e PAS) diferente dos demais, i.e.,
ao menos um dos tipos de exercicio fisico exerce efeito significativo sobre

a as medidas fisiologicas esperadas.

Embora tenhamos abordado nestas notas apenas a situacdo com um unico fator, é
possivel conduzir a MANOVA com dois ou mais fatores. Essa extensao permite investigar
efeitos principais e possiveis interacoes entre fatores sobre multiplas variaveis respostas.
Por exemplo, seria possivel estudar, simultaneamente, o impacto do tipo de exercicio
fisico e da dieta alimentar sobre indicadores fisiolégicos como pressao arterial e frequéncia
cardiaca. No entanto, andlises com mais de um fator exigem estruturas matriciais e

interpretacoes adicionais, que nao serao tratadas neste material.

6.4 Analise de perfis

A anélise de perfis é adequada para situagoes em que um conjunto de p tratamentos
(testes, questiondrios etc.) é aplicado a dois ou mais grupos de individuos, sendo que
todas as respostas devem ser expressas na mesma unidade. Além disso, assume-se que as

respostas entre os grupos sao independentes. Normalmente, deseja-se saber se os vetores
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de médias populacionais sao iguais. Na andlise de perfis, essa questao ¢é dividida em
possibilidades mais especificas.
Consid 1 edi lacionais p; = tand
onsidere, por exemplo, as médias populacionais g, 11, b1, 13, [14] Tepresentando
as médias das respostas para quatro tratamentos no grupo 1. A conexao dessas médias

por segmentos de reta define o perfil da populacao 1.

Resposta média

Hi14

M2
H13

K11

Tratamento

Figura 6.3. O perfil de uma populacao exposta a 4 tratamentos.
Perfis podem ser construidos para cada grupo populacional. Suponha dois grupos, com:
ulT = [p1, paz, - -5 p1p] € MQT = [po1, poa, - - -, Hap)

sendo os vetores médios de respostas para os p tratamentos nos grupos 1 e 2. A hipotese
Hy: py = py implica que os tratamentos tém o mesmo efeito (médio) nos dois grupos.

Essa igualdade pode ser verificada de forma sequencial:

1. Os perfis sao paralelos? O que é equivalente a testar a hipdtese

Hop:pag — paio1 = plog — ploi—1, ©=2,3,...,p.

A palavra paralelo vem do fato que dois perfis sdo paralelos quando os coeficientes

angulares das retas que conectam os tratamentos sao iguais, i.e., % =
% para todo i = 1,2,3,...,p.

2. Supondo perfis paralelos, eles coincidem? O que é equivalente a testar a hipdtese

Equivalentemente:

HOQI,LLM:/LQZ', 221,2,,]?

3. Supondo perfis coincidentes, eles sao planos? Ou seja, todas as médias sdo iguais a

uma mesma constante? O que é equivalente a testar a hipdtese

Hoz: pi1n = pig =+ -+ = pap = flo1 = -+ = Hzp.
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Para encontrarmos a distribuicdo das estatisticas de testes para cada um dos trés
problemas definidos anteriormente, precisamos de um resultado, o qual enunciamos e

provamos a seguir.
Resultado 6.1

Seja X 11, X12,...,X1,, uma amostra aleatéria de tamanho n; proveniente de
uma distribui¢do Normal, (g, X), e seja X1, X9, ..., X9, uma amostra aleatéria
independente de tamanho ny proveniente de uma distribuicdo Normal,(p,, 3). Entao

a estatistica

_ _ 1 1 -1 _ _
T2 = [Xl — X2 — (l’l‘l — [,LQ)]T |:( + ) Scomb.:| [Xl - X2 - (l’l‘l - “2)]
ny N2
possui distribuicao
(n1 +ny —2)p
ny + ny — p— 1 p,n1+ng2—p—1;

em que
(n1 — 1)81 -+ (ng — 1)82
ny+no — 2

Scomb. -

¢ uma estimativa da matriz de variancias e covariancias de X; — X.

DEMONSTRACAO: Note que

I 1
Xi—Xo=—> Xiy——> Xy
= "2 ;=5

segue a distribuicao

1 1
Normal, (ul — Mo, (nl + 7’L2> E)

Além disso, sabemos que
(nl — 1)51 ~ Wp(’fll — 1, 2) (§] (77,2 — 1)52 ~ Wp(n2 — 1, E),
e como as amostras sao independentes, as matrizes S; e Sy também sao independentes.

Assim, temos

(n1 — 1)51 -+ (TLQ — 1)52 1
Scom = ~ W, - 272
b. 7’L1+7’LQ—2 TL1+TL2—2 p(n1+n2 )

Portanto,
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Resultado 6.1

T = <ni1 + n%)_l (Xl - X5 — (1 —N2)>Tsc_olmb. <X1 - X5 — (1 —N2))

segue uma distribuicao T2 de Hotteling tal que

p(ny +ng — 2)
ni+ng —p— 1 p,n1+ng—p—1-

Isso é verdade, pois escrevemos T2 da seguinte maneira

Wishart, (ny + ny — 2
ny + no — 2

s\ !
T? = Normal,(0,, 2)T< ) ) Normal,(0,, X)

Para testar a hipotese de paralelismo, podemos reescrever a hipotese nula postulada

anteriormente,

Hop : png — o1 = pog — poi—1, ©=1,2,...,p,

da seguinte maneira
Hor: Cpy = Cpy < Hoy: Cpy — po) = 0y,

em que C € M,,,(R) é tal que

-1 1 0 - 0 O

o -1 1 - 0 O
C = )

0O o0 0 - -1 1

Sob Hyy : C(py — py) = 0y, sabemos pelo Resultado 6.1 que

1
(i + i) csmmb,CT] C(X, - X,)

ny %)

T2 == (Xl - XQ)TCT

e ( —2)(p—1)
possui distribuigio tn2=2r

ni+n2—p
Logo, fixado um nivel de significincia o € (0, 1), rejeitamos Hoyy : C(py — py) = 0,

Fp—l,nl +n2—p-

(isto é, perfis paralelos) quando t* > t2, em que t? é o valor observado da estatistica T2 e

t2 é o valor critico tal que
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(n1+ny—2)(p—1)
niy+mne —p

2=

C

Je

sendo f, € R, tal que P(F > f,.) = a, com F ~ F,_1 1, 4ny—p-

Quando os perfis sdo paralelos, podemos ter py; > g ou py; < o; qualquer que seja
o tratamento 7. Dessa forma, uma vez paralelos, os perfis serdo coincidentes quando
i1; — po; = 0 para todo 7. Logo, podemos reescrever a hipotese de coincidéncia postulada

outrora, Hys : pt1; = poi, ¢ = 1,2,...,p, da seguinte maneira

Hog = (pny = pa1) + -+ + (pap — pizp) = 06 Hog 1 (py = o) = Op-

Sob Hyy : 17 (g — py) = 0, sabemos do Resultado 6.1, que

2 Y v \7 1 Ly T T % *
T° = (Xl - XQ) 1 |:< + ) 1 Spooled1:| 1 (Xl - X2> ~ Fl,n1+n272
ny N2

Logo, fixado um nivel de significAncia o € (0, 1), rejeitamos Hog : 17 (pq — py) = 0,
(isto é, perfis coincidentes) quando * > f., em que t? é o valor observado da estatistica T
e f. é o valor critico tal que P(F > f.) = o, sendo F ~ F} ,, 4n,—2.

Para grupos com perfis coincidentes, podemos nos perguntar se i1, 12, .., L1y, €
o1, T2, . . . , Tap, foram coletados de uma populagao normal p-variada com o mesmo vetor
de médias (nesse caso, a populagdo seria a mesma em termos de distribuicao, ja que ambos
os grupos possuem, por hipétese, a mesma matriz de varincias e covariancias), i.e., se 0s
dois grupos possuem perfis que coincidem em um mesmo nivel.

Quando Hy; e Hyy sao plausiveis, a hipotese Hog : 11 = ftig = -+ = flip = flo1 = -+ =

ft2p pode ser reescrita da seguinte maneira

Hog :piy = pg =+ =, < Hoz : Cpp = 0y,
T
em que p = |y; --- up} e C € M,,(R) tal que
-1 1 0 0 O
0 -1 1 0 O
C —
0 0 0 -1 1

Sob H03 : C[J/ = Op,

nl—i-ng—p—l—l

T? = (ny +ny) XCT [CSCT1 cx ~ !

p—1l,ni+na—p+1
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Logo, fixado um nivel de significancia a € (0,1), rejeitamos Hyz : Cp = 0, (isto é,
perfis coincidentes com mesmo nivel) quando > > t2, em que ¢ é o valor observado da

estatistica T e t2 ¢ o valor critico tal que

(n1+mny—1)(p—1)
n1+n2—p+1

2 =

C

Je

sendo f. € R, tal que P(F > f,) = a, com F' ~ F,_1 »,4ny—pti-

Exemplo 6.6: Johnson e Wichern, 2014, p. 325, traducao e grifo nosso

Como parte de um estudo mais amplo sobre amor e casamento, a socidloga
E. Hatfield entrevistou adultos a respeito de suas “contribuicoes” e “resultados” no
casamento, bem como de seus niveis de amor “passional” e “companheiro”. Homens e
mulheres recém-casados foram convidados a responder as seguintes questoes, utilizando

a escala de 8 pontos ilustrada a seguir:

Extremamente negativa
Muito negativa
Moderadamente negativa
Ligeiramente negativa
Ligeiramente positiva
Moderadamente positiva

Muito positiva

0 ~1 O R W N

Extremamente positiva
1. Considerando tudo, como vocé descreveria suas contribuicoes para o casamento?

2. Considerando tudo, como vocé descreveria seus resultados obtidos do casamento?

Os participantes também responderam as seguintes questoes, utilizando a escala de

5 pontos exibida abaixo:
3. Qual é o nivel de amor passional que vocé sente pelo(a) seu(ua) parceiro(a)?
4. Qual é o nivel de amor companheiro que vocé sente pelo(a) seu(ua) parceiro(a)?

Nenhum Muito pouco Algum Consideravel Enorme

1 2 3 4 )
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(a) Construa o gréfico de perfis e interprete-o.
(b) Fixado um nivel de significAncia o = 5%, conduza uma andlise de perfis.
SOLUCAO:

(a) Com base no grafico de perfis, temos um indicativo de que os perfis sdo coinci-
dentes. Observamos ligeiras diferencas entre as respostas médias as questoes. O

quao significante sao esses desvios é o que testamos no préximo item.

Resposta média amostral z,;

Quetoes

1 2 3 4

—— X Homens - «- o Mulheres

Figura 6.4. Perfis das repostas dos homens e das mulheres recém-casados.

(b) (2) Paralelismo.
« Hipdteses:
— Hop : C(py — py) = 04 (0s perfis sdo paralelos);
— Hyy: C(py — py) # 04 (0s perfis ndo sao paralelos).
» Estatistica de teste: Sob Hy : C(p; — py) = Oy,

—1
T2 — (X, — X,)'C" [(i + i) CSewmC'| C(X,— X))

ny na

| —2)(p—1 _ _
possui distribuicao 12 )p )Fp_l,nﬁm_p, com n; = ny = 30 e

ni+n2—p

p = 4.
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e Regra de decisao: Fixado um nivel de significincia o = 5%, rejeita-

mos Hy; : C(p, — py) = 04 (isto é, perfis paralelos) quando t* > 2,
em que t? é o valor observado da estatistica T2 e t? ¢ o valor critico

tal que

58 X 3
2= .
¢ 56 J
sendo f. € R, tal que P(F > f,.) = a, com F ~ Fj 5.
Conclusao: Observada a amostra, temos t*> = 1,005. Fixado o
2 nao

nivel de significAncia a = 5%, temos ¢ = 8,7. Como t* < t2

rejeitamos a hipotese Hyy : C(p; — po) = 04. Em outras palavras, os
dados amostrais nao fornecem evidéncias suficientes para rejeitarmos
a hipdtese de que os perfis médios de resposta de homens e mulheres
sejam paralelos. Esse conclusao é consistente com a anélise que fizemos
da Figura 6.4.

(17) Coincidéncia.

« Hipoteses:

— Hoy : 17 (py — py) = 0 (os perfis sdo coincidentes);
— Hyp: 17 (g — py) # 0 (o0s perfis ndo sdo coincidentes).

« Estatistica de teste: Sob Hyy : 17 (py — py) = 0,

1= (% %) (L D) s ] 1 (X X)
1 N2

possui distribuicao Fj ,,4n,—2, em que n; = ng = 30 e p = 4.

Regra de decisao: Fixado um nivel de significAncia o = 5%, rejei-
tamos Hoe : 17 (py — py) = 0, (isto é, perfis coincidentes) quando
t2 > f,, em que t? é o valor observado da estatistica T2 e f. é o valor
critico tal que P(F' > f.) = «, sendo F' ~ F} ss.

Conclusao: Observada a amostra, temos t> = 0,501. Fixado o
nivel de significAncia o = 5%, temos 2 = 4. Como t* < 2, nao
rejeitamos a hipdtese Hoy : 17 (p; — p,) = 0. Em outras palavras, os
dados amostrais nao fornecem evidéncias suficientes para rejeitarmos
a hipdtese de que os perfis médios de resposta de homens e mulheres
sejam coincidentes. Esse conclusao também é consistente com a anélise

que fizemos da Figura 6.4.
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Exemplo 6.6

Poderiamos agora testar se os perfis sao nivelados; no entanto, este teste nao
faz sentido no nosso exemplo, uma vez que as Questoes 1 e 2 foram medidas em
uma escala de 1 a 8, enquanto as Questoes 3 e 4 foram medidas em uma escala
de 1 a 5. A incompatibilidade dessas escalas torna o teste para perfis nivelados
sem significado e ilustra a necessidade de medi¢oes semelhantes para que uma

analise completa de perfis possa ser realizada.

Quando os tamanhos amostrais sao pequenos, a analise de perfis dependera da suposicao

normalidade. Essa suposicao pode ser verificada usando os métodos discutidos no

Capitulo 5, com as observagoes originais x,; ou com as observacoes transformadas por

contraste C'x,;. A analise de perfis para varias populagées segue, em grande parte, o

mesmo raciocinio que no caso de duas populagoes.

6.

5 Exercicios

1. Um laboratério de fisiologia deseja comparar a eficicia de duas técnicas de rela-
ramento na recuperacao cardiovascular. Os mesmos n = 10 voluntarios saudaveis
aplicaram, em dias distintos e ordem randomizada cada uma das técnicas:

o Meditagao guiada (Tratamento A);

o Exercicios de respiragao diafragmatica (Tratamento B).
Em cada dia o participante executou o mesmo protocolo de esfor¢o submdximo em
bicicleta ergométrica. Logo apds o exercicio, aplicou?se a técnica correspondente e
registraram-se trés medidas fisioldgicas:

o frequéncia cardiaca (FC, batimentos/min);

o pressao arterial sistélica (PAS, mmHg);

« nivel de estresse percebido (Escala 0-100).
No dia do tratamento A, para o j-ésimo voluntario, obtiveram-se as seguintes medidas
zaj1 (FC), x40 (PAS) e x4;3 (escala). No dia do tratamento B, para o j-ésimo

voluntério, obtiveram-se ;1 (FC), xp2 (PAS) e xp,3 (escala). As mesmas varidveis

foram medidas no mesmo paciente, na mesma ordem.
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Partlclpante TAj1 T Aj2 T Aj3 TBj1 TBj2 TBj3

J Meditacao guiada (A) Respiragao diafragmatica (B)
1 78 122 55 76 118 45
2 82 125 o7 78 120 47
3 76 118 53 73 115 44
4 75 117 52 72 114 43
) 80 124 56 7 119 46
6 77 120 54 75 117 45
7 83 128 58 80 124 48
8 79 123 55 76 118 46
9 81 126 a7 78 121 47
10 78 121 54 75 116 45

(a) Fixado um nivel de significancia o = 10%, verifique se os tratamentos apresen-
tam, em média, uma diferenca significativa para pelo menos uma das medidas
fisioldgicas consideradas. Defina as hipoteses (estatisticas e cientificas), a es-
tatistica de teste, a distribuicao da estatistica de teste sob a hipdtese nula, a

regra de decisdo e a conclusao (estatistica e em termos do problema).

(b) Construa os t-intervalos, T?-intervalos e intervalos de Bonferroni com nivel de
confianca global de 90%. Esses intervalos sdo consistentes para sua resposta do
item (a). Por qué?

(¢) Explicar, de modo acessivel, por que a abordagem de medidas repetidas (mesmos
individuos sob A e B) tende a oferecer maior poténcia estatistica que comparar

dois grupos independentes.

(d) Quais as consequéncias dos resultados obtidos nos itens (a) e (b)? Como eles
impactam a pesquisa do laboratorio? Que decisoes o laboratério pode tomar

com base nesses resultados?

(e) Para cada participante calcule o vetor de diferengas d; = [dy; da; d3;]" com
dlj = xAjl — :L‘th dgj = {L’Ajg — ZL‘B]Q, d3j = {L‘Ajg — (L’ng. Avalie a plau81b111dade
da normalidade multivariada para d; usando inspecao gréfica e o teste de

Mardia. Comente as consequéncias caso a suposi¢ao nao seja atendida.

2. Pesquisadores em psicologia cognitiva desejam comparar duas estratégias de estudo
quanto a recuperacao de informagoes. Os mesmos n = 10 estudantes realizaram
duas sessoes de estudo-teste, com uma semana de intervalo. Na primeira sessao,
usaram flashcards (Tratamento A) e, na segunda, spaced repetition (Tratamento B).
Em cada sessao registraram-se duas variaveis imediatamente apos o teste de 40

termos técnicos:
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 proporgao de termos corretamente lembrados (em porcentagem);
» tempo médio de recordagdo por termo (em segundos).

No sessao do tratamento A, para o j-ésimo estudante, obtiveram-se as seguintes
medidas z4;1 (%) e zaj2 (tempo). Na sessao do tratamento B, para o j-ésimo
estudante, obtiveram?se ;1 (%) e xj2 (tempo). As mesmas varidveis foram medidas
no mesmo estudante, na mesma ordem. Suponha que a hipétese de normalidade

multivariada seja plausivel.

(a) Fixado um nivel de significAncia ov = 5%, verifique se os tratamentos apresentam,
em média, uma diferenca significativa para pelo menos uma das variaveis
consideradas. Defina as hipGteses (estatisticas e cientificas), a estatistica de
teste, a distribuicao da estatistica de teste sob a hipdtese nula, a regra de

decisao e a conclusao (estatistica e em termos do problema).

(b) Construa os t-intervalos, T2-intervalos e intervalos de Bonferroni com nivel de
confianca global de 95%. Esses intervalos sdo consistentes para sua resposta do
item (a). Por qué?

(¢) Quais as consequéncias dos resultados obtidos nos itens (a) e (b)? Como eles

impactam a pesquisa dos psicélogos?

Participante a1 Taj2 TBj1 TBj2
J Flashcards (A) Spaced repetition (B)
1 91 6.2 96 4.8
2 88 6.5 94 5.0
3 90 6.3 95 4.9
4 92 6.1 97 4.7
d 89 6.6 94 4.9
6 87 6.7 93 5.1
7 93 6.0 97 4.7
8 90 6.4 95 4.8
9 91 6.2 96 4.8
10 88 6.5 94 5.0

3. (Johnson e Wichern, 2014, p. 280, tradugao e grifo nosso) Um pesquisador
analisou trés indices que mensuram a severidade de ataques cardiacos. Os valores
desses indices, obtidos para n = 40 pacientes que chegaram ao pronto-socorro de um

hospital, geraram o seguinte resumo estatistico
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46.1 101.3 63.0 71.0
x = |57.3]|, S = |63.0 80.2 55.6
50.4 71.0 55.6 974

Suponha que a hipétese de normalidade seja plausivel.

(a) Os trés indices foram avaliados para cada paciente. Verificar a igualdade das
médias populacionais dos indices com nivel de significancia o = 5%. Defina
as hipdteses (estatisticas e cientificas), a estatistica de teste, a distribuicao
da estatistica de teste sob a hipotese nula, a regra de decisao e a conclusao

(estatistica e em termos do problema).

(b) Avaliar as diferengas, par a par, entre as médias dos indices utilizando intervalos

de confianga simultaneos (7?-intervalos) com nivel de confianga global de 95%.

4. (Johnson e Wichern, 2014, p. 342, tradugao e grifo nosso) Os dados da

tabela anterior foram coletados para investigar dois modelos psicologicos de cognicao
numérica. A questdo central é saber se o processamento de ntmeros depende
da forma de apresentacao dos estimulos (palavras ou digitos ardbicos). Trinta e
dois voluntarios fizeram julgamentos numéricos rapidos envolvendo dois nimeros
exibidos como palavras (“dois”, “quatro”) ou como digitos (“2”7, “4”). Devia-se
responder “mesmo” quando os dois ntimeros tinham a mesma paridade (ambos pares
ou ambos impares) e “diferente” quando possuiam paridades distintas. Metade dos
participantes realizou primeiro um bloco de tentativas com digitos, seguido por um
bloco com palavras, e a outra metade fez a ordem inversa. Dentro de cada bloco, a
sequéncia de tentativas “mesmo” e “diferente” foi aleatorizada para cada sujeito.
Para cada uma das quatro combinacoes de formato e paridade, registrou-se o tempo

de reagiao mediano (em milissegundos) das respostas corretas.

X, = tempo de reacao mediano para palavra — paridades diferentes
Xy = tempo de reagdo mediano para palavra — paridades iguais
X3 = tempo de reagao mediano para digito ardabico — paridades diferentes

X, = tempo de reagao mediano para digito arabico — paridades iguais
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WordDiff (J)l )

WordSame ()

ArabicDiff (x3)

ArabicSame (z4)

869.0
995.0
1056.0
1126.0
1044.0
925.0
1172.5
1408.5
1028.0
1011.0
726.0
982.0
1225.0
731.0
975.5
1130.5
945.0
747.0
656.5
919.0
751.0
774.0
941.0
751.0
767.0
813.5
1289.5
1096.5
1083.0
1114.0
708.0
1201.0

860.5
875.0
930.5
954.0
909.0
856.5
896.5
1311.0
887.0
863.0
674.0
894.0
1179.0
662.0
872.5
811.0
909.0
752.5
659.5
833.0
744.0
735.0
931.0
785.0
737.5
750.5
1140.0
1009.0
958.0
1046.0
669.0
925.0

691.0
678.0
833.0
888.0
865.0
1059.5
926.0
854.0
915.0
761.0
663.0
831.0
1037.0
662.5
814.0
843.0
867.5
777.0
572.0
752.0
683.0
671.0
901.5
789.0
724.0
711.0
904.5
1076.0
918.0
1081.0
657.0
1004.5

601.0
659.0
826.0
728.0
839.0
797.0
766.0
986.0
735.0
657.0
583.0
640.0
905.5
624.0
735.0
657.0
754.0
687.5
539.0
611.0
953.0
612.0
700.0
735.0
639.0
625.0
784.5
983.0
746.5
796.0
572.5
673.5

6.5. EXERCICIOS



(a) Fixado um nivel de significAncia o = 10%, verifique se pelo menos um dos
tratamentos (formato numérico e paridade) ou a interagao entre eles apresenta-
ram um efeito significativo sobre o tempo de reacao mediano esperado. Defina
as hipdteses (estatisticas e cientificas), a estatistica de teste, a distribuicao
da estatistica de teste sob a hipotese nula, a regra de decisao e a conclusao

(estatistica e em termos do problema).

(b) Construir intervalos com nivel de confianga global de 90% para os contrastes que
representam (7) o efeito do formato numérico, (i) o efeito do tipo de paridade

e (iii) a interacao formato x paridade. Interpretar cada intervalo obtido.

(¢) Qual tipo de intervalo vocé escolheu para o item (b)? t-intervalos, T*-intervalos

ou intervalos de Bonferroni? Por qué?

d) A auséncia de interacao sustenta o modelo M de cogni¢ao numérica, enquanto a
¢ gnig q
presenca de interacao sustenta o modelo C'& C'. Qual desses modelos é apoiado

pelos resultados deste experimento?

T

(e) Avalie a plausibilidade da normalidade multivariada para X ; = [X a o X

usando inspecao grafica e o teste de Mardia. Comente as consequéncias caso a

suposicao nao seja atendida.

5. Um pesquisador deseja investigar se diferentes programas de treinamento fisico pro-
duzem efeitos distintos sobre variaveis fisiologicas de atletas universitarios. Quarenta
e cinco estudantes foram divididos aleatoriamente em trés grupos:
o Grupo A: Treinamento de resisténcia (ns = 15);
o Grupo B: Treinamento de forga (np = 15);

« Grupo C: Treinamento funcional (n¢ = 15).
Ao final de 8 semanas, foram coletadas as seguintes medidas em cada atleta:
e X;: VO2 maximo (ml/kg/min);
o Xy Frequéncia cardiaca em repouso (bpm);
o Xj3: Percentual de gordura corporal (%).

Os dados estao em anexo no arquivo dadosEx5.csv.

(a) Fixado um nivel de significAncia o = 10%, realize uma andlise de varidncia
multivariada (MANOVA) para avaliar se ha evidéncias de que os programas de

treinamento produzem efeitos diferentes sobre as trés variaveis conjuntamente.
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(b) Caso a MANOVA aponte efeito significativo, conduza andlises univariadas
(graficos e testes) e interprete os resultados. Diga quais suposigoes sobre o erro
« do tipo I foram realizadas para conduzir as andalises univariadas de maneira

consistente.
(¢) Discuta se os resultados univariados sao coerentes com o resultado multivariado.
6. Trés métodos de ensino foram testados em 60 alunos do terceiro ano do Ensino
Médio, com o objetivo de melhorar o desempenho em trés areas cognitivas:
« Método 1: Ensino tradicional (n = 20);
« Método 2: Sala de aula invertida (n = 20);

« Método 3: Ensino baseado em projetos (n = 20).
Ao final do semestre, os alunos realizaram trés provas padronizadas:

« X;: Raciocinio légico (nota de 0 a 100);
o Xy: Leitura critica (nota de 0 a 100);

o Xj3: Resolugao de problemas (nota de 0 a 100).

Os dados estao em anexo no arquivo dadosEx6.csv.

(a) Verifique, por meio da MANOVA, se o método de ensino influencia simultanea-

mente as trés dimensoes avaliadas.

(b) Caso a MANOVA aponte efeito significativo, conduza andlises univariadas
(graficos e testes) e interprete os resultados. Diga quais suposigoes sobre o erro
« do tipo I foram realizadas para conduzir as andlises univariadas de maneira

consistente.
(c) Discuta se os resultados univariados sao coerentes com o resultado multivariado.
7. Uma equipe de nutricionistas quer comparar o efeito de duas dietas populares —
Dieta A (low carb) e Dieta B (mediterrdnea) — sobre o perfil nutricional didrio de
seus praticantes. Apds quatro semanas de adesdo, foi medida a ingestao média (em
gramas) de trés macronutrientes por dia para cada individuo:
e X;: Proteinas;
e Xjy: Carboidratos;
o Xj3: Lipidios.
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Cada dieta foi adotada por 10 participantes distintos (grupos independentes). Os

dados estao em anexo no arquivo dadosEx7.csv.

(a) Realize a anélise de perfil comparando os dois grupos. Para isso, vocé deve
testar
« se os perfis sdo paralelos;
» se os perfis coincidem;
e se os perfis estao no mesmo nivel.
(b) Interprete graficamente os perfis e discuta.
Dica: perfis paralelos sugerem que a propor¢ao entre os macronutrientes é semelhante
entre as dietas, enquanto perfis coincidentes implicam perfis nutricionais idénticos.

Perfis no mesmo nivel exigem cuidado conceitual neste caso — faz sentido perguntar

se o consumo total € igual se os formatos forem diferentes?

8. Um instituto de ensino superior deseja investigar se os perfis de desempenho sao
semelhantes entre estudantes de dois cursos: Engenharia e Administragao. Foram
selecionados 12 estudantes de cada curso (grupos independentes), e os seguintes
escores padronizados (média 100, desvio 15) foram coletados em trés dimensoes
cognitivas:

« X;: Raciocinio légico;
e Xy: Capacidade verbal;

e X3: Tomada de deciséo.

Os dados estao em anexo no arquivo dadosEx8.csv.

(a) Realize a anélise de perfil comparando os dois grupos. Para isso, vocé deve

testar

» se os perfis sao paralelos;
» se os perfis coincidem;
e se os perfis estao no mesmo nivel.

(b) Interprete graficamente os perfis e discuta.

Dica: um perfil no mesmo nivel pode indicar que, mesmo com habilidades distintas,

0s dois cursos tém desempenho global semelhante.
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[/ Consideracoes finais

Este curso de Estatistica Multivariada 1 teve como foco principal os fundamentos da
inferéncia estatistica multivariada. Ao longo da disciplina, estudamos procedimentos de
estimagao, construgdo de intervalos de confianca, testes de hipdteses e regides de confianca
para vetores de médias e outras quantidades de interesse em contextos com multiplas
variaveis.

As técnicas abordadas sao essencialmente fundamentadas na hipotese de que os dados
seguem uma distribuicdo normal multivariada. Essa suposicao é central para a validade
das distribui¢des utilizadas nos testes (como a estatistica 7% de Hotelling) e nas regices de
confiancga elipticas. No entanto, discutimos que, assim como ocorre em outras areas da
inferéncia estatistica, essa hipétese pode ser relaxada quando trabalhamos com grandes
amostras, em virtude de resultados assintoticos. No contexto multivariado, considera-se
uma amostra grande aquela em que o tamanho amostral n é substancialmente maior que o
numero de variaveis p, idealmente n > 5p ou n > 10p, dependendo da robustez dos métodos
aplicados. No entanto, quando nao tivermos disponivel uma amostra suficientemente grande
que nos permita utilizar o teorema central do limite multivariado, podemos considerar
métodos nao-paramétricos multivariados. Outra suposicao adotada implicitamente ao
longo do curso foi a independéncia entre as unidades amostrais ou experimentais. Essa
suposicao é bastante razoavel na maioria dos estudos observacionais ou experimentais,
mas pode falhar em situagées em que os dados sao coletados ao longo do tempo, ou
seja, em presenca de fenomenos dinamicos. Nesses casos, dependéncias temporais entre
observagoes invalidam muitos dos testes e regides classicas. Para contornar tais dificuldades,
o pesquisador pode recorrer aos métodos de séries temporais multivariadas, que nao exigem
independéncia entre as observacoes e sao apropriados para modelar dependéncia temporal
ou espacial. Por isso, é fundamental destacar a sensibilidade que o pesquisador deve ter
ao interpretar o problema em estudo, a fim de selecionar uma metodologia que respeite
as caracteristicas do fendomeno observado. A escolha de técnicas estatisticas nao deve
ser mecanica, mas orientada por um bom entendimento do contexto e das premissas
envolvidas.

Adicionalmente, um ponto-chave do curso foi mostrar que, ao analisarmos simultanea-
mente varias variaveis, ndo devemos simplesmente aplicar testes ou construir intervalos de
confianca univariados de forma independente. Esse tipo de abordagem ignora as dependén-
cias entre as variaveis e compromete o controle do nivel de significancia global, resultando
em um aumento da probabilidade de cometer erros do tipo I. Em outras palavras, o uso de
multiplos testes univariados distorce a confianca conjunta desejada. Além disso, quando
realizamos varios testes ou intervalos univariados sem correcao, nao apenas inflamos a

taxa de erro tipo I, como também podemos afetar adversamente o poder
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dos testes, especialmente ao tentarmos ajustar excessivamente para manter o nivel global
sob controle. Em outras palavras, quanto mais testes realizamos, maior a chance de nao
detectar efeitos reais (erro tipo II), a menos que medidas apropriadas sejam adotadas. No
entanto, é importante reconhecer que, em contextos praticos, o pesquisador ou cliente
geralmente estd interessado em identificar quais componentes especificos contribuiram para
a rejeicao da hipotese conjunta. Nesse cendrio, testes e intervalos de confianca univariados
sao bem-vindos e necessarios, desde que sejam construidos de maneira que respeitem a
confianga global desejada. Para isso, métodos de correcao multipla, como o ajuste de
Bonferroni, oferecem uma solugao pratica. Esse método ajusta o nivel de significancia
de cada teste individual de forma que a probabilidade conjunta de erro seja controlada,
mantendo assim um equilibrio entre precisao e confianca. Dessa forma, conseguimos
interpretar individualmente os componentes do vetor de médias, sem comprometer a
validade da inferéncia multivariada.

Portanto, acredito que este curso tenha oferecido uma boa introdugao a inferéncia
multivariada classica, buscando equilibrar a apresentacao das técnicas com a valorizacao
de uma postura critica diante de suas hipdteses e limitagoes. Espero que estas notas de
aula tenham sido tteis em sua trajetéria de aprendizado e que o contetido aqui discutido
possa servir de ponto de partida para estudos mais aprofundados e aplicacoes praticas em

diferentes areas da Estatistica.
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